
Loppukoe M4: Vektorianalyysi 

Perjantaina 13.5.2011 klo 12 Laske kuusi tehtavaa! Aikaa 4 tuntia 

Takasivulla on pieni kaavakokoelma. Laskinta ja taulukkokirjaa ei saa kiiyttaa. 

1. Selvitii onko seuraavilla vektorikentilla F(x, y, z) potentiaalia, joko osoittamalla, etta potentiaalia ei voi olla 
tai piilittelemalla potentiaalifunktio ¢>(x, y, z): 

(a) F(x, y, z) = ix- 3 2y + k 3z. 
(b) F(x, y, z) = (ix- 3 y)j(x2 + y2). 
(c) F(x,y,z) =iy+3x-kz2

• 

2. Laske parametrisoidun kayran r( t) = i A cost+ 3 A sin t + k Bt (0 ~ t ~ 37r) pituus. 
Tiissa A ja B ovat vakioita . 

...,:. 3. Laske vektorikentiin F = i yz+ 3 xz+k xy kayraintegraali fc F·dryli kayriin C, joka on sylinterin x2 +y2 = 1 
ja tason z = y leikkausjoukon osa siten, etta kayra kulkee pisteesta ( -1, 0, 0) pisteeseen (1, 0, 0). 
Laske kyseinen integraali kummallekin kayralle, jotka nain voidaan saada. 

4. Laske integraali fD f(x, y) dA, missa f(x, y) = xy2 ja aarellisen kokoinen alue alue Don maaritelty seuraa­
vasti: Sita rajoittavat kayrat y = x2 ja x = y2 ja lisiiksi x > 0 jay > 0 (piirra ensin kuva alueesta). 

5. Laskettavanasi on vektorikentiin F(x, y, z) = i x + 3 y + k z vuo yli 
suljetun pinnan S, joka on puolipallon x2 + y2 + z2 ~ 9, z::::: 0 pinta. 
(a) Laske vuo ensin kayttiien Gaussin lausetta. 
(b) Laske vuo sitten suoraan kayttamatta Gaussin lausetta. 

6. Kayra r(t) = i (1 +cost) + 3 (1 +sin t) + k (1 -cost- sin t) pysyy tasossa X+ y + z = 3 ja tutkimme 
vektorikenttaa F = i yex + 3 (x2 + ex) + k z2ez. Laske ( tavalla tai toisella) kayraintegraali I = f F · dr yli 
kyseisen kayriin, missa 0 ~ t ~ 21r. 

7. (a) Osoita, etta \7 · (¢>F) = (\7¢>) · F + ¢>(\7 ·F), missa ¢> = ¢>(x, y, z) ja F = F(x, y, z). [5 p] 
(b) Olkoon jossakin tilanteessa niin, etta vektorikentta F on lahteeton, etta kent an ¢> gradientti on kaikkialla 
samansuuntainen F:n kanssa ja etta laskettavanasi on kentan G(x, y, z) = ¢>(x, y, z)F(x, y, z) vuo sellaisen 
suljetun pinnan yli, jonka lokaalit normaalit ovat F:n suuntaiset. Miten vuon laskeminen (tiettya lausetta 
kayttaen) yksinkertaistuu taman tehtaviin tietojen perusteella? [3 p] 

Kommentoi ratkaisuideasi ja selitii tekemisesi - se kannattaa! Myos kuvia kannattaa hahmotella. 
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Joitakin (ehkei aina patevHi) yhtaloita 

fc F · dr = fc[Fx(x, y, z) dx + Fy(x, y, z) dy + Fz(x, y, z)dz] = 

1
b[ dx dy dz] 

a Fx(x(t), y(t), z(t)) dt +Fy(x(t), y(t), z(t)) dt +Fz(x(t), y(t), z(t)) dt dt. 

fc F · dr = fc[Fx(x, y, z) dx + Fy(x, y, z) dy + Fz(x, y, z)dz] = 

8Fx 8Fy 8Fy _ 8Fz 
()y ox 8z By 

k f(x, y) dA = k j(x, y) dA 

{ j(x, y) dA = 1b [id(x) j(x, y) dy] dx 
JD a c(x) 

{ f(x,y)dA = 1d[1b(y) j(x,y)dx]dy. 
JD c a(y) 

kf(x,y,z)dV = j j kf(x,y,z)dxdydz 

(x, y) = (r cos B, rsinB), r= Jx2+y2, dA = rdrdB 

(x, y, z) = (r cosO, rsinB, z), r= Jx2+y2, dV = rdrdBdz 

(x, y, z) = (psin¢cosB, psin¢sinB, pcos ¢), p= Jx2+y2+z2, 

I
a~ a~l 

dS = a: X a: du dv = [
8(y,z)]2 + [8(z,x)]2 + [8(x,y)]2 dudv 
8(u,v) 8(u,v) 8(u,v) ' 

8(x, y) I (ax By ox oy) I 
8(u, v) (uo,vo) = au av- av au (uo,vo) 

r !r r ~ I of ()fl lsfdS = J f(r(u,v)) au X 8v dudv 
r ~ ~ !rr~ (or ()f) 

Js F · dS = ± j F · ou x ov dudv, 

dS = Vl + [Bxg(x, y)J2 + [8yg(x, y)J2 dx dy dS = ±[-i Bxg(x, y)-] Oyg(x, y) + k] dxdy 

j sin2 xdx = ~x- ~ sinxcosx + c j cos2 x dx = ~ x + ~ sin x cos x + c j tan2 x dx = tan x - x + c 


