
Loppukoe M4: Vektorianalyysi fysa114 

Perjantaina 17.6.2011 klo 12 Laske kuusi tehtavaa! Aikaa 4 tuntia 

Takasivulla on pieni kaavakokoelma. Laskinta ja taulukkokirjaa ei saa kiiyttiiii. 

1. Tason x + y + z = 1 ja sylinterin z = x2 leikkaus on paraabeli. Kirjoita kyseiselle kayralle parametriesitys. 

2. (a) Osoita, etta V ·(¢F)= (V¢) · F + ¢(V ·F), missa ¢ = ¢(x, y, z) ja F = F(x, y, z). 
(b) Olkoon jossakin tilanteessa niin, etta vektorikentta F on lahteeton, etta kentan ¢ gradientti on kaikkialla 
samansuuntainen F:n kanssa ja etta laskettavanasi on kentan G(x, y, z) = ¢(x, y, z)F(x, y, z) vuo sellaisen 
suljetun pinnan yli, jonka lokaalit normaalit ovat F:n suuntaiset. Miten vuon laskeminen (tiettya lausetta 
kayttaen) yksinkertaistuu taman tehtavan tietojen perusteella? 

'----73. Laske integraali k f(x, y, z) dV, missa f(x, y, z) = xy2 + z3 alue Don: 0:::; x:::; a, 0:::; y:::; b, 0:::; z:::; c. 

4. Laske integraali k f(x, y) dA, missa f(x, y) = xy2 ja aarellisen kokoinen alue Don maaritelty seuraavasti: 

Sita rajoittavat kayrat y = x2 ja x = y2 ja lisaksi x > 0 jay> 0 (piirra ensin kuva alueesta). 

5. Laske vektorikentan F = i x2y2 + 3 x 3y + k ez
2 

kayraintegraali t F · dr yli suljetun kayran C, joka on nelion 

0:::; x :::; 1, 0 :::; y :::; 1, z = 2 reunaviiva pisteesta (0, 0, 4) katsoen myotapaivaan suunnistettuna. 

6. Laske vektorikentan F(x, y, z) = k z vuo fs F · dS yli pinnan S, jolla z = [x2 + y2jll2 , 0:::; z :::; 1. Valitse 

pinnan S suunnistus siten, etta k · dS > 0. (Katso tarkkaan millaiseksi pinta on maaritelty.] 

7. Olkoon r(t) = i y+) z+k X. Osoita, etta It F·dr[ = Jra2v'3, missa kayra c saadaan pintojen x2+y2+z2 = a2 

ja x + y + z = 0 leikkauksena. 

Kommentoi ratkaisuideasi ja selitii tekemisesi- se kannattaa! Myos kuvia kannattaa hahmotella. 



Joitakin ( ehkei aina patevUi.) yhtaloita 

fct(x,y,z)ds = 1b f(f'(t))if''(t)idt 

1 F · dr = fc!Fx(x, y, z) dx + Fy(x, y, z) dy + Fz(x, y, z)dz] = 

1
b[ dx dy dz] 

a Fx(x(t), y(t), z(t)) dt +Fy(x(t), y(t), z(t)) dt +Fz(x(t), y(t), z(t)) dt dt 

aFx _ aFy 
ay ax 

L f(x, y) dA = k j(x, y) dA 

{ f(x,y)dA = 1b[1d(x) f(x,y)dy]dx 
Jv a c(x) 

{ f(x, y) dA = 1d [1b(y) f(x, y) dx] dy. 
Jv c a(y) 

L f(x, y, z) dV = j j L f(x, y, z) dxdydz 

(x, y) = (rcos 0, rsin 0), r= J x2+y2, dA = rdrdO 

(x, y, z) = (r cosO, rsinB, z), r= Jx2+y2, dV = rdrdBdz 

(x, y, z) = (psin<f>cosB, psin<f>sinB, pcos </>), p= Jx2+y2+z2, dV = p2sin<f>dpd</>dB 

Ia- a-1 dS = a: X a: du dv = [
a(y,z)]

2 + [a(z,x)]
2 + [a(x,y)]

2 
dudv 

a(u,v) a(u,v) a(u,v) ' 

a(x, y) I (ax ay ax ay) I 
a(u, v) (uo,vo) = au av- av au (uo,vo) 

r rr - lar: ar:l JsfdS= }} f(r(u,v)) au X av dudv 

dS = }1 + [axg(x,y)J2 + [ayg(x,y)]2dxdy 

fs ('\i' x F) . dB= fc F. dr 

F · dS = ± F · - x - du dv 1 - - Jj - (ar: ar:) 
s au av ' 

dS = ±[-iaxg(x, y)-] ayg(x, y) + k] dxdy 

L (V. F) dV = fs F. dS. 

j sin2 xdx = ~x- ~ sinxcosx + c j cos2 xdx = ~x + ~ sinxcosx + c j tan2 xdx = tanx- x + c 


