FYSA116 Integraalimuunnokset Tentti 16.12.2011

Tentin kesto on nelja (4) tuntia. Tentissa ei saa kayttéd laskimia.

1. Esitéd funktio

flzy=1-2% =ze€[-1,1],

Fourier sarjana.

2. (a) Laske funktion

0, x < 0,
f(z) =« sin(z), 0<a <2,
0, x > 27,

Laplace muunnos.

(b) Osoita lahtien kaavasta (16), etta
L(f") (@) = = f"(0) = af'(0) — &*f(0) + *L(f)(«),
misséd £(f)(a) on funktion f(z) Laplace muunnos.
(¢) Ratkaise differentiaaliyhtalo
y"(z) — 9 (z) + y(x) = cosh(3z),

reunaehdoilla y”(0) = 9,¢'(0) = 0,y(0) = 1, kédyttamalld Laplace muunnosta.

3. Etsi differentiaaliyhtdlon

V(@) + 2y () — yl@) =0,

kaikki ratkaisut kdyttdmailld Frobeniuksen sarjamenetelmé&i.



4. Viimeisen luennon tauolla esitellyssd DSI Prophet ’08 -syntetisaattorissa on niin
sanottu 4-paaluinen ladder-suodatin, jonka siirtofunktion itseisarvon kuvaajaa esi-
teltiin valkokankaalla. Elektronisessa musiikissa ldhes legendaarisen maineen saa-
vuttaneessa Oberheim OB-Xa -syntetisaattorissa on téllaisen suodattimen lisaksi
myos niin sanottu 2 -paaluinen state variable -suodatin. Tehtdvinést on nyt laskea
tdman suodattimen siirtofunktio ja analysoida sitd hieman.

(a)

Suodattimen sisdéntulosignaalin z(t) ja ulostulosignaalin y(t) vélilli on dif-
ferentiaaliyhtélo

y'(t) + (2 — k)ay/ (t) + Zy(t) = o?z(t),

missd o, on suodattimen katkaisu(kulma)taajuus ja 0 < k < 2 on vahvistus-
kerroin, joka méairad suodattimen resonanssin méirin. Laske nyt siirtofunk-
tio F
o!
Ha) - F0)

~ F(@)(a)’

missd F(z)(a) on sisddntulevan signaalin z(¢) Fourier-muunnos ja F(y)(«)
on ulostulevan signaalin y(¢) Fourier-muunnos.

Kuinka stirtofunktion itseisarvo kdyttaytyy matalilla taajuuksilla, eli kun o =
07 Entéds kun taajuus on suuri, eli a > .7

Olkoon z(t) kippiaalto (eli syntetisaattoreista puhuttaessa sahalaita-aalto)
jaksonajalla P = i-’;, jolloin sen Fourier-sarjaesitys on

o

wt)= 3o et

n=—oc,n#0

Esitd ulostulosignaali y(¢) Fourier-sarjana. Vinkki: jos jaksollisen funktion
f(t) Fourier-sarjan kertoimet ovat c, ja sen jaksonaika on P = ii;, niin sen

Fourier-muunnoksen F( f)(c) voi kirjoittaa muodossa

F(f)a)=v2m 3 d(a - nao)en

n=—oo

(olettaen etta suppenemiskysymykset on sopivasti pyyhkaisty maton alle, ku-
ten tdssd tehtdvissi voi tehdd).

Huom: tdmén tehtdvén voi tehdd kokonaisuudessaan puhtaasti matemaattisena
harjoituksena, vaikka et olisikaan ollut paikalla kuulemassa viimeisen luennon eri-
koisesitysté.



Kaavakokoelma:

Flz) =

n=1

a+P
w27
“= B[

wo= P
F(z) = Z cne

o H [

w = P
F(f)a) =
FHg)(z) =

F(f+h)(a) =
Flef)la) =
F(f)a) =

L(f)(e)
L(f + h)(a)
L(cf)(a)

L(f)(e)

+Za cos(nwz +Zb sin(nwz),

f(z) cos(nwz)dz, ne{0,1,2, -}

)sin(nwz)dz, ne {1,2,..},

znwz

f(z)e ™= dy,

n € {0,+1,+2, ...},

1 * —iazx
g(a)=\/—_ / f(z)e~o"d,

F(z) = \/—_ h g(a)emzda,

F(f)a )+]"(h)( ),
cF(f)(a), ceC
iaF(f)(),

[ e =
L(f) (a) + L(h)(e),
cL(f)a), ceC
—f(0) + aL(f)(a),

[l
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(2)

(4)

(5)
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(7)

(9)
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(11)
(12)

(13)

(14)
(15)
(16)



sin(z + y)
cos(z + y)
iz

cos(z)

sin(z)

ol

sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y),
cos(x) cos(y) F sin(z) sin(y),

cos(x) + isin(z),

1. )

5 (ew + e—zz) ,
1 T —ir
% (e —e™™) .



636 INTEGRAL TRANSFORMS Ch. 15

A Short Table of Laplace Transforms

y=f£(n,t>0

y=Sf()=0,1<0] Y=L(V)=F(P)=_L e Pf () dt

| L] 1 % Rep>0

1 PR L ReG+2)>0

L3 sin at pz:az Re p > |Im af

‘: L4 cos at pz-l:-az Rep> [Ima]

;3 L5 tok>—1 pf;:l or l“_(:# Rep>0

§ | Lo e k> -1 o +ka!)"“ or (:(: :),‘1,,)1 Re (p +42) >0

;; L7 e—%_—:;m m Re(p+a2)>0

et , and

. L8 — m Re(p+46)>0
L9 sinh at e = - Re p> |Rea|
L10 cosh at szaz Re p > |Re al
L1l t sin at ﬁ)—z Re p > |Im a}
Li2 t cos at Gg% Rep> |Im a|
L13 e sin bt -(p+—a;,zﬁ Re(p +a)> |Im &| ]
L14 ™ cos bt ﬁ‘# Re (p +a) > |Im b|
L15 1 — cos ar p(pza—:-az) Rep> |Ima]|
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Sec. 1 INTRODUCTION 637
A Short Table of Laplace Transforms (continued)
y=,(),t>0 * _
* = = F = pt t dt
by =/ =0, 1 <0] Y=L0@)=F0p) ot' yAG)
. 43
L16 atr — sm at Pz(p—2+aT) ch>”ma|
L17 i 24°
sin at — at cos at m Re p > |Im al
- P
L18 e” (1 — ar) _— Re(p+4a)>0
( o +a) (p+a)
L19 sml at arc tan z Re p > |Im af
b
L20 - sin at cos b, -1- (arc tan at
t 2 ?
a>0,5b>0 +arctana—b) Rep>0
?
e — e P+ Re(p+a)>0 and
L21 In
! p+a Re(p +46)>0
L22 1 erf(a) a>0 L p-avr Rep>0
- —, -
NG ?
L23 Jo(at) (P2 + a2~ 112 Rep > |Ima|, or
for real @ # 0,
Rep=>0
l, t>a>0 1
3 N — e Pa Rep>0
L24 1) {0, ' <a p‘ ep
[unit step, often written
S(t) = u(t — a)]
e~ %P — o bp
1.25 () = u(t — a) — u(t — b) —_— All
- ”
) 0] a b ¢
‘ 126 ) - tanh ap Rep>0
1 —

-1




