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1. Oheisessa kuvassa on hyvin kevyt tanko, jonka pituus on 
1.0 m ja joka piHisee pyorimaan kitkatta pystysuoraan 
asetetun akselin ympari. Tankoa pitkin liukuu kitkatta 
pieni rengas. Alussa seka tanko, etta rengas ovat levossa. 
Hetkella t = 0 tanko alkaa pyoria vakiokulmanopeudella 
2.0 kierrosta sekunnissa. Maarita renkaan saama kiihty­
vyys pyorimisakselista mitatun etaisyyden x funktiona 
kayttaen Lagrangen liikeyhtaloita. Mika on kiihtyvyy­
den arvo renkaan jattaessa tangon? 
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2. Tarkastellaan tehtavan 1 tanko-rengas-systeemia, mutta muuutetaan alkuehtoa si­
ten, etta alussa seka tanko, etta rengas ovat levossa ja rengas on 50 cm:n paassa 
pyorimisakselista. Nyt tanko tonaistaan liikkeelle siten etta tanko saa kierrosno­
peuden 2.0 kierrosta sekunnissa. Talloin rengas alkaa liukua pitkin tankoa si­
ten etta systeemin pyorimismaara L sailyy. Maarita nyt renkaan saama kiihty­
vyys pyorimisakselista mitatun etaisyyden x funktiona kayttaen Lagrangen lii­
keyhtalOita seka sidosehtoa L = vakio. Mika on kiihtyvyyden arvo renkaan jattaessa 
tangon? 

3. Tarkastellaan m-massaisen vapaan hiukkasen liiketta pitkin x-akselia. Kirjoita 
hiukkasen Hamiltonin liikeyhtalOt seka ratkaise ne. 

4. Oletetaan, etta maapallo on homogeeninen pallo, jonka sade on R = 6365 km, 
massa on M = 5.977 · 1024 kg ja pyorimisnopeus akselinsa ympari w = 7.29 · 
10-5 rad/s. Painovoimavakion arvo on G = 6.67 ·10-n Nm2/kg2
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(a) Mika on painovoiman aiheuttama putoamiskiihtyvyys maan pinnan laheisyy­
dessa? 

(b) Mika on 1.0 kg:n massaiseen punnukseen vaikuttavan keskipakoisvoiman suu­
ruus maan pinnalla leveysasteella 60°? 

5. Eraan M-massaisen kappaleen xyz-koordinaatistossa kirjoitettu hitausmomentti-
tensori on 

missa A on vakio. 
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(a) Ratkaise kappaleen paahitausmomentit. 

0 ) 0 ' 
2/3 

(b) Kirjoita paahitausakselien lausekkeet ja piirra ne xyz-koordinaatistoon. 
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6. Alla olevassa kuvassa kaksi samanlaista matemaattista heiluria on kytketty toisiin­
sa harmonisella jousella, jonka jousivakio on k. Heilurien pituudet ovat l ja heilu­
ripainojen massat m. Jousi on lepopituudessaan, kun kuvan kulmat el = e2 = 0. 
Heilurisysteemi suorittaa pienia heilahteluja. 

(a) Kirjoita systeemin potentiaalienergiaa ja liike-energiaa vastaavat matriisit U 
ja T. 

(b) Maarita systeemin ominaistaajuudet. 

(c) Millaisia heilahteluja ominaistaajuudet vastaavat? 


