FYSA232 Kvanttimekaniikka I, osa B 13.01.2012

Tentti: 4 tehtavaa, 4h

1. Tarkastellaan spinitontd hiukkasta 3-ulotteisessa, pallosymmetrisessi, ddrettomén
korkeassa potentiaalilaatikossa

V(T’)—{ 0 kun r<a

oo kun r > a.

Olkoon tunnettua, ettd systeemin stationdirinen Schrodingerin yhtélo separoituu
yritteelld ¥(r) = R(r)Ym (0, ¢) ja ettd sen radiaalinen Schrodingerin yhtélo on

WP 1d, ,d.  RAI+1)

~573 dr<r dr) Sy + V(T)] R(r) = ER(r).

a) Laske kyseisen systeemin perustilan energia. (3p) [Vihje: R(r) = “ET); u(0) = 0]
b) Milld todennékoisyydelld kyseinen hiukkanen 16ytyy alueesta,
jossar < 5,0<6<7ja0 <<, kun systeemi on perustilassaan?

Tehtavépaperin lopussa olevasta kaavakokoelmasta saattaa olla apua. (3p)

2. Tarkastellaan vetyatomia systeeminé, jossa elektronilla on spin, mutta jonka Ha-
miltonin operaattori H ei riipu spinistd. Kuten muistat, talloin operaattoreilla H ,
fﬂ, §2, L, ja S, on yhteiset ominaistilat |nlsm;my),, jossa esiintyvit kyseisiin
operaattoreihin liittyvat kvanttiluvut (ks. myos kaavakokoelma tehtédvapaperin lo-
pussa). Kyseessd on samalla siis kytkeméton kanta ratapyorimisméédrdn ja spin-
pyorimismadran suhteen.

a) Olkoon kyseinen systeemi nyt seuraavassa tilassa
3 1 1 4 1 1
Uy) = 5'”23 [=2s=Lm=1ms=+1), + g|n:3 [=2s=Lmy=1ms=-1),.

Mikéd on S, odotusarvo (S,) tdsté tilasta mitattuna? (Ip)

b) Mikéd on S,m odotusarvo ylld olevasta tilasta |¥;) mitattuna? [Vihje: S, =
3(Sy + 8] (2p)

c¢) Entd mika on ylld olevaa tilaa | W) kuvaava spinoriaaltofunktio x,spin -esityksessi?
Anna vastaus vetytomin radiaalisten aaltofunktioiden ja harmonisten pallofunktio-
den avulla. (1p)

d) Olkoon systeemi tilassa

|Wy) = [n=31=2s=Lmy=1ms=-1),.

Kytketddn nyt pyorimismééardt L ja S yhteen; kokonaispyorimismédrd on talloin
J =L+ S. Miki on kokonaispyorimisméérén nelion odotusarvo (J?) mitattuna ti-
lasta |W4)? Hyodynné oheista Clebsch-Gordan -kertoimien taulukkoa. [Muista puut-
tuvat nelijuuret CG-taulukossa.| (2p)

Kaianna!



3. Tarkastellaan 4-tilasysteemid, jonka Hamiltonin operaattorin H, matriisiesitys on

EY 0o 0 0

o EY 0 0 0 0 0
H, = 2 , EY <« EY < EY.
0 o o0 EY o0 ! 2 i
o o o EY

Lisédtaéan systeemiin pieni héirio, jota vastaavan operaattorin gV’ matriisiesitys on

ge 3ge 0 2ge
_ 3ge 0 ge 0 o
9V = 0 ge 2ge ge ’ lgl <1, |ge| < B}

V2ge 0 ge —2ge¢

Laske kyseisen héirion aiheuttamat, héirioteorian 1. kertaluvun mukaiset korjaukset
svsteomi . oihin EQ EO iy EO Py osi tulost lai

ysteemin ominaisenergioihin F; ", E5” ja E5 . Piirrd saamiesi tulosten mukainen
energiatasokaavio, josta selvidd, miten ko. héirié vaikuttaa Hy:n ominaisenergioihin.

Merkitse kuvaan tasojen energiat. (6p)

4. Laske variaatioperiaatteella arvio vetyatomin perustilan energialle. Kéayta ekspo-
nentiaalista, pallosymmetrista yritetta

() = Ae™,

missd b on variaatioparametri ja A on normitusvakio. Huomaathan, ettd kyseessé
on 3-dimensioinen systeemi. Vetyatomin Hamiltonin operaattori paikkaesityksessi
on

fr— e hea

2m T

ja kaavakokoelmasta lienee jélleen apua. Laske lopuksi lukuarvo saamallesi energian
arvolle, kun o = % ja mc? = 511 keV. Kommentoi saamaasi tulosta. (6p)



Hydodyllisia (?7) kaavoja, mihin tahansa tehtidvéin:

Pallokoordinaatteja ja pallofunktioita:

19, 6,0 1 .,
r28r( 87‘) h2r2L

/dQ / d@sm9/ dp =4

L2Vin (0, 0) = B2+ 1)Yim(0,0)  L.Yim(6,0) = hmYim(6, ©)

2 P — 2 —_— —
L“=-h { sin 6 )—l—si 79 21

V? = d*r = r*drdQ = r*dr sin dfdyp

sin 6 060 26 00

1 /3 /3 . i
Yoo(0, @) = \/E Yi0(0,¢) = ECOSQ Yi11(0,0) =7F gsmeei ®

Yleistetty pyorimismaara:

/dQ Y;km’(e? @)YEMQQ’ 90) = 0w O

(i Jj) =0 egndi, (3301 =0, Flj,m) = B%i(j+1)jm),  Llj,m) = hml|j,m

Jo=J.xid,  Jiljm)=h/(GFm)GEm+1)j,m=1)

Integraaleja, trigonometriaa:

> n _—ax n!
/0 dxx"e = (n=0,1,2,...),

cos2x = cos’x —sin?x =2cos’xr —1=1—2sin’x cos’z +sin‘z=1



36. Clebsch-Gordan coefficients 1

36. CLEBSCH-GORDAN COEFFICIENTS, SPHERICAL HARMONICS,

AND d FUNCTIONS
J J
Note: A square-root sign is to be understood over every coefficient, e.g., for —8/15 read —,/8/15. Notation:|
172x1/2| 1= LT3 S My m
V0= /= cosb ici
/272 1] o o 1 a7 2x1/2\.53[57 372 my M2 | Coefficients
|+1/2 —1/2|172 1721 Fz=172] 1}3/2+3/2 -
-1/2 +1/2]1/2-1/21 vl = ,/— sinf e'® +2-1/2| 1/5 4/5| 5/2 372
|-172-1/72] 1 8w +141/2| 4/5-1/5}1/2 +1/2
Y0 5 (3 29 ) +1-1/2| 2/5 3/5| 5/2 372
5 = — | = COS - = — — —
1x1/2 372 2 =\ 17 \3 0+1/2| 3/5-2/5|-1/2 -1/2
+3721 372 172 0-1/2| 3/5 2/5| 5/2 3/2
=72 Th1/2 4172 15 6in 0 cos 0 ¢i® > -1+1/2| 2/5-3/5)-3/2 -3/2
= “Ver —1-1/2| 4/5 1/5] 572
RV T AR 3/2x172 Loz [2aive| 115 —as|-572
v2 = 1 /15 | 2 g p2i¢ [+372 +172] 1] +1 +1 I,z ~1/2 1
0-172[ 273 173] 372] Y3 = 3\ 5, s 0e PEVANEEY B
-1+1/2| 1/3-2/3|-3/2 +3/2-1/211/4 3/
I — — +1/2+1/23/4-1/4] 0 0
ol I e 3/2x1 .25, “z12\iz 12| 2 1
[+2+1] 1]+2 +2 =7z 1372 +3/2 -1/2+1/2|1/2-1/2| -1 -1
+2 0[1/3 2/3 3 2 1 +372 0l 275 3/51 572 372 172 -1/2-1/2|3/4 1/4] 2
+1 +1(2/3 -1/3] +1  +1 +1 +1/2 +1| 3/5 =2/5)+1/72 +1/2 +1/72 -3/2 +1/2| 1/4-3/4}-2
+2-111/15 1/3 3/5 +3/2-1(1/10  2/5 1/2 |-3/2-1/2] 1
1x11 2 +1 0(8/15 1/6-3/10 3 2 1 +1/2 0| 3/5 1715 =173 572 372 172
- 1+$ 12 1 0+1| 2/5-1/2 1710 0 © 0 -1/2+1|3/10 -8/15 1/6|-1/2 -1/2 -1/2
1+ ot +1-1|1/5 1/2 3/10 +1/2-1[3/10 8/15 1/6
+1 00172 172 2 1 0 0035 0-2/51 3 2 1 -1/2 0| 3/5 -1/15 -1/3| 5/2 3/2
0+117/2-172] 0 0 © -1+11/5-1/2 3/10] -1 -1 1 -3/2+1[1/10 -2/5 1/2}-3/2 -3/2
+1-11/6 1/2 1/3 0-1 2/5 1/2 1/10 -1/2-1] 3/5 2/5| 5/2
0 ol23 o0-1/3] 2 1 -1 0/8/15-1/6-3/10] 3 2 -3/2 0| 2/5 -3/5|-5/2
-1+11/6-1/2 13| -1 1| __ —2+1|1/15-1/3 3/5] -2 -2 EZEIEE
o-10172 172 2 -1-1|2/3 1/3] 3
Y, ™ = ()M -1 ohi/z-1/2)-2 -2 0/1/3-2/3]-3 (jrjamimalj1ieJ M)
] 1= dm - —2-1] 1 i—do /s o
SN o= Y emime I = (=1)7=1 =52 joj1mam | joj1 JM)
2041
dj = (=1)m—m d] _ dj , 3/2x3/2 +g 3 > ql 0 1/2 0 ql 1+ cosf
m/;m m,m/ —m,—m/ = COS = COS < =
[B7z+3/2] 1]+2 +2 0.0 dijas2 = %5 11 2
2x3/2 | 7el—rm w3/241/2| 172 12| 3 2 1 g2 g0 g sind
[2372]  1)s/2+45/2 t1/2+3/2 ;g’:g 1*/15 1*/; 3;; 2-127 T V]
+2+1/2| 3/7 4/7) 7/2 5/2 3/2 11/2;1/2 3/5 0 -2/5 3 2 1 0 dl o 1 —cosf
+1+3/2 4@-?;;*?% 12%2*32 -1/2+3/2|1/5-1/2 3/10] 0 0 0 0 -1 T
2 _
+14+1/2| 47 1/35-2/5| 7/2  5/2 3/2 172 :?g _?g ;gg ]jj_?j’g‘g_}jj
2x2 j a— 0+3/2| 2/7-18/35 1/5| +1/2 +1/2+1/2 +1/2 175 117519720 -174-1/20 1743 2 T
|+2+2+1 +3 43 +2-3/2| 1/35 6/35 2/5 2/5 -3/2 +3/2|1/20-1/4 9/20-1/4] -1 -1 -1
ez adla 305 0+1/2[18/35 =3/35 175 1/5[ 772 5/2 3/2 12| |Z172200%| 38 0 25 3 3
1+ ; 5 ;’/ ';2 2"/' -1 +3/2| 4/35-27/70 2/5 -1/10|-1/2 -1/2-1/2 -1/2 -3/2+1/2| 1/5-1/2 3710 -2 -2
+ 14 1 7 +1 =3/2| 4/3527/70 2/5 1/10
14| 47 0-37[ 43 2 1 0 —1/218/35 3/35-1/5 -1/5 B R
0+2(3/14-1/2 2/7] +1  +1 41 +1 -1 +#1/212/35-5/14 0 3/10| 772 5/2 3/2] E -
2 —111/14 3/10 3/7 1/5 -2 +3/2| 1/35-6/35 2/5 -2/5|-3/2 -3/2-3/2 3r2-3/2] 1
+1 0| 3/7 1/5-1/14-3/10 0 -3/2| 2/7 18/35 1/5
0 +1| 3/7 -1/5-1/14 3/10 4 3 2 1 0 -1 =172\ 477 =1/35-2/5] 772 s5/2
-1 +2[1/14-3/10 3/7 -1/5 0 0 O O O "2 2| 1716735 23| 52 _2/m
+2 -2 | 1/70 1/10 2/7 2/5 1/5 —1-3/72| a7 3/7] 772
+1 -1 | 8/35 2/51/14-1/10 -1/5 2 _a/7)-
0 01835 0-2/7 0 1/5 2-1/2] 347 _A/7-7/2
-1 +1 | 8/35 -2/51/14 1710 -1/5] 4 3 2 1 —2-3/2| 1
PER 1+cosf 0 -2 42 | 1/70-1/10 2/7 -2/5 1/5| -1 -1 -1 -1
3/23/27 — 9 95 +1 -2[1/14 3/10 3/7 1/5
o8 2 0 -1| 3/7 1/5-1/14-3/10
a2 gltcost 0 d%2:<1+70056) -1 0| 3/7 -1/5-1114 3/10[ 4 3 2
3/2,1/2 2 2 2 -2 #1(1/14-3/10 3/7 -1/5| -2 -2 -2
3/2 1—cosf 0 9 _ ldcost . 0 -2[3/14 1/2 2/7
s T S 3ol ] 3 3
. - 1+ cosf — — -5 -
g2 _locosf 0 d2 zﬁsin%) di1:7+2 (2cos0 —1) -1 2172 12| 4
3/2,-3/2 B 2 20~ 7 -2 -1|172-172|-4
3/2 3cosf—1 0 9 1—cosf | 9 _ 3 [z 2]
d1/2,1/2 = 2 cos 5 d27_1 R — sin 6 dig= 5 sin 6 cos
3/2 3cosf+1 . 6 9 1 —cosf\2 9 1 —cosf 9 3 5 1
Womrp= =g g dho=(5) dha=—g eost+1)  dBy= (50?0 3)

Figure 36.1: The sign convention is that of Wigner (Group Theory, Academic Press, New York, 1959), also used by Condon and Shortley (The
Theory of Atomic Spectra, Cambridge Univ. Press, New York, 1953), Rose (Elementary Theory of Angular Momentum, Wiley, New York, 1957),
and Cohen (Tables of the Clebsch-Gordan Coefficients, North American Rockwell Science Center, Thousand Oaks, Calif., 1974).
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