
FYSA23Z K vanttimekaniikka I 

2. vaJikoe: 4 tehtavaa, 3h 
1..~. 2ClD 

1. Tarkastellaan spinit6nta hiukkasta 3-ulotteisessa, pallosymmetrisessa, aarett6man 
kor keassa potentiaalilaatikossa 

V(r) = {! 
Systeemin Hamiltonin operaattori on siis 

kun r<a 
kun r 2: a. 

A 11? 2 H = --\7 + V(r). 
2m 

Olkoon tunnettua, etta systeemin stationaarinen Schrodingerin yhtalo separoituu 
yritteella 'll(r) = R(r)Yzm(O, <p) ja etta separoinnin tuloksena saadaan radiaalinen 
Schrodingerin yhtalo 

[_!!..._ 12 dd (r2dd) + n?~(l +21) + V(r)] R(r) = ER(r). 
2mr r r mr 

a) Redusoi ko. systeemin radiaalinen Schrodingerin yhtalo yksiulotteisen liikkeen 
Schrodingerin yhtaloksi efektiivisessa potentiaalissa "Veff ( r) [ Muistin virkistykseksi: 
R(r) = ~; u(O) = 0]. Piirra Veff(r) tapauksissa l = 0, 1, 2. 

b) Laske a-kohdan tulostasi kayttaen systeemin perustilan energia. 

c) Mika on systeemin perustilan taydellinen, normitettu aaltofunktio 'll(r)? 

2. Tarkastellaan vetyatomia spinittomana systeemina. Olkoon tunnettua, etta ko. sys
teemin energian ominaistiloja !nlm) kuvaavat aaltofunktiot (rlnlm) = 'llnlm(r) = 
Rn1(r)Yzm(D) ja etta ominaisenergiat ovat En= -~

2 

p,c2 ~2 • Olkoon ko. systeemi nyt 
tilassa, jota kuvaa aaltofunktio 

Kayttaen Diracin merkintaa, paikkaesitykseen siirtymatta, laske vastaukset seuraa
viin kysymyksiin [ Vihje: kaavakokoelma saattaa olla hyodyksi]: 

a) Mika on energian odotusarvo tasta tilasta mitattuna? Anna tulos yksikoissa a 2p,c2
. 

b) Mika on ratapyorimismaaran z-komponentin odotusarvo tasta tilasta mitattuna? 
Anna tulos yksikoissa 1i. 

c) Mika on ratapyorimismaaran x-komponentin odotusarvo tasta tilasta mitattuna 
Anna tulos yksikoissa 1i. 

Kaanna! 



3. a) Mita ovat Clebsch-Gordan -kertoimet (lyhyt, tasmallinen vastaus)? (1p) 

b) Tarkastellaan elektronin (spin-~-hiukkanen) rata- ja spinpyorimismaaran kytkentaa 

kokonaispyorimismaaraksi J = L+S. Olkoon elektroni tilassa, joka koostuu kahdesta 
kytkemattoman kannan tilasta seuraavasti: 

Mitataan kokonaispyorimismaaran nelio J2 ja z-komponentti Jz tasta tilasta samanaikaises
ti. Mitka kombinaatiot kvanttiluvuista j jam voidaan saada ja milia todennakoisyyksilla? 
Hyodynna oheista Clebsch-Gordan-kertoimien taulukkoa; muista neliojuuret. (5p) 

4. Tarkastellaan 4-tilasysteemia, jonka Hamiltonin operaattorin H0 matriisiesitys on 

E(O) 
1 0 0 0 

0 E(O) 0 0 Eio) < E~o). Ho= 2 

0 0 E(O) 0 2 

0 0 0 E(O) 
2 

Lisataan systeemiin pieni hairio, jota vastaavan operaattorin gV matriisiesitys on 

a) Laske kyseisen hairion aiheuttamat 1. ja 2. kertaluvun korjaukset systeemin pe
rustilan energiaan ja lausu tulos muodossa E1 = Ei0

) +gEi1
) +g2 Ei2

) +0(g3 ). Muistin 

virkistykseksi: (2) _ 1 (m!VIn) 12 
En - L E(O) _ E(o)· 

mfn n m 

b) Laske 1. kertaluvun korjaukset systeemin ominaisenergiaan E~o). 

c) Piirra saamiesi tulosten mukainen energiatasokaavio, josta selviaa, miten ko. hairio 
vaikuttaa H0 :n ominaisenergioihin. Merkitse energiat tasojen yhteyteen. 

HyodyllisHi (?) kaavoja, mihin tahansa tehtavaan: 
Pallokoordinaatteja ja pallofunktioita: 

L2Yim(B, c.p) = n2l(l + 1)Yim(B, c.p) 

A2 2 [ 1 a . a 1 a2 J 
L =-n sineae(smeae)+ sin2 0ac.p2 

Yleistetty pyorimismaara: 
3 

[Ji, Jj] =in 2: tijkJk, 

k=l 

1 d!1 = 47r 

tzYim(e, c.p) = nmYim(e, c.p) 

1 d!1 Y!im,(e, c.p)Yim(B, c.p) = 8ll'8mm' 

J±U, m) = nJU =r= m)(j ± m + 1)lj, m ± 1) 

Trigonometriaa: cos 2x = cos2 x- sin2 x, cos2 x + sin2 x = 1 



35. Clebsch-Gordan coefficients 1 

t-t,t.,.,om f 35. CLEBSCH-GORDAN COEFFICIENTS, SPHERICAL HARMONICS, 
~ AND d FUNCTIONS 
~ 

Note: A square-root sign is to be understood over every coefficient, e.g., for -8/15 read - J8715. 
J 

Notation: M 
J 

M 

m 1 m2 Coefficients 

5/2 3/2 
-1/2-1/2 

0 -1/2 3/5 2/5 5/2 3/2 
-1 + 1/2 2/5 -3/5 -3/2 -3/2 

+1-1/2 113 213 3/2 112 3/2xl/21]'rz----; l-1 -112 4/5 115 5/21 
l-2 + 1/2 1/5 -4/5 -5/21 

0+1/2 2/3-1/3-1/2-1/2 1fl!5 1+3/2 +1/2 1 +1 +1 

I. 
0 -112 2/3 1/3 3/2 y;2 = - - sin2 0 e2iQ> 2 4 21r +3/2 -1/2 1/4 3/4 2 1 

I< -1 +112 113-2/3-3/2 +1/2 +112 3/4-1/4 0 0 

l-2 -112 11 

2xll+~72 1-
1

-
112 1J 3/2xl ~ 512 312 1+1/2-1/21/2 112 2 1 

1+2+11 1 +2 +2 1+3/2+11 1 +3/2 +3/2 -1/2+1/21/2-1/2 -1 -1 
1+2 0 113 2/3 3 2 1 1+3/2 0 2/5 3/5 5/2 3/2 1/2 1-1/2-1/2 3/4 1/4 21 
I+ 1 + 1 213 -113 + 1 + 1 + 1 1+ 112 + 1 315 -215 + 112 + 112 + 112 -312 + 112 114-314 -21 

1

:+2 -1 1/15 113 3/5 1+3/2 1 1110 215 112 I 3/2 112 11 
2.............-- +1 0 8/15 1/6-3/10 3 2 1 +1/2 0 3/5 1/15-1/3 5/2 3/2 1/2 

.....,......,..l'-'2 2 1 o + 1 2/5 -1/2 1110 o o o -112+ 1 3/10-8/15 1/6 -1/2 -1/2 -1/2 
1 

+
1 

+
1 

1+1 -1 1/5 1/2 3/10 1+1/2 1 3/10 8/15 1/6 
0 1/2 1/2 2 1 0 0 0 3/5 0 -2/5 3 2 1 -1/2 0 3/5-1/15 -113 5/2 3/2 

'"'-'-..;..1 1/2-1/2 0 0 0 -1 +1 1/5-112 3/10 -1 -1 -1 -3/2+1 1110 -2/5 1/2-3/2-3/2 

1
.+ 1 -1 1/6 1/2 1/3 I o -1 2/5 1/2 1/10 

1
-1/2-1 3/5 2/5 

0 0 2/3 0-1/3 2 1 -1 0 8/15 -116-3/10 3 2 -3/2 0 2/5 -3/5 
-1 +1 1/6-1/2 1/3 -1 -1 -2+11/15-1/3 3/5 -2 -2 l-3/2-1 

0-11/2 1/2 2 l-1 -1 2/3 1/3 31 
y1-m=(-1)myr• -1 01/2-112-2 l-2 01/3-2/3-31 

1-1-1 11dt = J 41r y:me-imQ> l-2-1 11 
m,O 2t + 1 t 

5/21 
5/21 

11 

dj =(-l)m-m'dj =dj 3/2x3!2rJ 
3 2 d6,o =cosO 

1/2 0 
db= 

1 +cos 
m',m m,m1 -m,-m1 

d 1/2,1/2 = cos 2 +3/2 +3/2 1 +2 +2 2 

2x3/21][ 7/2 5/2 1+3/2+ 1/2 1/2 1/2 3 2 1 d 1/2 - . 0 d 1 __ sinO 

1+2+3/21 1 f+5/2+5/2 +112+3/2 1/2-1/2 +1 +1 +1 1/2,-1/2 - -Sill 2 1,0- V2 
+3/2 -1/2 1/5 1/2 3/10 

1+2+ 112 3/7 4/7 7/2 5/2 3/2 + 112+ 1/2 3/5 0 -2/5 3 2 1 0 
dL-1 = 

1-c 
+1 +312 4/7-3/7 3/2 +3/2 +3/2 -1/2+3/2 1/5 -1/2 3/10 0 0 0 0 2 

1+2-112 117 16/35 2/5 +3/2 3/2 1/20 1/4 9/20 1/4 

2x21} 
+1 +1/2 4/7 1135-2/5 7/2 5/2 3/2 1/2 +1/2 -1/2 9/20 1/4-1/20-1/4 

0+3/2 2/7-18/35 1/5 +1/2 +1/2 +1/2 +112 -112 +1/2 9/20-1/4-1/20 1/4 3 2 1 4 3 
1+2 +2 1 +3 +3 +2 -3/2 1/35 6/35 2/5 2/5 -3/2 +3/2 1/20-1/4 9/20-1/4 -1 -1 -1 

1/2 1/2 
+1 -1/2 12/35 5/14 0 -3/10 

1+1/2 3/2 1/5 1/2 3/10 
1+2 +1 4 3 2 0 +112 18/35 -3/35-1/5 1/5 7/2 5/2 3/2 1/2 -1/2-1/2 3/5 0 -2/5 ~ +1 +2 1/2-112 +2 +2 +2 -1 +3/2 4/35-27/70 2/5 -1/10 -1/2 -1/2-1/2 -1/2 -3/2+ 1/2 1/5-1/2 3/10 -2 -2 

osO 

v2 0 
3/14 1/2 217 +1 3/2 4/35 27/70 2/5 1/10 I~ 112 -3/2 1/2 1/2 -~1 +1 +1 4/7 0-3/7 4 3 2 1 0 -1/2 18/35 3/35-1/5 -1/5 

0 +2 3/14 - 112 217 +1 +1 +1 +1 -1 +112 12/35-5/14 0 3/10 7/2 5/2 3/2 -3/2 -1/2 1/2-1/2 

2 -1 1/14 3/10 3/7 1/5 -2 +3/2 1/35 -6/35 2/5 -2/5 3/2 -3/2-3/2 3/2-3/2 11 
1 0 3/7 1/5-1/14-3/10 l 0 3/2 217 18/35 1/5 
0 +1 3/7 -1/5-1/14 3/10 4 3 2 1 0 -1 -1/2 4/7 -1/35-2/5 7/2 5/2 
1 +2 1/14-3/10 3/7 -1/5 0 0 0 0 0 -2 + 1/2 1/7-16/35 2/5 -5/2 -5/2 

+2 -2 1/70 1/10 2/7 2/5 1/5 1-1 -3/2 4/7 3/7 7/~1 +1 -1 8/35 2/51/14-1/10-1/5 -2-1/2 3/7 -4/7 7/2 
0 0 18/35 0-217 0 1/5 

l-2-3/2 d -1 +1 8/35 -2/5 1/14 1/10 -1/5 4 3 2 1 
d3/2 _ 1+cos0 0 -2 +2 1/70-1/10 217 -2/5 1/5 -1 -1 -1 -1 

3/2,3/2 - --2- cos 2 +1 -2 1/14 3/10 3/7 1/5 

3/2 v'31 +cosO . 0 d2 = c+cosOr 
0 -1 3/7 1/5-1/14-3/10 

-1 0 3/7 -1/5-1/14 3/10 4 3 2 
d 3/2,1/2 = - 3--2- Sill 2 2,2 2 -2 +1 1114-3/10 3/7 -1/5 -2 -2 -2 

3/2 v'31-cos0 0 2 1+cos0 . 
0 I: o -2 

3/14 112 2/7 
43 d 3/2,-1/2 = 3--2- cos 2 d2,1 = ---2-Sill -1 -1 4/7 0-3/7 

3/2 1-cosO. 0 d 2 = v'6 sin2 0 
1 +cosO -2 0 3/14-1/2 2/7 -3 -3 

dy 1 = --- (2cos0- 1) 
1:-1 

-2 1/2 1/2 
-41 d3/2,-3/2 = ---2-slll2 2,0 4 , 2 -2 -1 112-1/2 

d3/2 3cos0- 1 0 d2 = _ 1- cosO sinO dyo =- ~sinO cosO l-2 -2 11 
= cos- -1/2,1/2 2 2 2, 1 2 

3/2 3cos0+1 . 0 
d 1/2,-1/2 = - 2 Sill 2 

2 -(1-cos0)2 
d2,-2- 2 

1-cosO 
dr,-1 = --

2
- (2cosO + 1) 

Figure 35.1: The sign convention is that of Wigner (Group Theory, Academic Press, New York, 1959), also used by Condon and Shortley (The 
Theory of Atomic Spectra, Cambridge Univ. Press, New York, 1953), Rose (Elementary Theory of Angular Momentum, Wiley, New York, 1957), 
and Cohen (Tables of the Clebsch-Gordan Coefficients, North American Rockwell Science Center, Thousand Oaks, Calif., 1974). The coefficients 
here have been calculated using computer programs written independently by Cohen and at LBNL. 


