FYSA233, Kvanttimekaniikka I, osa A, tentti2 22.11.2013

Loppukokeen yhteispisteméaara on 48 pistetta. Kaavakokoelma lopussa.

1. (a) Selita mita tarkoittaa aaltofunktion romahtaminen. [3 pt]
(b) Osoita, ettd itse-adjungoidun operaattorin ominaisarvot ovat reaalisia. [3 pt]

(c) Normita yksiulotteisen harmonisen varéhtelijan perustilan aaltofunktio ¢o(z) = A exp(—%2z?)
3 pt]

(d) Selitd mita tarkoittaa Heisenbergin epatarkkuusperiaate (tunnetaan my6s nimella
epdmadraisyysperiaate). [3 pt]

yht. 12 pt

2. (a) Olkoon kvanttimekaanisen 1-ulotteisen systeemin potentiaali ajasta riippumaton eli

Hamiltonin operaattori on muotoa

- K2 d?

H=—-———+V(z).

2m dx? ()

Tee muuttujan separointi aaltomekaniikan Schrédinger yhtéloon, johda stationaari-
nen Schrédingerin yhtdlo Hyp(z) = Eyg(z) télle systeemille ja ratkaise myos aika-
riippuva osa. Kirjoita lopuksi Schrédingerin yhtélon yleisen ajasta riippuvan ratkaisun
muoto stationadristen tilojen aaltofunktioiden muodostamassa kannassa. [4 pt]

(b) Lihtien observaabelin odotusarvon méaritelmasta (A) = ((t)| Ay (t)) ja kiyttien
Diracin merkintda (menemétta z-esitykseen) osoita, ettd observaabelin A odotusar-
von aikariippuvuudelle saadaan tulos

d(A) DA\ 1 /s .
7:<E>+ﬁ<[H’A]>'
[4 pt]

(c) Osoita edelld johdettua Heisenbergin liikeyhtaloa kiyttéen, ettd a-kohdassa annetun
Hamiltonin operaattorin kuvaamalle systeemille patee ns. Ehrenfestin teoreema eli

d{z(t)) _ {p(t))

dt m
o (a2

missd voit kiayttad apuna tulosta [p, V] = —zhd‘;—gf) K [4 pt]

T

yht. 12 pt

3. (a) Tarkastellaan kvanttimekaanisen hiukkasen yksiulotteista liiketta ja siroamista ori-
goon sijoitetusta delta-potentiaalista V(z) = ﬁQé(m) Hiukkasen aaltofunktio on

m

b(z) = A exp(ikz) + B exp(—ikz), =<0
"~ | C exp(ikz), >0

Millaista liiketta edelld kirjoitettu aaltofunktion kuvaa? |2 pt]



(b) Muodosta stationaarinen Schrodingerin yhtals ja osoita ettd aaltofunktion derivaatan
epajatkuvuus origossa on

¥/(04) — 9/(0-) = 204(0)

[5 pt]
(c) Vaikka aaltofunktion derivaatta on epajatkuva origossa, aaltofunktio on jatkuva kaik-
kialla. Kdyta néaitd tietoja ja osoita ettd heijastus- ja lapaisykertoimille saadaan

R 'B'2 _ 92
AR R+ Q2

T ‘C‘2 _ k2
AR k24 Q2

[5 pt]
yht. 12 pt

4. Tarkastellaan 2-tilasysteemid, jonka muodostavat ortonormaalit tilavektorit |1) ja |2) joita
vastaavat energian ominaisarvot ovat Fq ja Eo. On siis

H|1) = E{]1),
H2) = E5|2).
Olkoon olemassa myds observaabeli A, jota vastaava operaattori A operoi kyseisessi kan-

nassa seuraavasti

A1) = +0h|2),
Al2) = —ah|1) .

Tieddmme ettd systeemi on hetkelld ¢t = 0 tilassa

B(O) = 211 + 512

Annetaan systeemin kehittya hetkeen t =¢; > 0.

(a) Mitké ovat A:n ja energian mahdolliset ominaisarvot ajanhetkelld t = ¢1 ? [4 pt]

(b) Milld todenndkéisyydelld mittaus antaa A:n eri ominaisarvot ajanhetkelld t = ¢;?
[4 pt]
(c) Onko A liikevakio ? Perustele (laske!) [4 pt]

Muista etta

() = 3 ene BN By
N

yht. 12 pt



