FYSA233 Kvanttimekaniikka I, Osa A 05.04. 2013

tentti: 4 tehtavaa, 4 tuntia

1. Tarkastellaan kvanttimekaanista kaksitilasysteemia. Erdalla systeemin observaabelilla
A on ominaistilat |+) ja |—), joille patee

Al) =[+),  Al=) = —|=).

Systeemin Hamiltonin operaattorille puolestaan pétee

H|+) = E|+) +1id|-), H|-) = —id|+) + E|-).

misséd F ja § ovat reaalilukuja.

(a)
(b)

(c)

(2p.) Kirjoita operaattoria A ja H esittavit matriisit ominaistilojen |+) ja |—)
muodostamassa kannassa.

(2p.) Olkoon systeemi tilassa |+). Jos tésta tilasta mitataan energia, niin mitka
ovat mahdolliset mittaustulokset ja niiden havaitsemiseen liittyvit todennakoi-
syydet?

(2p.) Merkitéén energian ominaisarvoja e, ja e_ (€4 > €_), seké niihin liittyvia
ominaistiloja |e;) ja |e_). Jos (b)-kohdassa energian mittaus antoi tuloksen e,
niin mikd on systeemié kuvaava tilavektori vélittoméasti mittauksen jilkeen? Jos
nyt mitataan A niin mitd arvoja voidaan saada, ja milla todennakoisyyksilla?

2. Tarkastellaan kvanttimekaanista symmetristé kaksoiskuoppaa, jolla on kaksi ortonor-
mitettua sidottua tilaa, parillinen ja pariton (|E) ja |O)). Olkoon tilojen energiat £
ja Ez, eli

(a)

HI|E) = Ei|E),
H|O) = E|0).

(1p.) Olkoon jérjestelmé hetkelld ¢ = 0 tilassa
[W(0)) = alE) + B[O),

missd |a]? + |3]> = 1. Miki on jérjestelmin tila |¥(¢)) hetkelld ¢ > 07

(3p.) Kun jirjestelmi on tilassa (|E) + |0))/v/2, todenniksisyys 16ytia hiuk-
kanen vasemmanpuoleisesta kuopasta on 1. Kun jirjestelmén tila on (|E) —
|0))/v/2, todennikdisyys 16ytés hiukkanen oikeanpuoleisesta kuopasta on 1. Ol-
koon jarjestelmé preparoitu siten, ettd hetkelld ¢ = 0 hiukkanen on varmasti
vasemmanpuoleisessa kuopassa, eli a = f = 1/ V2. Laske todennikoisyys, et-
té hetkella ¢ > 0 hiukkanen loytyy oikeanpuoleisesta kuopasta. Kauanko kuluu

sithen, ettd hiukkanen 16ydetddn oikeanpuoleisesta kuopasta todennéakoisyydella
17

(2p.) Oletetaan, ettd hiukkanen l6ytyi oikeanpuoleisesta kuopasta hetkelld t.
Milld todennékoisyydella hiukkanen talloin 16ytyy vasemmanpuoleisesta kuopas-
ta hetkelld 3¢, jos systeemisté ei tehdd mitdan mittauksia hetkien ¢ ja 3t valisena
aikana.



3. (a) (3p.) Olkoon H systeemin Hamiltonin operaattori, ja A jotakin observaabelia
kuvaava operaattori. Johda Ehrenfestin teoreema

dAy DA
T —#[A? Hl) + <E>'

(b) (3p.) Tarkastellaan potentiaalia

0, r < —L/2,
Viz)=< Vo, |z| < L/2,
Vo, x> LJ2.

Oheisessa kuvassa on valittu V) = 1 €V ja L = 0.5 nm. Sirontaratkaisut ja sidotut
tilat toteuttavat ajasta riippumattoman Schrodingerin yhtalon,

n o d?

————=Y(x)+ V(x)Y(xr) = EY(x).

@)+ V(@)Y() = B(a)
Kirjoita Schrodingerin yhtélon yleisin normittuva ratkaisu, kun F < 0 (mutta
E > —V}4). Mitké ehdot aaltofunktion ja sen derivaatan taytyy toteuttaa pisteis-
sdx = =+L/27
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4. Yksiulotteisen harmonisen oskillaattorin Hamiltonin operaattori on

P? 1
H=—4 - 2x2,
2m+ 2mw

Maaritelladn lasku- ja nosto-operaattorit

mw 7 mw 1
a=/—X+ P, al= X - P.
2h V2R mw 2h vV 2hmw

(a) (1p.) Johda kommutaatiorelaatio [a,a'] = 1.

(b) (2p.) Tarkastellaan lukumiirioperaattorin N = a'a ominaistiloja, joille pitee
N|n) = n|n). Néyti, ettd a laskee ja af nostaa ominaisarvoa yhdelld; siis

Naln) = (n — 1)a|n), Na'|n) = (n + 1)a'|n).

(¢) (1p.) Maiirii vakiot C ja C siten, etti tilat [n—1) = Caln) ja [n+1) = C'al|n)
ovat normitettuja.

(d) (2p.) Laske operaattoreiden X ja X? odotusarvot tilassa |n).



Hyotytietoa:
e = cosx + isinz em+1=0
1 . ) 1 .
siny = — (e” — 6_”) cosx = 3 (ew + 6_”)
)

sin(2x) = 2sinx cosx cos(2x) = cos® x — sin’

1
):sin2z §<1+COSSE):COSZg
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