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FYSA230 Kvanttimekaniikka I, Osa A 26.11.2010 

tentti: 4 tehtavaa, 4 tuntia 

1. Tarkastellaan kvanttimekaanista kaksitilasysteemia. Merkitaan energian ortonormaa
leja ominaistiloja ll) ja 12), joita vastaavat ominaisenergiat ovat E1 ja E2 . Energian 
lisaksi systeemiin liittyy observaabeli A jot a kuvaava operaattori A toimii tiloilie 11) 
ja 12) seuraavasti: 

All) = 12), Al2) = 11). 

(a) (3) Kirjoita operaattorin A matriisiesitys energian ominaistilojen kannassa, osoi
ta etta A:n ominaisarvot ovat ±1 ja etsi A:n ominaisvektorit. 

(b) (1) Olkoon systeemi energian ominaistilassa 11). Jos tasta tilasta mitataan ob
servaabelia A, niin mitka ovat mahdolliset mittaustulokset ja mitka ovat niihin 
liittyvat todennakoisyydet? 

(c) (2) Jos (b)-kohdassa A:n mittaus antoi tuloksen +1 niin mika on systeemin 
tilavektori valittomasti taman mittauksen jalkeen? Jos nyt mitataan energia, 
niin mita arvoja voidaan saada tulokseksi ja milia todennakoisyyksilia? 

2. Olkoon elektroni homogeenisessa magneettikenttassa B = B0y ja tarkastellaan tilan
netta kuvaavaa Hamiltonin operaattoria H = -fl·B, missa j1 = -gS ja S = (Sx, By, Bz) 
on spinoperaattori s.e. Bz:n ominaiskannassa operaattoreilia Si on matriisiesitykset 
Si = ~ai (i = x, y, z ja ai on Paulin matriisi). Olkoon elektroni hetkella t = 0 spin
operaattorin x-komponentin Bx ominaisarvoa fi/2 vastaavassa ominaistilassa. 

(a) (2) Milia todennakoisyydella hetkella t1 suoritetussa spinin z-komponentin mit
tauksessa saadaan tulos fi/2? 

(b) (2) Mika on systeemin tilavektori valittomasti kohdassa (a) suoritetun mittauk
sen jalkeen jos mittaus antoi tuloksen fi/2? Onko Bz liikevakio? Perustele vas
tauksesi. 

(c) (2) Jos (a)-kohdassa suoritetun mittauksen (jonka tulos siis oli fi/2) jalkeen 
odotetaan ajan T verran ja mitataan uudestaan spinin z-komponentti, niin milia 
todennakoisyydella saadaan tulos fi/2? Milia T:n arvoilia saadaan mittauksessa 
tulos fi/2 taysin varmasti (siis todennakoisyydella 1)? 

3. (a) (3p) Osoita, etta Hermiittisen operaattorin ominaisarvot ovat reaaliset ja omi
naisvektorit ortogonaaliset. Mika on taman matemaattisen tuloksen merkitys 
kvanttimekaniikan kannalta? 

(b) (lp) Mita tarkoitetaan lomittuneella tilalla? 

(c) ( 2p) Tar kastellaan tilavektoria 

missa vektorit l±)i (i = 1, 2) ovat spin-1/2 hiukkaseen liittyvan operaatorin s~i) 
( ortogonaaliset) ominaistilat, 

sCi)l±)· =±~I±)· z z 2 z· 

Osoita, etta I <I>) on operaattorin [8~1) ® 8~2)] ominaistila. Mika on vastaava omi-
. ? 

nHlSFl.fVO. 



4. (a) (4) Tarkastellaan <5-funktiopotentiaalia V(x) = -ab(x), missa a > 0. Ratkai
se sidotut tilat E < 0. Etsi siis stationaarisen Schrodingerin yhtalon ratkaisut 
alueissa x < 0 ja x > 0, ja vaadi aaltofunktion jatkuvuus pisteessa x = 0. Huo
maa, etta nyt aaltofunktion derivaatta ei ole jatkuva, mutta epajatkuvuuden 
voi maarata stationaarisen Schrodingerin yhtalon avulla. Osoittautuu etta si
dottuja tiloja on tasan yksi. Mika on ko. tilan energia ja vastaava normitettu 
ominaisfunktio? 

(b) ( 2) Tilat {I E)} olkoot Hamiltonin operaattorin H ominaistilat. Tallo in jokainen 
tilavektori voidaan kirjoittaa naiden tilojen muodostamassa kannassa: 

l'lj;(t)) = L IE)(EI'Ij;(t)). 
E 

Lahtien liikkeelle Schrodingerin yhtalosta ratkaise kerrointen (EI'Ij;(t)) 'lj;E(t) 
aikariippuvuus. 



Hyotytietoa: 
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e-cx2 dx = f!i, 
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U(t) = e--;;:-

eix =cos x + i sin x, ei1r + 1 = 0 

1(. ') 1(. ') sinx = 
2
i etx- e-tx , cosx = '2 etx + e-tx 

~ (1- cosx) = sin2 (2x), ~ (1 + cosx) = cos2 (2x) 

sin(2x) = 2 sin x cos x, cos(2x) = cos2 x - sin2 x 

(~A)2 = (A2) - (A)2 
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2
m dx2 '1/J(x) + V(x)'ljJ(x) = E'ljJ(x) 

Fourier-muunnos: 

J(p) 

f(x) = 

Sopivin oletuksin funktioille f(x) ja g(x) on voimassa: 

j ~f(x)'il2g(x) ~ j ~('il2 f(x))g(x). 

Pallokoordinaatit: 

x = rsinBcos¢, y = rsinBsin¢, z = rcosB. 

Paulin matriisit: 


