FYSA235 Kvanttimekaniikka I, Osa B 11.1. 2013

tentti: 4 tehtavaa, 4 tuntia

1. (a) (3p.) Systeemin infinitesimaalista kiertoa kulman € verran z-akselin ympéri esit-
taa operaattori

Rxdzl—%k.

Johda tdman avulla darellista kiertoa kulman 6 verran esittdvin operaattorin
lauseke. Voit olettaa tunnetuksi, etta

li TNV e
Jm (14 5) =e

(b) (3p.) Tarkastellaan operaattoria T'(a) = e~*F%/". Osoita sarjakehitelmin avulla,
ettd T'(a):n operointi aaltofunktioon v (x) antaa

T(a)(x) = b(x — a).

Miksi tdmé tulos osoittaa, ettd T'(a) esittéé systeemin siirtoa a:n verran oikealle?

2. Tarkastellaan pyorimisméardoperaattoria j, jonka komponentit toteuttavat kommu-
taatiorelaatiot

[z, Jy| = thJ,, [Jy, J2| = ihdy, (2, Jo] = ihJ,.
(a) (2p.) Pyo6rimismééran nelié on
Jr=J0 A Jy 2
Osoita, ettéd jokainen Jn komponentti kommutoi J2:n kanssa.
(b) (2p.) Mééritellaén operaattorit
Jr=J, x£iJ,.

Osoita, etta
[J., Ji] = £hJs, [J%,J:] =0
ja

JoJ_=J*—=J*—hJ., J Jy=J*—J*+hJ,.

(¢) (2p.) (a)-kohdan tuloksen perusteella J%lla ja yhdelli Jm komponentilla — ol-
koon tdmé komponentti J, — on yhteiset ominaistilat. Merkitdan ominaistiloja
|jm) ja oletetaan, etta niille péatee

JPlgm) = j(j + DR*gm),  J.|jm) = mh|jm).

Osoita, ettd J, nostaa ja J_ laskee J,:n ominaisarvoa h:n verran. Osoita myos,
ettd J, ja J_ eiviit muuta J%:n ominaisarvoa. Toisin sanoen osoita, etté

JJeljm) = (m £ DhJeljm),  JJelim) = j(j + DR J|im).



3. Tarkastellaan spin-1 —hiukkasen (hiukkanen 1) ja spin-1/2 —hiukkasen (hiukkanen 2)
muodostamaa systeemia.

(a) (2p.) Kirjoita kaikki kytketyn kannan tilat kytkeméttomien tilojen avulla. (Clebsch—
Gordan -kertoimet saa katsoa taulukosta.)

(b) (2p.) Olkoon systeemin Hamiltonin operaattori

By~ =
H:h—gsl-SQ,

missd Fy on vakio, ja S ja S, ovat hiukkasten 1 ja 2 spinoperaattorit. Mita
tuloksia on mahdollista saada, jos systeemin energia mitataan?

(c) (2p.) Oletetaan, ettd kummankin hiukkasen spin on mitattu z-akselin suunnas-
sa, ja saatu tulos +h hiukkaselle 1 ja +h/2 hiukkaselle 2. Jos systeemin energia
mitataan valittoméasti tdméan mittauksen jialkeen, mitké ovat eri energian arvoi-
hin liittyvat todennékoisyydet?

4. (a) (3p.) Tarkastellaan heikkoon séhkokenttddn asetettua harmonista oskillaattoria.
Talloin héiritseméton Hamiltonin operaattori on Hy = P?/2m + smw?a? ja
hiirid V = —q|E|x. Laske hiirioteorian avulla ensimméisen ja toisen kertaluyun
korjaukset perustilan |0) energiaan.

(b) (3p.) Arvioi variaatiomenetelmén avulla yksiulotteisen potentiaalin V' (z) = Az*
perustilan energiaa. Valitse yritefunktioksi ¢, () = e~

—Qax



Hyotytietoa:
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34. Clebsch-Gordan coefficients 010001-1
34. CLEBSCH-GORDAN COEFFICIENTS, SPHERICAL HARMONICS,
AND d FUNCTIONS
JoJ
Note: A square-root sign is to be understood over every coefficient, e.g., for —8/15 read —,/8/15. Notation:
m m
v2x1z2 +1 T o0 0 3 52 b
Yy = /—cosf X ici
[rv2+v2] 1] o o L A 2x1/ 2 52|52 32 m; my, | Coefficients
|+1/2 ETRIPETE I 3 o bzsy2] 12432
SU2 +1/2]12-1 21 Vi =—y/— sinfe’® +2 -12| 15 45|52 32
|-v2-v2|1 8 +1 +1/2| 4/5-1/5[+1/2 +1/2
o 503 1 +1-1/2| 2/5 3/5| 5/2 32
— Yy = E(icos 9*5) 0+1/2| 3/5-2/5|-1/2 -1/2
1x1U2 | 52 = | 0-12| 3/5 25|52 3/2
[+1 +1/2 112 +1/2 Y21 __. /2 sin 6 cos 6 P -1+1/2| 2/5-3/5|-3/2 -3/2
\ R 2 -1-1/2]| 4/5 15| 5/2
+1-12| U3 23| 32 12 8 3/2x%x1/2 |
0+1/2| 2/3 -13|-1/2-1/2 1 15 . 21 2 1 -2 +1/2| 15 -4/5]|-5/2
U2 23 vl a2 y22 — 2. /22 sin2 20 [+3/2 +1/2] 1]+1 +1 =12 1
v B 4V 2r +3/2-121U4 34] 2 1
-1 +1/2| 1/3-2/3]-3/2
ox1[3 EEDE +1/2 +1234-14] 0 o
+3[ 3 32x1 s +2-vz2(v2 vz 2 1
21 1]+ +2 [ i|+ai2 +ar2 -y2+120y2-v2| -1 -1
+2 0|13 2/3 3 2 1 +3/2 0| 2/5 3/5|5/2 32 12 -12-1/2{3/4 1/4) 2
+1 +112/3 -1/3] +1 +1  +1 +1/2 +1| 3/5 -2/5|+1/2 +1/2 +1/2 -3/2 +1/2| 1/ 4-3/ 4|-2
+2-1[1/15 1/3 3/5 32-1|1V/10 25 12 |-312-1/2] 1
1x1 |2 +1 0[8/15 1/6-310| 3 2 1 +1/2 0| 3/5 115 -y3| 512 32 w2
+2[ 2 1] | o+1| 25 -v2 w10l o o o -1/2+1(3/10 -8/15 1/6|-1/2 -1/2 -12
fLel 1)+ + +1-1|1/5 12 3/10 12 -1|3/10 8/15 1/6
+1 o2 v2f 2 1 o 0o o0[35 o0-25] 3 2 1 -1/2 0| 3/5 -1/15 -1/3| 5/2 3/2
o+1|2-1/2] 0 0 o0 -1+1|ys5 -1/2 10| -1 -1 -1 -3/2+1|1/10 -2/5 1/2|-3/2 -3/2
+1-1|1/6 12 13 0-1| 2/5 12 110 |-1/2—1 3/5 2/5|5/2
0 ofz3 o-w3[ 2 1 -1 o|g/15 -ve6-3/10| 3 2 -3/2 0| 2/5 -3/5|-5/2
-1+1|y6-12 U3|-1 -1f -2 +1|/1/15 -13 35| -2 -2 [-a2-1] 1
o-1fy2 12| 2 |—1—1 213 13| 3
Y, = (-1)my™ |- ou2-wz2|-2 —2 0|uy3-23|-3 (Jj1j2mamaljija ] M)
11 1 _ -2 -1] 1 P REPA .
I dho= meime | = (=)= 722 (o jymomi |joj1 T M)
J _ (_1ym—m/ i _ g7 3/2x3/2 3 1/2 [’ 1+ cost
m’,m*< 1) dm.,m’*d—m,—m’ +31 3 2 d(lm:cosﬁ d1/212:cos— di, =
[+3r2 +372] 1]+2 +2 ) /2,1/ 2 s 2
2x3/2 L2 +3/2+12| U2 v2| 3 2 1 a2 7ism§ 4 __sinf
i PR wparlipiala s o] Gaoe oyttt
.
+2+1/2] 37 47| 712 512 32 +1/241/2 |35 0 -2/5 3 2 T 0 1 1—cosf
+1+3/2] 417 -3/7|+3/2 +3/2 +3/2 -12+3/2|1U5-1y2 310] 0o 0o 0 0 Ay = 2
+2-1/2| 1/7 16/35 2/5 +3/2 -3/2 [1/20 1/4 9/20 1/4
+1+41/2| 4/7 135 -2/5] 72 52 32 12 jg jg 9120 14-1/20-1/4
2x2 j — 0+3/2] 2/7-18/35 15| +1/2 +1/2 +1/2 +1/2 (15 +15 |0/20 <1/4a-1/20 14f 3 2 I
[+ - 3 43 +2-3/2| 1/35 6/35 2/5 2/5 -3/2 +3/2 |1/20 -4 920-v4) -1 -1 -1
+1-1/2(12/35 5/14 0 -3/10 1232 Us U2 3/10
24112 U2| 4 3 2 0+1/2|18/35 -3/35 U5 15| w2 52 32 v2| | 35-y2|ys o sl 3 2
flH2]|U2-12)+2  +2 +2 -1+3/2)| 4/35-27/70 2/5 -1/10| -1/2 -1/2-1/2 -1/2 32412 Us-12 3/10| -2 -2
+2 0[3/14 U2 27 +1 -3/2(4/3527/70 2/5 1/10 o -
“+| a7 o-y7[ 4 3 2 1 0 -U2118/35 3/35-U5 -U/5 |_§j§ YR YRy I
0 +213/14-1/2 2/7] +1 +1 41 +1 -1 +1/2 12/35 -5/14 0 3/10| 7/2 5/2 3/2
> —1lU14 310 37 Us -2 +3/2 | 1/35 -6/35 2/5 —2/5|-3/2 -3/2-3/2 Far2-32] 1
+1 0| 3/7 1/5-1/14-3/10 0 -3/2| 2/7 18/35 1/5
0 +1| 37 -1/5-1/14 3/10 4 3 2 10 1 -12| 47 —u3s-25| 772 52
-1 +2 [1/14-3/10 3/7 -1/5 0 0 0 0 o0 2 s12| U7-16/35 28| <52 =2
+2 -2 | 170 1/10 2/7 2/5 1/5 -1-3/2| a7 37|72
+1 -1 | 8/3 2/51/14-1/10 -1/5 —2-1/2| 317 -47)72
0 0 [18/35 0-2/7 0 15
-1+l | 835 -2/5 /14 1/10 -U5[ 4 3 2 1 |-2-a2] 1
d3/2 1+ cosé 0 -2 +2 | /70-1/10 2/7 -2/5 15| -1 -1 -1 -1
3/2,3/2 = B} 55 +1 -2|1/14 310 3/7 15
) 050 2 0 -1| 3/7 1/5-1/14-3/10
a2 _\/51 +cosf ,inﬁ A3, = (M) -1 0| 37 -Us5-114 10| 4 3 2
3/2,1/2 B} 5 » 2 -2 +1|114-3/10 37 -Us5| -2 -2 -2
3/9 —1—cos 0 5 l+cosh 0 2314 U2 27
d3§2,71/2 =3 5085 dyy =~ sinf -1 -1| 47 o-37[ 4 3
, -2 0[3/14-12 27| -3 -3
1—cosf 0 6 2 _ l+cosd
at? =t dgozisixﬂo dig=—5— (2cos0-1) -1 2|y2 vz[4
3/2,—3/2 B} B} X 1 -2 -1|y2-1/2|-4
3/2 3cosfh —1 5 1—cosf . 42— 3 ) -2 -2
— Z =" = —4/= sinf cosf
(1]/27]/2 ) cos d3 4 sin @ 10 B
3/2 ~ 3cosf+1 0 5 (1—cosf\2 5 1—cosf 2 (3 2 1
d1/2,—1/277f ng s _o= T) delfT(?cos&Jrl) djo= 5 cos 075)

Figure 34.1: The sign convention is that of Wigner (Group Theory, Academic Press, New York, 1959), also used by Condon and Shortley (The
Theory of Atomic Spectra, Cambridge Univ. Press, New York, 1953), Rose (Elementary Theory of Angular Momentum, Wiley, New York, 1957),
and Cohen (Tables of the Clebsch-Gordan Coefficients, North American Rockwell Science Center, Thousand Oaks, Calif., 1974). The coefficients
here have been calculated using computer programs written independently by Cohen and at LBNL.



