FYSA233 Kvanttimekaniikka I, Osa A 26.10.2012

tentti: 4 tehtavaa, 4 tuntia

1. Tarkastellaan kvanttimekaanista kaksitilasysteemia. Erdalla systeemin observaabelilla
A on ominaistilat |+) ja |—), joille patee

Al4) =1+), Al-)=—|-).
(a) (1p.) Kirjoita operaattoria A esittdvd matriisi ominaistilojen |+) ja |—) muo-
dostamassa kannassa, ja totea, ettd A on hermiittinen.

(b) (3p.) Systeemin Hamiltonin operaattori on

E —ié
H:(z'a E )

missd F ja § ovat reaalilukuja. Olkoon systeemi tilassa |+). Jos tésté tilasta
mitataan energia, niin mitkd ovat mahdolliset mittaustulokset ja niiden havait-
semiseen liittyvit todennakoisyydet?

(c) (2p.) Merkitédén energian ominaisarvoja e ja e_ (e > e_), seké niihin liittyvia
ominaistiloja |e;) ja |e_). Jos (b)-kohdassa energian mittaus antoi tuloksen e,

niin mikd on systeemié kuvaava tilavektori vélittomaésti mittauksen jilkeen? Jos
nyt mitataan A niin mité arvoja voidaan saada, ja milla todennakoisyyksilla?

2. Tarkastellaan elektronia, jota kuvaa Hamiltonin operaattori

hw (1 0
H_7(0 —1)'

Liséksi systeemiin liittyyvat observaabelit
0 —i
i 0 )7

hif0 1 h
Sx—§(1 0)’ 5 =5
joiden molempien ominaisarvot ovat £h/2.
(a) (2p.) Olkoon elektroni hetkelld ¢t = 0 operaattorin S, ominaisarvoa +h/2 vas-
taavassa ominaistilassa. Milla todennéakdisyydelld hetkellda ¢ suoritetussa obser-
vaabelin S, mittauksessa saadaan tulos +h/27

(b) (1p.) Mikéd on systeemin tilavektori vélittomésti kohdassa (a) suoritetun mit-
tauksen jilkeen, jos mittaus antoi tuloksen +h/27

(c) (2p.) Jos (a)-kohdassa suoritetun mittauksen (jonka tulos siis oli +//2) jalkeen
odotetaan ajan 7" verran ja mitataan uudestaan Sy, niin milld todennakoéisyydella
saadaan tulos +h/2? Milla Tn arvoilla saadaan mittauksessa tulos +5h/2 tiysin
varmasti (siis todennékoisyydella 1)7

(d) (1p.) Onko S, liikevakio? Perustele vastauksesi.



3.

(a)

(3p.) Léhtien liikkeelle aaltomekaniikan ajasta riippuvasta Schrodingerin yhté-
16sté, suorita aika- ja paikkariippuvuuden separointi ja osoita, ettd energian omi-
naistilojen aaltofunktiot ovat muotoa

U(z,t) = e FMp(x),
missé 1 (x) toteuttaa stationaarisen Schrodingerin yhtalon

R d?
L e — Ey(z).
o () + V(@) = BY ()
(3p.) Osoita, etti aaltofunktion W (x, t) todennikodisyystiheys p(xz,t) = |¥(x,1)[?
ja todennéakoisyysvirta

toteuttavat jatkuvuusyhtélon

p(a,t)  Djla.t)

ot ox

(3p.) Tarkastellaan potentiaalia

0, x < L/2,
Vo, x> LJ2.

Oheisessa kuvassa on valittu Vy = 1 eV ja L = 0.5 nm. Sirontaratkaisut ja sidotut
tilat toteuttavat ajasta riippumattoman Schrodingerin yhtéalon,
n o d?
~ o 72 ¥(@) + V(@)Y (z) = E¢(z).
Kirjoita Schrodingerin yhtélon yleisin normittuva ratkaisu, kun £ < 0 (mutta

E > —V}). Mitké ehdot aaltofunktion ja sen derivaatan taytyy toteuttaa pisteis-
sdx ==+L/27
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(b) (3p.) Yksiulotteisen harmonisen oskillaattorin Hamiltonin operaattori on

P? 1
H=—4+— 2x?,
o + 2mw

Maaritelladn lasku- ja nosto-operaattorit

mw 7

@ = =X 4 —uP,
2h V2hmw

i mw 7

af = X - —— P
2h V2hmw

Johda kommutaatiorelaatio [a, a'] = 1. Tarkastele sitten lukumiirioperaattorin
N = a'a ominaistiloja, joille pitee N|n) = n|n). Niyti, ettd a laskee ja a' nostaa
ominaisarvoa yhdelld; siis

Na|n) = (n — 1)aln), Na'|n) = (n +1)|n).



Hyotytietoa:
e = cosx + isinz em+1=0
1 . ) 1 .
siny = — (e” — 6_”) cosx = 3 (ew + 6_”)
)

sin(2x) = 2sinx cosx cos(2x) = cos® x — sin’

1
):sin2z §<1+COSSE):COSZg

dz ™ f (k)

k'~--z

\/ﬂ/ dee ™ f(z)  f(z)= Jﬁ/

m—w( )) = Hli(t))

U(t) _ efth/h
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