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1. (a) (2p.) Systeemin infinitesimaalista siirtoa matkan ε verran esittää operaattori

T (ε) = 1− iε

h̄
P.

Osoita tämän avulla, että äärellistä siirtoa matkan a verran esittää operaattori

T (a) = e−iPa/h̄.

Voit olettaa tunnetuksi, että

lim
N→∞

(
1 +

x

N

)N
= ex.

(b) (2p.) Totea, että paikkaesityksessä on T (a) = e−a(d/dx). Osoita sen jälkeen sar-
jakehitelmän avulla, että T (a):n operointi aaltofunktioon ψ(x) antaa

T (a)ψ(x) = ψ(x− a).

(c) (2p.) Oletetaan, että aaltofunktio ψ(x) esittää pisteeseen x0 sijoitettua systee-
miä. Selitä, miksi tällöin aaltofunktio ψ(x − a) esittää pisteeseen x0 + a (eikä
x0 − a) sijoitettua systeemiä.

2. Tarkastellaan spin-1 –hiukkasen (hiukkanen 1) ja spin-1/2 –hiukkasen (hiukkanen 2)
muodostamaa systeemiä.

(a) (2p.) Kirjoita kaikki kytketyn kannan tilat kytkemättömien tilojen avulla. (Clebsch–
Gordan -kertoimet saa katsoa taulukosta.)

(b) (2p.) Olkoon systeemin Hamiltonin operaattori

H =
E0

h̄2
~S1 · ~S2,

missä E0 on vakio, ja ~S1 ja ~S2 ovat hiukkasten 1 ja 2 spinoperaattorit. Mitä
tuloksia on mahdollista saada, jos systeemin energia mitataan?

(c) (2p.) Oletetaan, että kummankin hiukkasen spin on mitattu z-akselin suunnas-
sa, ja saatu tulos +h̄ hiukkaselle 1 ja +h̄/2 hiukkaselle 2. Jos systeemin energia
mitataan välittömästi tämän mittauksen jälkeen, mitkä ovat eri energian arvoi-
hin liittyvät todennäköisyydet?



3. (a) (3p.) Pallosymmetrisessä potentiaalissa V (r) liikkuvan hiukkasen aaltofunktio
toteuttaa Schrödingerin yhtälön

− h̄2

2m

1

r2

∂

∂r

(
r2∂ψn`m

∂r

)
+

1

2mr2
L2ψn`m + V (r)ψn`m = Eψn`m,

missä L2 on vain kulmista riippuva operaattori. Johda tästä sijoitusten ψn`m(~r) =
Rn`(r)Y`m(θ, φ) ja Rn`(r) = un`(r)/r kautta radiaaliselle aaltofunktiolle un`(r)
yhtälö

− h̄2

2m

d2un`(r)

dr2
+

(
h̄2`(`+ 1)

2mr2
+ V (r)

)
un`(r) = Eun`(r). (1)

Muista, että palloharmoniset funktiot Y`m(θ, φ) ovat operaattorin L2 ominais-
funktioita ominaisarvolla h̄2`(`+ 1).

(b) (3p.) Oletetaan, että V (r) → 0 kun r → ∞, ja että pienillä r:n arvoilla V (r)
kasvaa äärettömäksi hitaammin kuin 1/r2. Ratkaise yhtälöstä (1) funktion un`(r)
asymptoottinen muoto suurilla ja pienillä r:n arvoilla.

4. (a) (3p.) Tarkastellaan heikkoon sähkökenttään asetettua harmonista oskillaattoria.
Tällöin häiritsemätön Hamiltonin operaattori on H0 = P 2/2m + 1

2
mω2x2 ja

häiriö V = −q| ~E|x. Laske häiriöteorian avulla ensimmäisen ja toisen kertaluvun
korjaukset perustilan |0〉 energiaan.

(b) (3p.) Arvioi variaatiomenetelmän avulla yksiulotteisen potentiaalin V (x) = λx4

perustilan energiaa. Valitse yritefunktioksi ψα(x) = e−αx
2 .



Hyötytietoa:

eix = cosx+ i sinx eiπ + 1 = 0

sinx =
1

2i

(
eix − e−ix

)
cosx =

1

2

(
eix + e−ix

)

sin(2x) = 2 sinx cosx cos(2x) = cos2 x− sin2 x

1

2
(1− cosx) = sin2 x

2

1

2
(1 + cos x) = cos2 x

2

f(x) =
∞∑

n=0

1

n!

dnf(x0)

dxn
(x− x0)n ex =

∞∑

n=0

xn

n!

∫ ∞

0

dx xne−cx =
n!

cn+1

∫ ∞

−∞
dx e−cx

2

=

√
π

c
∫ ∞

−∞
dx x2e−cx

2

=
1

2

√
π

c3

∫ ∞

−∞
dx x4e−cx

2

=
3

4

√
π

c5

∫ ∞

−∞
dx δ(x− x0)f(x) = f(x0)

∫ ∞

−∞
dx δ(x− x0) = 1

f̃(k) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dx e−ikxf(x) f(x) =

1√
2π

∫ ∞

−∞
dx eikxf̃(k)

ih̄
d

dt
|ψ(t)〉 = H|ψ(t)〉

U(t) = e−iHt/h̄

∆A =
√
〈A2〉 − 〈A〉2 ∆A∆B ≥ 1

2
|〈[A,B]〉|

∆x∆p ≥ h̄

2
∆E∆t ≥ h̄

2

d〈A〉
dt

= − i
h̄
〈[A,H]〉+

〈
∂A

∂t

〉

H =
P 2

2m
+ V (x) [X,P ] = ih̄

ψ(x) = 〈x|ψ〉 X = x P = −ih̄ d
dx

H = − h̄2

2m

d2

dx2
+ V (x)

ih̄
∂ψ(x, t)

∂t
= − h̄2

2m

∂2ψ(x, t)

∂x2
+ V (x)ψ(x, t)

− h̄2

2m

d2ψ(x)

dx2
+ V (x)ψ(x) = Eψ(x)

c = 2.998 · 108 m/s h̄ = 1.055 · 10−34 Js qe = 1.602 · 10−19 C

ε0 = 8.854 · 10−12 C2

Nm2 µ0 = 4π · 10−7 N

A2
me = 9.109 · 10−31 kg



U(t) = e−iHt/h̄ T (~a) = e−i
~P ·~a/h̄ R~n(θ) = e−iθ~n·

~J/h̄

[Jx, Jy] = ih̄Jz [Jy, Jz] = ih̄Jx [Jz, Jx] = ih̄Jy

J2 = J2
x + J2

y + J2
z J± = Jx ± iJy

[Jz, J
2] = 0 [Jz, J±] = ±h̄J± [J+, J−] = 2h̄Jz

J2|jm〉 = h̄2j(j + 1)|jm〉 Jz|jm〉 = mh̄|jm〉
J±|jm〉 = h̄

√
j(j + 1)−m(m± 1)|j,m± 1〉

~S =
h̄

2
~σ σx =

(
0 1
1 0

)
σy =

(
0 −i
i 0

)
σx =

(
1 0
0 −1

)

σiσj − σjσi = 2i
∑

k

εijkσk σiσj + σjσi = 2δij

H = −~µ · ~B ~µ = γ~S = g
q

2m
~S ge ' 2

|j1j2, jm〉 =
∑

m1,m2

〈j1m1, j2m2|jm〉|j1m1〉|j2m2〉

E(1)
n = 〈ψ(0)

n |V |ψ(0)
n 〉

E(2)
n =

∑

m 6=q

|〈ψ(0)
m |V |ψ(0)

n 〉|2

E
(0)
n − E(0)

m

|ψ(1)
n 〉 =

∑

m6=q

〈ψ(0)
m |V |ψ(0)

n 〉2

E
(0)
n − E(0)

m

|ψ(0)
m 〉

Spin-1 –hiukkasen spinoperaattorin komponentit:

Sx =
h̄√
2




0 1 0
1 0 1
0 1 0


 , Sy =

h̄√
2




0 −i 0
i 0 −i
0 i 0


 , Sz = h̄




1 0 0
0 0 0
0 0 −1


 .

Harmoninen oskillaattori:

H =
P 2

2m
+

1

2
mω2X2 = h̄ω(a†a+ 1

2
)

a =

√
mω

2h̄
X +

i√
2h̄mω

P a† =

√
mω

2h̄
X − i√

2h̄mω
P

a|n〉 =
√
n|n− 1〉 a†|n〉 =

√
n+ 1|n+ 1〉 H|n〉 = h̄ω(n+ 1

2
)|n〉

Vetyatomi:

a0 =
h̄2

me2
= 5.29× 10−11 m E0 =

me4

2h̄2 = 13.6 eV

ψ100(r) =
1√
πa3

0

e−r/a0

ψ200(r) =
1√

32πa3
0

(
2− r

a0

)
e−r/2a0

ψ210(r, θ) =
1√

32πa3
0

r

a0

e−r/2a0 cos θ

ψ21±1(r, θ, φ) = ∓ 1√
32πa3

0

r

a0

e−r/2a0 sin θe±iφ



34. Clebsch-Gordan coefficients 010001-1

34. CLEBSCH-GORDAN COEFFICIENTS, SPHERICAL HARMONICS,

AND d FUNCTIONS

Note: A square-root sign is to be understood over every coefficient, e.g., for −8/15 read −
√

8/15.

Y 0
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√
3

4π
cos θ

Y 1
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√
15

8π
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Y 2
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4

√
15
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Figure 34.1: The sign convention is that of Wigner (Group Theory, Academic Press, New York, 1959), also used by Condon and Shortley (The
Theory of Atomic Spectra, Cambridge Univ. Press, New York, 1953), Rose (Elementary Theory of Angular Momentum, Wiley, New York, 1957),
and Cohen (Tables of the Clebsch-Gordan Coefficients, North American Rockwell Science Center, Thousand Oaks, Calif., 1974). The coefficients
here have been calculated using computer programs written independently by Cohen and at LBNL.


