
FYSP111, Tentti 13.12.2013

HUOM: Tehtävissä 4 b) ja 5 voit tarvittaessa käyttää tehtäväpaperin kääntöpuolella olevaa integraali-
taulukkoa.

1. Laske raja-arvot

a) lim
x→0

sin2 x+ 2 cosx

x2 + 2
.

b) lim
x→∞

3x2 + x− 2

2x2 + x− 3
.

c) lim
x→0+

ln(sinx)

ln(
√
x)

2. a) Olkoon f(x) =
sinx− cosx

sinx+ cosx
. Laske f ′(0).

b) Osoita, että funktio f(x) = xe−x
2

toteuttaa differentiaaliyhtälön f ′′(x) + 2xf ′(x) + 4f(x) = 0.

3. Muodosta funktion f(x) =
x

(1 + x)2
toisen asteen Taylorin polynomi T2(x) pisteen x0 = 1 ympäristössä.

4. a) Laske määräämätön integraali

∫
x2e−xdx.

b) Laske integraali

∫ π/3

0

dx

cosx
käyttämällä sijoitusta y = tanx.

Vihje: voit käyttää trigonometrista identiteettiä cosx =
1√

1 + tan2 x
.

5. Ratkaise alkuarvotehtävä
dy

dx
= y2 lnx; y(1) = 1.

6. Oheisen kuvan mukainen poikkileikkaukseltaan neliön muo-
toinen varastosäiliö, jonka sivun pituus L = 2 m, on täytetty
jauhemaisella materiaalilla. Täytön jälkeen jauhe on vajonnut
oman painonsa vaikutuksesta alaspäin siten, että sen pinta on
korkeudella h = 5 m säiliön pohjasta. Jauhe on lisäksi tii-
vistyneenä pohjaa kohti siten, että sen massatiheys korkeudella
z säiliön pohjasta noudattaa kaavaa

ρ(z) = ρ0e
− z
λ ; 0 ≤ z ≤ h,

missä ρ0 = 1200 kg/m3 ja λ = 10.0 m ovat vakioita.
Laske säiliön sisältämän jauheen kokonaismassa.

FYSP111, Tentti 16.11.2012

1. Laske funktion f(x) =
x2 + x � 2

2x2 + x � 3
raja-arvot kun

a) x ! 2

b) x ! 1
c) x ! 1

mikäli ne ovat olemassa

2. a) Olkoon f(x) =
x2 + 1

e�x
. Laske f 0(x) ja f 0(1).

b) Osoita, että funktio f(x) = x sin x toteuttaa di�erentiaaliyhtälön
f 00(x) + f(x) = 2 cos x.

c) Muodosta funktion f(x) = x cosh(2x) kolmannen asteen Taylorin polynomi T3(x) pisteessä
x0 = 0 ja laske sitä käyttäen likiarvo luvulle f(0.5).

3. a) Selitä lyhyesti, mitä tarkoittaa osittaisintegrointi.

b) Laske epäoleellinen integraali

Z 1

0

x2e�xdx.

c) Laske integraali

Z
dx

sin x
käyttämällä sijoitusta y = tan x sekä oheista integraalitaulukkoa.

Vihje: käytä trigonometrisia identiteettejä (cos2 x =
1

1 + tan2 x
) ja (sin x =

tan xp
1 + tan2 x

).

4. Ratkaise alkuarvotehtävä
dy

dx
= � y2xp

1 + x2
; y(0) = 1.

5.

Korkeassa sylinterin muotoisessa varastosäiliössä, jonka
poikkileikkauksen säde on 2 m, säilytetään jauhemaista ma-
teriaalia. Säiliön täytön jälkeen jauhe puristuu oman painonsa
vaikutuksesta alas päin siten, että lopputilanteessa jauheen pinta
on 8 m korkeudella säiliön pohjasta. Samalla jauhe tiivistyy pohjaa
kohti siten, että sen massatiheys korkeudella z säliön pohjasta

noudattaa kaavaa �(z) =
�0p

az2 + 1
, missä �0 = 1200 kg/m3 ja

a = 0.1 m�2. Laske säiliön sisältämän jauheen kokonaismassa.

Käännä.
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b) Osoita, että funktio f(x) = x sin x toteuttaa di�erentiaaliyhtälön
f 00(x) + f(x) = 2 cos x.

c) Muodosta funktion f(x) = x cosh(2x) kolmannen asteen Taylorin polynomi T3(x) pisteessä
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a = 0.1 m�2. Laske säiliön sisältämän jauheen kokonaismassa.

Käännä.
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HUOM: Tehtävissä 4 b) ja 5 voit käyttää kääntöpuolella olevaa integraalitaulukkoa. Merkitse vastauk-
seesi käyttämäsi kaavan numero.

1. Laske seuraavat raja-arvot

a) lim
x!0

sin2 x + 2 cos x

x2 + 2
.

b) lim
x!1

3x2 + x � 2

2x2 + x � 3
.

c) lim
x!0+

ln(sin x)

ln(2x)

mikäli ne ovat olemassa

2. a) Olkoon f(x) =
p

x + 1 cos x. Laske f 0(0).

b) Osoita, että funktio f(x) =
x2 � 1

e�x2 toteuttaa di↵erentiaaliyhtälön

f 00(x) � 2xf 0(x) � 4f(x) = 4ex2

.

3. Muodosta funktion f(x) =
x

(1 + x)2
toisen asteen Taylorin polynomi T2(x) pisteessä

x0 = 1.

4. a) Laske määräämätön integraali

Z
x2e�xdx.

b) Laske integraali

Z ⇡/3

0

dx

cos x
käyttämällä sijoitusta y = tan x.

Vihje: voit käyttää trigonometrista identiteettiä cos x =
1p

1 + tan2 x
.

5. Ratkaise alkuarvotehtävä
dy

dx
= y2 ln x; y(1) = 1.

6. Oheisen kuvan mukainen poikkileikkaukseltaan neliön muo-
toinen varastosäiliö, jonka sivun pituus L = 2 m, on täytetty
jauhemaisella materiaalilla. Täytön jälkeen jauhe on vajonnut
oman painonsa vaikutuksesta alaspäin siten, että sen pinta on
korkeudella h = 5 m säiliön pohjasta. Jauhe on lisäksi tii-
vistyneenä pohjaa kohti siten, että sen massatiheys korkeudella
z säiliön pohjasta noudattaa kaavaa ⇢(z) = ⇢0e

� z
� ; 0  z  h,

missä ⇢0 = 1200 kg/m3 ja � = 10.0 m ovat vakioita. Laske säiliön
sisältämän jauheen kokonaismassa.
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tä

fu
n
k
ti

o
f
(x

)
=

x
2
�

1

e�
x
2

to
te

u
tt

aa
d
i↵

er
en

ti
aa

li
y
h
tä
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rä

äm
ät

ön
in

te
gr

aa
li

Z
x

2
e�

x
d
x
.

b
)

L
as

ke
in

te
gr

aa
li

Z
⇡
/
3

0

d
x

co
s
x

k
äy
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äy

tt
ää
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tö

n
jä
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INTEGRALS INVOLVING ../x2 ± a (a > 0)
(If ,,/x2 — a2, assume x > a > 0.)

f x±adx= x2±a2±Inix+x2±a2l+C

P dx
jx2±a2=hnhx+2±a2I+C

f x+ad,2 a+x2+a2i
am! l+c

J x I

__

I
f .../xad,/22 v’x2_a2

atan +C
j x a

fx2Vx2±a2dx=2x2±a2x2±a2_ç1nix+x2±a2i+c

P x2 a2J /x2 ±a2 dx = /x2 ±a2 1nlx+/x2±a2l+C

f /x2 ± a2 ./x2 ± a2
x2

dx=— +1nix+/x2±a2i+C
x

I’ dx /x2±a2ix2x2±a2= a2x
P dx
j (x2±a2)3/2=a2x2±a2

+ C

f (x2±a2)312dx = (2x2 + 5a2)x2 ±
8

a2+ _1n!x+/x2±a2l+C

INTEGRALS INVOLVING Ja2 — x2 (a > 0, lxi <a)
a2J Va2 — x2 dx = — x2 + sin

a

J ./axd,./22 Ia+,1a2_x2I
alnI I+c

x I I
x2 a2J ‘/a2 — x2

dx = _/a2 — x2 + sin
a
a4 xJx2a2 — x2 dx = (2x2 —a2Wa2 — x2 + sin1 — + C

a
P dx /a2—x2Jx2’/a2—x2 a2x

f ‘Ja2—x2 ‘/a2—x2
dx=— —sin —+C

x a
P dx 1 ia+’/a2_x2

____

=—-lni +CJ x’/a—x a x
P dx x
j (a2—x2)3/2=a2’/a2—x2

+C

3a4 xf (a2 —x2)312dx = (5a2 — 2x2Wa2 — x2 + sin_I — + C

INTEGRALS OF INVERSE TRIGONOMETRIC FUNCTIONS

f sinxdx =xsin’x++C
f tanxdx =xtan1x— 1n(1

J sec_lxdx=xsec_Ix_1nIx+i+C (x> 1)

fx sin1xdx = !(2x2
— 1)sin1x+ C

fxtan1xdx = (x2 + 1)tan1x— + C

fxsec_Ixdx=sec_Ix_+C (x>1)

x’’ Ifx1sin_1xdx = —sinx—-——-— f ,_____dx+Cifn —1

n+l 1 n+II x’1 tanxdx = L__tan_1x_____ [-------dxH-Cifn —1
J n+1 n+1 J 1+x-

x’ 1 x’f x’1 sec1xdx = —sec’x————— f dx+C (n —1,

EXPONENTIAL AND LOGARITHMIC INTEGRALS
fxexdx = (x — Uex +C

f xeX dx = xeX — n f x1_Iex dx
Jinx dx = x in x — x + C

x’
Jxninxdx=inx_(+l)2+C, (n—l)

n+I
fxhI(mnxyh dx = ___(inx)__L_ f x(mnx) dx (n —1)

Je’ sinbxdx
= a2+b2 sinbx — b cosbx) + C

J eax cosbxdx
= a2 +b2(a

cosbx +b sinbx) + C

INTEGRALS OF HYPERBOLIC FUNCTIONS

________

Jsinhxdx =coshx+C

fcoshxdx = sinhx + C

f tanhx dx = in(coshx) + C

f cothx dx ml sinhxl + C

fsectdx =2tan_I(ex)+C

f cschx dx = in tanh + C

f sinh2 x dx = sinh 2x — + C

f cosh x dx = sinh 2x + + C

f tanhx dx = x — tanhx + C

f cothx dx = x — cothx + C

f sechx dx = tanhx + C

J cschx dx = —cothx + C

J sechx tanhx dx = —sechx + C

J cschx cothx dx = —cschx + C

…	
  
…	
  


