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JYV ASKYLAN YLIOPISTO 
FYSIIKAN LAITOS 

FYSPlll Ml: Derivointi ja integrointi 

Tentti 15. huhtikuuta 2011. 

Kokeessa saa olla mukana laskin ja lunttilappu, mutta ei taulukkokirjaa. 

Ratkaise neljii ( 4) tehtiivliH. 

1. Ratkaise yhtalot: 

(a) 2 sinh x - cosh x = 1 (b) 2 sin2 x =sin 2x. 

2. (a) Maaraa raja-arvo: 
cosx- J1- x2 

lim 
4 

. 
x--->0 X 

(b) Ratkaise differentiaaliyhtalO 
xy' = y + y2 

alkuehdolla y(1) = 1 ja alkuehdolla y(1) = -1. 

3. Laske maaratyt integraalit: 

(a) 14 efi dx, (b) 1
3 2x 

4 1 dx. 
2 X -

{ 
x = cos3t 

y = sin t, t E [0, 21r] 

ja kayran r3 yhtalO napakoordinaateissa on r = y'cos(2<p). 

(a) (b) (c) 

(a) Mika oheisista kuvista esittaa kayraa f 1 , f 2 ja f 3 ? 

(d) 

(b) Maaraa kayran f 2 pisteeseen (- ~' ~) piirretyn tangentin yhtalo. 

(c) Laske kayran r 3 rajoittaman tason osan pinta-ala. 

5. Arvioi valiarvolauseen avulla virhetta, joka tehdaan, kun log 1r:n arvo lasketaan kaytta
malla 7r:lle likiarvoa likiarvoa 3, 14. 



Hyl}dyllisHi ja hyl}dyttomHi kaavoja 

HYPERBOLISET FUNKTIOT 

ex- e-x 
sinhx = 

2 
, 

ex+ e-x 
coshx = 

2 

TRIGONOMETRISIA KAAVOJA 

8ARJ AKEHITELMIA 

sin2 x + cos2 x = 1 

sin 2x = 2 sin x cos x 

cos 2x = cos2 x - sin2 x 

00 k 

X "'""X 
e =~ k!' xEIR 

k=O 
00 (-1)k 

sin x = "'"" x 2k+l x E IR 6 (2k+ 1)! ' 

00 (-1)k 2k 
cos X = L ( 2k)! X ' X E IR 

k=O 
00 ( 1)k 

log( 1 + x) = L k-+ 
1 

xk+l, -1 < x :::; 1 
k=O 

~ JL(JL- 1) ... (JL- k + 1) k 
(1+x)1L=1+ ~ k! X, 

k=l 

INTEGROINTIKAAVOJA 

J x~L dx 
1 -- x~L+l + C 11. _j_ -1 

JL+ 1 ' rl 

j ~dx logjxj + C 

jxj < 1 

J f(x)IL f'(x) dx 
1 

JL + 
1 
f(x)~L+l + C, JL =1- -1 

J f'(x) d 
f(x) x 

J exdx 

J sinxdx 

J cosxdx 

f 1 :x2 dx 

log lf(x)j + C 

-cosx+C 

sinx + C 

arctanx + C 


