M1: Derivointi ja integrointi Tentti 2013-04-19

Muista kokeeseen vastatessasi:

Merkitse nimesi jokaiseen kiyttdmaisi vastauspaperiin. Ald kuitenkaan kirjoita paperiin
henkil6tunnustasi, vaikka sellainen lokero paperista 16ytyykin. Pelkka syntymaaika riittaa.

Lue tehtdvananto huolellisesti ennen vastaamista.

Perustele vastauksesi huolellisesti. Vastaus ilman perusteluja on arvoton.

Tarkista saamasi vastaukset, jos se on suinkin mahdollista.

Aikaa kokeen suorittamiseen on kaytettavissa nelja tuntia.

Kokeessa ei saa kayttaa laskinta.

1. a) Johda osaméiiran derivointikaava

d G fO)g(e) — g (x)
dx g(x) g(x)?

kayttdmalla tulon derivointikaavaa ja ketjusdantéad. [6p]

b) Olkoon f : [0,1] — [0, 1] derivoituva funktio. Kuvaile muutamalla lauseella, miten
selvittaisit tdllaisen funktion suurimman arvon, ja miten perustelisit, ettd tillainen
suurin arvo on ylipdansa olemassa. [6p]

2. a) Laske f”(x) kun f(x)=tanx. [3p]
b) Maarita seuraava raja-arvo, mikéli se on olemassa: [4p]
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¢) Etsi toisen kertaluvun Taylorin polynomin avulla hyva likiarvo luvulle tan3. [5p]

3. Laske seuraavat maaratyt integraalit: [kustakin 3p]
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4. Carl Friedrich Gauss oli melkoinen epeli. Tarinoiden mukaan hén osasi laskea ennen kuin
hén osasi lukea, ja ensimmaéiset mullistavat 16ytonsd matematiikan alalla hén teki jo teini-
ikédisend. Erds hdnen mukaansa nimetyista lukuisista matematiikan menetelmistéd on Gaussin
kvadratuuri, jota voidaan kiyttda méarattyjen integraalien arvioimiseen.

Yleisen Gaussin kvadratuurin idea on melko ovela. Funktion méaratty integraali yli vilin
[—1, 1] esitetddn painotettuna summana funktion arvoista, eli
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ff(X)dx ~ Y wif(8), (D
i=1

-1

missd n on arviointipisteiden lukumééra, pisteet {tq, t,,..., t,} ovat arviointipisteet (jokai-
nen valilld [—1,1]) ja kertoimet {wy,w,,...,w,} ovat funktion arvoihin liitetyt painoker-
toimet. Alunperin tuntemattomat ¢;:t ja w;:t kiinnitetddn vaatimalla, ettd arvio antaa
tdsmalleen oikeita tuloksia tapauksissa, joissa f on korkeintaan astetta 2n — 1 oleva polyno-
mi. Kun tuntemattomat on valittu néin, toimii arvio hyvin kaikille funktioille, jotka ovat
likimain polynomeja — eli kunhan n on tarpeeksi korkea, kaikille siisteille funktioille.
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Yksinkertaisin versio Gaussin kvadratuurista on versio n = 2. Yleisistd Gaussin kvadratuurin
ominaisuuksista seuraa, etta talloin w; = w, ja t; = —t5. Gaussin kvadratuurin antama
arvio on siis talloin

1
ff(X)dx ~wf(=t)+wf(t), (2)
-1

missi w ja t ovat vakioita.

a) Maaritd vakiot w ja t ehdosta, ettd arvio antaa tarkkoja tuloksia kaikille korkeintaan
kolmannen asteen polynomeille. Niin saat kidtevan tavan arvioida siistien funktioiden
madréttyja integraaleja laskemalla funktion arvot vain kahdessa pisteesséd! [6p]

b) Kuten varmaankin muistat,
n
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Etsi likiarvo luvulle In3 kayttdmalla edellisessd kohdassa johtamaasi Gaussin kva-
dratuurikaavaa. Huomaa, ettd titd varten ylld olevaa integrointivélid tdytyy hieman
hienosdatda. Arvioi myos, onko saamasi tulos jarkeva. [6p]

% Jokeritehtiivi. Laske haluamallasi menetelmalla f(2°13)(0), eli siis funktion f kahdestu-
hanneskolmastoista derivaatta pisteessd 0, kun f (x) = ex’,

Téstd tehtdvdstd on mahdollista saada 4 lisdpistettd. Nditd pisteitd ei lasketa kokeen maksimi-
pistemddrddn, joka on 4 - 12 = 48 pistettd.
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