
JYVASKYLAN YLIOPISTO 
FYSIIKAN LAITOS 

FYSPlll Ml: Derivointi ja integrointi 

Tentti 25. maaliskuuta 2011. 

Kokeessa saa olla mukana laskin ja lunttilappu, mutta ei taulukkokirjaa. 

Ratkaise nelja ( 4) tehtavaa. 

1. Ratkaise yhtal5t: 

(a) 2 sinh x - cosh x = 1 

2. (a) Maaraa raja-arvo: 

(b) Ratkaise differentiaaliyhtalo 

(b) 2 sin2 x =sin 2x. 

cosx- v'1- x2 
lim ---...,----
x--->0 x4 

xy' = 1- y2 

alkuehdolla y(1) = 0 ja alkuehdolla y(1) = 1. 

3. Maaraa integraalifunktiot: 

(a) J siny'Xdx, (b) J 2x + 1 d 
4 X. 

X -1 

4. Kayran r 1 yhtal5 on (x2 + y2)2 = x2 - y2, kayran r 2 parametriesitys on 

{ 
x = cos3t 

y = sin t, t E [0, 27r J 

ja kayran r3 yhtal5 napakoordinaateissa on r = Jcos(2cp). 

(a) (b) (c) (d) 

(a) Mika oheisista kuvista esittaa kayraa r 1 , r2 ja r 3? 

(b) Maaraa kayran r 2 pisteeseen (- ~, ~) piirretyn tangentin yhtalo. 

(c) Laske kayran r 3 rajoittaman tason osan pinta-ala. 

5. Laske integraalille 
1 

{2 sinx dx 
Jo x 

likiarvo approksimoimalla integroitavaa funktiota sen toisen asteen Taylorin polynomilla 
origossa. Arvioi tuloksen tarkkuutta. 



Hyodyllisia ja hyodyttomia kaavoja 

HYPERBOLISET FUNKTIOT 

ex- e-x 
sinhx = 

2 
, 

ex+ e-x 
coshx = 

2 

TRIGONOMETRISIA KAAVOJA 

SARJAKEHITELMIA 

sin2 x + cos2 x = 1 

sin2x = 2sinxcosx 

cos 2x = cos2 x- sin2 x 

00 k 

ex = L ~! , X E lR 
k=O 
00 (-1)k 

sinx = L x2k+l 
k=O (2k + 1)! ' 

xE!R 

00 (-1)k 2k 
cosx = L (2k)! X ' X E lR 

k=O 
00 ( 1)k 

log(1 +x) = L k-+ 
1 

xk+l, -1 < x:::; 1 
k=O 

~ J-L(J-L - 1) ... (J-L - k + 1) k 
(1 + x)IL = 1 + D k! x , 

k=l 

INTEGROINTIKAAVOJA 

j xtL dx 
1 

-- x~t+l + C 11.-1- -1 
J-L+ 1 ' rr 

J ~dx log jxj + C 

jxj < 1 

J J(x)IL f'(x) dx 
1 

J-l + 
1 
f(x)~t+l + C, J-l =I= -1 

J f'(x) dx 
f(x) 

J exdx 

J sinxdx 

J cosxdx 

f 1 :x2 dx 

log lf(x)j + C 

- cosx + c 

sinx + C 

arctanx + C 


