
FYSPlll: Derivointi ja integrointi Lopputentti 26.11.2010 

1. Maarita s.euraavat raja-arvot mikali ne ovat olemassa .. (Perustele tuloksesi joko riittavalla 
maaralla valivaiheita tai sanallisesti.) 

) I. (2x-5) a Im--
x~ao 5x + 3 ' 

b) lim(tanx), 
x~O X 

) I. ( 2x-1 ) c 1m , 
x~ao x 2 

- 2x + 1 

2. a) Olkoon funktio f maaritelty kaavalla j(x) = x 3 
- x kun x ~ -1. Maarita funktion 

aariarvopisteet seka vastaavien aariarvojen tyyppi (maksimi/minimi, lokaali/globaali). 
Piirra funktion kuvaaja ja merkitse siihen ko. aariarvokohdat. 

b) Muodosta funktion f(x) = sin(x) lineaarinen approksimaatio pisteen x0 = 0 ymparistossa. 

Kuinka suuri on approksimaation virhe pisteessa x = 1r I 2 . 

I 

3. a) Laske (epaoleellinen) integraali J h dx sijoituksella x = sinu. 
o l-x 

:r/2 

b) Laske integraali J x 2 sin xdx kayttaen osittaisintegrointia 
0 

4. Laskuvarjohyppaaja, jonka massa on m lahtee hyppyynsa maahan nahden paikallaan olevasta 
kuumailmapallosta. Ennen laskuvarjon avaamista vallitsevan vapaan putoamisen aikana haneen 
vaikuttaa maan vetovoima mg alaspain seka putoamisnopeuden v nelioon verrannollinen ilman 

vastus Cv 2
, jonka suunta on vastakkainen liikkeen suuntaan nahden. 

a) Kirjoita hyppaajan liikeyhtalo vapaan pudotuksen aikana. Piirra tilanteesta kuva, johon 
merkitset selkeasti kaikki laskuissa tarvittavat suureet. 

b) Ratkaise hyppaajan putoamisnopeus v a jan t funktiona. 
c) Mika on hyppaajan rajanopeus (nopeuden raja-arvo kun t ~ oo) kun 

m=80kg, C=0.25Ns2 /m2 ja g=10m/s2
• 

Opastus: Voit hyodyntaa tehtavapaperin kaantopuolella annettuja integraalitaulukoita. 
Vihje: Kannattaa valita voimien ja nopeuden positiivinen suunta alaspain. 



Liite. Valittuja integraalifunktioita 

TABLES OF SPECIAL INDEFINITE INTEGRALS 

17.7.9. J xdx -1 
. (x2 -a2)2 = 2(x2 -a2) 

17.7.10. J x
2
dx 

(x2 -a2)2 +-In---x I (x-a) 
2(x2 -a2) 4a x+a 

17.7.11. J x
3
dx 

(xz _ a2)2 
-a2 lin 2 2 

2(x2 -a2) +-z (x -a ) 

17.7.12. J x(x2~ a2)2 +-In---1 1 ( x
2 

) 
2a2(x2- a2) 2a4 x1

- a2 

17.7.13. J xz(x~a2)2 X 3 (x-a) - a•x- 2a•(x2 -az) -In--
4a' x+a 

17.7.14. 

17.7.15. J (x2 ~a2)• -x 2n-3 
2(n -1)a2(x2- a 2)',_1 (2n-2)a2 

17.7.16. J xdx -1 
(x2- a2)" 2(n -l)(x2 - a2 )"-1 

17.7.17. 

17.7.18. 

17.7.19. 

(8) Integrals Involving x1 - a1, r < a1 

17 81 J_!!!__- ..!..1n(a+x) or !ranh-1 ~ • · • a2 - x2 - 2a a-x a a 

17.8.2. 

17.8.3. 

17.8.4. 

17.8.5. 

17.8.6. 

J x
2
dx a (a+x) --=-x+-ln -­a2 -x2 2 a-x 

J (xz -~2)'•-1 


