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Ã,×�Ê�Í�Ö�Ö�×�Ê�Í�è�Ï,Í�Ï�Ç�Å*Õ Æ)È È�Ö�Í�Ö�È�Ê�é�ÅvÏ�Ç)È�È?Î�È�ÇQÈ��¡È�Ö�Ö�Í�Ê�Í�È�êmÍ��$ÅvÆ�ÅvÏ Ç)Í�È È�Ö�Í�����Ç)×�Ö�ë ÍÿÇQ× éC×�Ê�ÍÿÇ�Ç�Å*Ö�Å��C×�Ï,ÌKÈ�Ç�Å*Ô
Ì-ÈCÇ�Í�Í�é¡È�Ï'È�Ë|Ë|Æ)è��zÈCÇ�ÉpÆ�Ô�éxÉ|Æ)Ê)Ê�Í�Ï�Ö�É|ÅvÏ Ç)è�ÌKè�ÏpÍ�Ê�Ç�Å �pÃnÉ|ÆQÊ�Ê�ÍHË|Í�êmÅ�Ç�Ç�Í�Í�Ï������¡× Ê�é��xÖ�×�Ï��xÖ�Í�è Ë|Í�ÊaÇ)è�Ï
Ì-ÈCÇ�ÅvÌ-ÈCÇ�Í�Í�é¡È�ÏÁÎ�È�Ç)Í�Ö�È�Ê�Ç�è�Ç�Í�Å�Ç)Å*Å*Ï�Ö�È�Í�Ç�è�émÊ�ÅvÊ)Ê�ÈÁé�Å��¡×�Ç�Ö�É|éxÉ|éCÈ�Épê|Å*Ö�Ö�È-��S S «|�

 è�ÏpÍ�Ê�Ç�ÅvÅvÊ)Ê�Ènè ÏKÊ�Å*Í�Ç)Ê�Å*Ì-×�Ï�Ö�É|éxÉpÈp�"!íÏpÊ�Í�ÌKÌ-×�Í�Ê�ÅvÊ)Ê�×VÇ�É|Ç�ÉpÊ�Ç�ÉmÇQÈ�È�Ï-Í�Ï�Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�Í�Í�ÏKêmÅ*Ô
Æ�Í#�CÈ�È�Ç)È�Ï5éC×�×�Ï�Ç)Å*Í�Ê�è Ö�Í�è�ÏpÈ%$1È�Ï�Ç�Í�êmÅ*Æ)Í��CÈ ÈCÇ�ÇQÈ�ÏpÈp�'&VË|ÍÿÇQÈ�È�Ï5é è�é�è Îaè�Épé�é èØÇ)Å*éxÏ|Í�Í�é è�Í�Ç)È%$6Îaè�Í�Ö�Ö�È
È�Ï|ÏpÅ�Ç�ÉpÏ éxÉ(�CÈ�É|émÊ�ÅvÏ È�Ï�Ç�Í�êmÅ*Æ)Í��CÈ ÈCÇ�ÇQÈÝÅ*Ö�ÍiÍ�Ï Ç)Å*Õ Æ)È È�Ö�Í*)YÉ|Ïpé Ç)Í�è Ö�È�Ê�é�Å*Ç)È�È�Ï?�,+Bèxê|Å�Ç)È È�Ï-$oÅ�Ç�ÇQ×
Îaè Ê�éxÉpÊíÍ�Ï�Ç�Õ�ÆQÈ�È�Ö�Í�)YÉ|Ï|é�Ç)Í�è�Ö�ë.��Ç/���0�|ÅvÖ�Ë$è Ê�Ç�Í1$vÎaè Ê�é�ÉzÊ'�CÈ�Í�Ï�é è.�¡È�Ö�Ö�È
Ç/��ë Ö�Ö�× Î�ÈhÎaè Ê�é�ÉzÊíÅ*Í6ÌKÍ�Ç�Å*Ï|Ô
éC×�×�ÏN�

+Nè Í�Ê�ÅvÊ)Ê)È�Ö�É(�xÉpÊ)Ê)È�Ç�ÉmÇ)ÉpÊaÇ)ÉmÇ)È È�ÏEÍ�Ï�Ç�Å*Õ Æ)È È�Ö�Í�Í�Ï Ç)È�Ê�è È�Ö�ÉpÅ*Å*Ï Ë|Í�Ï�Ç)È�Ô�È�Ö�È�ÏpÈ|�  × ×�Æ)ÍÿÇ)Å*Ö�Ô
Ö�× ×�Ï2�xÉ|è Ö�ÅvÖ�Ö�È�Ò�Í�ÅvÌ-È�Ï|ÏmÔ�Í�Ï Ç)Å*Õ Æ)È È�Ö�ÍpË$è�Æ)Æ)È Ê/)YÉ|Ïpé Ç)Í�è Í�ê|Å*Ï°Ê�Å*éC×ÁÈ�Ö�È�Ô6Î�È3�xÖ�×�Í�Ï Ç)Å*Õ Æ)È È�Ö�Í�Ï�È��xÉ|Ö�Ô
Ö�Èp�pÒ�Í�Å*Ì-È�ÏpÏ|Í�Ï�Å�� Ç)è-è�Ë|Í�Ç)È È�Ï-$|Ê)È�ÌKè Í�Ï�Í�Ï�Ç)Å*Õ�ÆQÈ�È�Ö�Í�Ï�ËzÅvÆ�ÉpÊ�è�ÌKÍ�ÏpÈ�Í�Ê�É|É|émÊ�Í�È�4YÖ�Í�Ï|Å=È�È È�Æ)Í�Ê�É|ÉpÊ�$
��ÅvÆ�ÇQÈ�Í�Ö�É|Ë$Å*Æ)Í�È�ÈCÇ�Ç�ÅvÅ�Ç65��

Ãiè Ö�Ì-È�Ï|Ï|ÅvÊ)Ê)È�Ö�É(�xÉpÊ�Ê)ÈcÖ�ë.�mêmÅ*Ç)×�×�Ï�����Ç�Å��xÊ È�Ï Ç)Í�ê|Å*Æ)Í��CÈ�È�Ç)È�Ï,Î�ÈKÒ�Í�ÅvÌ-È�Ï|ÏmÔ�Í�Ï Ç)Å*Õ Æ)È ÈCÔ
Ö�Í�Ï��¡×�Ö�Í�Ö�Ö�Å�7CÎaè Ê éxÉ(�CÈ�ÉzÊ

f : [a, b] → 8 è ÏÁÎ�È�Ç�éxÉ(�CÈ
Î�È F Ê�Å*Ï�È�Ï�Ç�Í�êmÅvÆ�Í#�CÈ�ÈCÇ�Ç)È%$mÏ|Í�Í�Ï
∫ b

a

f(x) dx = F (b) − F (b).

9 ÅvÖ Î�×�Ï|Ï|ÅvÊ)Ê)×°Ö�É(�xÉpÊ)Ê�È è�Ë|Í�Ç)È È�Ï Å*Ëp×�è�Ö�Å*Å*Ö�Ö�Í�Ê�Å�ÇnÍ�Ï�Ç)Å*Õ�ÆQÈ�È�Ö�Í�ÇVÏpÍ�Í�Ï Æ)È�Îaè�Í�Ç�Ç)È�Ì-ÈCÇ�Ç)è�Ì-È�Ï
Í�Ï�Ç)Å*Õ�Æ)è�Í�Ï�Ç�Í#�C×�Ö�Í�Ï é�ÉpÍ�Ï�ÆQÈCÎaè�Í�Ç�ÇQÈ�Ì-ÈCÇ�Ç�è ÌKÈ�Ï�éxÉ(�CÈ�É|émÊ�Å*Ï Ç)È�ËpÈ�É|émÊ�ÅvÊ)Ê�Èp�: Í�Í�ê|Å*Ï|Ï|Å=Ê�Ê)×5Ö�É(�xÉpÊ)Ê)È5Ê�è.��ÅvÖ�Ö�Å�ÇQÈ�È�Ï Í�Ï�Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�Í�Ï é¡× Ê�Í�Ç�Å*Ç�ÇQ×øÇQÈ�Ê�è�éxÉ(�xÍ�è Í�ê|Å*ÏâË|Í�Ï�Ç)È�Ô
È�Ö�È�È�Ï-$CË���ë�ÆQ×"�zê;�mÊ�éCÈ�ËzÈ�Ö�Å*Í�êmÅ*ÏÁÇ�Í�Ö�È��xÉ|ÉmÇ)Å*ÅvÏKÊ�Å*éC×nÌ-ÈCÇ)éCÈ�Ï-$ Ï|è�Ë$Å*Épê|Å*ÏnÎ�È,éxÍ�Í���Ç/�����<�mêmÅvÏcéC×�Ô
Ê�Í�Ç�Ç)Å*Í�Ê�Í�Í�Ï?�<=Nè�Ë|ÉpéxÊ�Í|è Ë|ÍÿÇQÈ�È�Ï-é�è�Ö�ÌKÅhÏxÉ|ÌKÅ*ÅvÆ�Í�ÊaÇQÈnÌKÅ*Ï|Å*Ç�Å*Ö�Ì-×�×�ÒhÍ�ÅvÌKÈ�Ï|ÏmÔ�Í�Ï�Ç)Å*Õ�ÆQÈ�È�Ö�Í�Å*ÏKÖ�È�Ê�Ô
é�ÅvÌ�Í�Ê�Å*émÊ�Í;�

ÃnÉ|ÉpêmÅvÏ|Ï|Å=Ê�Ê)ÈÁÖ�É(�xÉpÊ)Ê�ÈcË$Å*Æ)Å��pê;��ÇQ×�×�Ï�Å*ÏzÊ�Í�ÌKÌK×�Í�Ê�Å*Ï é�ÅvÆ�ÇQÈ�Ö�É(�xÉ|Ï êmÍ��6Å*Æ)Å*Ï�Ç�Í�È�È�Ö�Í#���mÔ
Ç)×�Ö�ë Í��|Í�Ï-7xêmÍ��$ÅvÆ�ÅvÏ Ç)Í�È È�Ö�Í�����Ç)×�Ö�ë ÏnÎ�ÈÁÊ�Å*Ï�ÆQÈCÇ)éCÈ�Í�Ê�É|Ï°é¡× Ê�Í�Ç�Ç)Å*Å*Ç÷è Ë|ÍÿÇQÈ�È�Ï?�  è Ï|Í�ÊaÇQÈ�Å*Æ)Í$Æ)È�Ç�éCÈ�Í�Ô
Ê�ÉpÌ�ÅvÏ|Å�Ç)Å*Ö�ÌKÍ�Ê�Ç)×>�¡È�Ö�Í�Ç)È È�ÏÁÊ�Å*ËzÈ�Æ)è�Í�Ï Ç)Í�ÌKÅvÏ|Å�Ç)Å*Ö�ÌK×%$aÎaè é¡ÈiéC×��xêp×�×�Ï?�xÉ|è Ö�ÅvÖ�Ö�È�Ö�×�Ë|Í;�.=?Í�Ï|ÅvÈ È�Æ)Í�Ê�Ô
Ç�ÅvÏ�êmÍ��6Å*Æ)Å*Ï�Ç�Í�È�È�Ö�Í#��� ÇQ×�Ö�ë�Í�êmÅ*ÏÁÆ)È�Ç�éCÈ�Í�Ê�Épé¡È È��CÈ34@�CÈ�é�Í�è�Ï��CÈ�Æ)Í�è�Í�Ì�Í�Ê�é¡È È��CÈ�56è Ë|ÍÿÇQÈ�È�Ï?�"A
Æ�è Ï<B È�Ö�Ô
Ö�Í�ÏEÅ*Ëz×��<��ÇQ×�Ö�ë�Å=Ê�Í�Ç�Å*Ç)× ×�Ï�Î�È�Ç�èmêmÍ�Ê�Ç�Å�ÇQÈ�Ï?�3çxÍ�Ç)×'éC×���Ç�Å*Ç)× ×�Ï Ê�ÅvÏEËzÅvÆ�ÉpÊ�Ç�ÅvÖ�ÅvÌKÍ�Ê�Å*ÅvÏ-$NÅ*Ç�Ç)×�è�Ï
Ö�ë.�mêmÅ*Ç�Ç/�-éCÈ�Í�éxéxÍHé�ÉpÖ�Ö�è�Í�Ê�ÅvÏ|éxÍ�Ï�êmÍ��$ÅvÆ�ÅvÏ�Ç�Í�È�È�Ö�Í#�<��ÇQ×�Ö�ë�Ï�ÇQÈ�ÍNÈ�Ö�éxÉpÈ�ÆC� è�Ç)Å���Ç)×��C×�Ï-ÆQÈCÇ)éCÈ�Í�Ê�ÉmÇ=�

çxÅ*Í�Ç)Ê�Å*Ì-×�Ï|Ï|Ï|Å=Ê�Ê)×
Ö�É(�xÉpÊ)Ê)ÈiÌ-×�×�Æ�Í�Ç�ÅvÖ�Ö�×�×�Ï3�xÖ�Å*Í�Ï|Å*Ï�Ç�è Í�Ê�Å*Ï�é�ÅvÆ�ÇQÈ�Ö�É(�xÉ|Ïcê|Í*�6Å*Æ)Å*Ï�Ç�Í�È�È�Ô
Ö�Í#����Ç)×�Ö�ë
Î�È�Ê�Å*Ï�Æ)È�Ç�éCÈ�Í�Ê�É?�%=?Í�Ï|Å=È�È�Æ)Í�ÊaÇ)Å*Ï��<��ÇQ×�Ö�ë�Í�êmÅ*Ï�ÆQÈCÇ�éCÈ�Í�Ê�É|ÌKÅ*Ï|Å*Ç�ÅvÖ�Ì-×Kè�ËpÍÿÇQÈ�È�Ï�Î�È-Ê�ÍÿÇQ×
Ê�è.� Å*Ö�Ö�Å*Ç�Å=È�È�Ï°é�Í�Ç�éCÈ�Í�Ê�Å*ÅvÏ��pÈ�Æ�ÌKè Ï|Í�Ê�Å*ÅvÏ°è�Ê�éxÍ�Ö�Ö�È�È�Ç�Ç�è Æ�Í�Í�Ï?� è�ÏpÍ�Ê�Ç�ÅvÅ*Ï'Í�Ï Ç)Å*Õ Æ)È È�Ö�Í�Ö�È�Ê�é�ÅvÏ|ÏpÈ�Ï è Ê)ÈKè�Ï'è Ö�ÅvÏ|ÏpÈ�Í�Ê�ÅvÊ�Ç�ÍD=BÈ�+BÅ�EiÔ;Ö�È�êmè Ï�Ç)È�è��CÎaÅ*Ö�Ì-È�Ö�Ö�È
Ë|É(��Ç)È È�émÊ�Í�éxÍ�Æ9Îaè�Í�Ç�Å*Ç�Ç�É3��Å*ÆQÊ�Í�èGFhÅvÖ�Í�+BÉ|è�ÌKÍ�Ê�ÅvÏ,é¡× Ê�Í�Ï|éxÍ�Æ~Îaè ÍÿÇ)Å�Ç�ÉzÊaÇQÈ�Ö�ÉpÅ*Ï�Ç�è Ì�è Ï|Í�ÊaÇ)Å*ÅvÊ�Ç)È%$�Îaè�Ï|Ô
éCÈH�p×�Ï�Ö�È ÈCÇ)Í Ö�É|Å*ÏpÏ|è�Í�êmÅvÊ)Ê)È�È�Ï,éxÉ|ÆQÊ)Ê�Í�È�é�Å��C×CÇ�Ö�É|éxÉ|éCÈ�ÉzêmÅ*Ö�Ö�È
��S S�¦p��IiÍ��$ÅvÆ�ÅvÏ�Ç�Í�È�È�Ö�Í#�<��ÇQ×�Ö�ë�Í�êmÅ*Ï
ÅvÊ�ÍÿÇ/�xémÊ�Å*Ï'Ö�È�È�ê|Í�Ï�Í�Ç)Ê�Å�$6é è Ê�é¡È-Ç)×�Ïz×�é�Å��C×�×�Ïz×�È�Í�éCÈ�ÈnÎ�È°Ç)È�Æ�ÌKè È�é¡×���Ç)Å�Ç�Ç)Í�Í�Ï��xÍ�Í�ÌKÅ��xÉ|è�Ç�Í�ÊaÇQÈ
Å*Ï|ÅvÌKÌK×�Ï°Í�Ï�Ç�Å*Õ Æ)È È�Ö�Í�Ö�È�Ê�é�ÅvÏ�Ç)È�È�Ï?�"IVÍ*�6Å*Æ)Å*Ï�Ç�Í�È�È�Ö�Í#����Ç)×�Ö�ë�Í�êmÅvÏ-ËzÅvÆ�ÉpÊ)È�Ê�Í�ÈCÇoÇ)É|Ö�Í?Ê�Í�émÊ�Í$éC×�Ê�ÍÿÇ)Å*Ö�Ô
Ö�×J�CÈ�É(�pêmÍ�éxé¡È È�ÌKÍ�Ï�éxÉ|Í�Ï��xÍ�Í�ÌKÅH�xÉ|è�ÏpÏpÈ|��ÃVè�é èVÌKè Ï|Í�Ê�Ç�ÅvÅ*Ï-è�Ê�È�ÖÿÇQÈVËzÈ�Í�Ï|è�Ô|Î�È,È Ê�Í�È��xÍ�ÆK�|ÅvÍ�Ê�Ç)×
Ç�É|Ö�Å*Å
Ç)è�Æ)ÉpÈL��émÊ�Í�Ï�ÌKÍ�ÏxÉpÈp�

�����C×�Ê�é��xÖ�× Ê�Ê)×Áqp�mÌKÈ È�Ö�Í�Ê�éxÉ|ÉmÇQÈK��S�S�«
: Å*Ö�ÍÿÔ  È�Ç�Ç�ÍDFhè�éxéCÈ�ÏpÅ*Ï
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b � \ � PBJ
c

dfegd hjilk;mCnHo-pqmsrutatak�k;t
IiÍ��6Å*Æ)Å*Ï�Ç�Í�È�È�Ö�Í�Ö�È Ê�é Å*Ï|ÏzÈ�Ê)Ê�ÈÁÅ�Ç)Ê�Í�Ç�Ç�Í�Í�Ï�È�Ï|Ï|Å*Ç�É|Ï'éxÉ(�CÈ�É|émÊ�ÅvÏ

f
êmÅvÆ�Í#�CÈ�ÈCÇ�Ç)È È

f ′ �%� è Ê�Å=Ê�Í�ÌKÅ*Æ�ÔéxÍ�émÊ�Í
f(x) = x3 $oÏ|Í�Í�Ï f ′(x) = 3x2 �'v�Ï�Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�Í�Ö�È Ê�é Å*Ï|ÏpÈ Ê�Ê)È'è Ï éC× ×�Ï�Ç�ÅvÍ�Ï|ÅvÏºÇ)Å���Ç)×��C×%7éxÉ(�CÈ�ÉpÊ
f
è Ï È�ÏpÏ|Å�Ç�Ç�É-$xÎ�È è�Ï ÌK× ×�ÆQ×CÇ�Ç)×��C×KÇ�è Í�ÏpÅ*ÏÝé�É%�¡È�ÉpÊ

F
Ê�Í�Ç�ÅvÏ-$HÅ�Ç�Ç)×

F ′(x) = f(x)éCÈ�Í�é�Í�Ö�Ö�È
x
�<��è�Ê�éxÉpÊ1ÇQ×�Ì-×
Ç�Å���Ç)×��C×nè�Ïw�|ÅvÖ�Ë|Ë$è,éxÉmÇ�ÅvÏKÇ)È�ËpÈ�É|émÊ�ÅvÊ)Ê�È

f(x) = x3 �xçxÍ�Ö�Ö�è�Í�ÏKè�Í�Ç�Í�Ê�xÉ|è�Ì-ÈCÇQÈ�È�Ï-$6Å�Ç�ÇQ×�éxÉ(�CÈ�É|émÊ�Å*émÊ�Í
F
é�ÅvÖ�ËzÈ�È

F (x) = x4/4
�-� è Ê�éxÉpÊnÌÁÉpÉ|Ö�Ö�è�Í�ÏÝÇ�Å�� ÇQ×��C× è Ï

Ì-È"�pêmè�Ç�è Ï éxÉmÇ)Å*Ï�Ç)È�ËpÈ�ÉpéxÊ�ÅvÊ)Ê)È
f(x) = expx2 �zçxÍ�Ö�Ö�è Í�Ï'è Ï��CÈ�ÆQÊ�Í�Ïx�|ÅvÖ�Ë|Ë$è-è Ê�è�Í�Ç�ÇQÈ�È%$mÅ�Ç�ÇQ×

F
è�Ïcé���Ö�Ö�×iè Ö�ÅvÌKÈ Ê�Ê)È@Î�ÈVÖ�È Ê�é ÅvÈVÊ�ÅvÏcÈ�ÆK��è Í�Ö�Ö�ÅíÖ�Í�éxÍ�È�ÆC� è�Î�È%$*ÌÁÉ|Ç�Ç)Èy�xémÊ�Í�Ï|é Å*Æ�Ç)È�Í�Ê�Ç)È�Ö�È�ÉpÊ�Å*é Å�Ç�Ç)È

È�Ö�é�ÅvÍ�Êg)YÉ|Ï|é�Ç�Í�è�Í�êmÅvÏ È��xÉ|Ö�Ö�ÈKÊ�Í�Ö�Ö�ÅnÅvÍ?è�Ö�Ånè�Ö�Å*Ì-È�Ê)Ê�Èp�
zq{|z�} ß|ßmyCWYu=\�}9¹øß {�~�� �����.�

I ⊂ 8���� �����u�0� ��� ��� F : I → 8 �.���.� �.� ���.���
� f : I → 8���%�s���"� ��� ��� �6�;�;�.�1�����q����� F �.��������� � �"���|� �.����� ������� � I � � F ′(x) = f(x)
� � ���.����� � x ∈ I

�
v�Ï�Ç�Å*Õ Æ)È È�Ö�Í*)YÉpÏ|é�Ç�Í�è Ê�Ç)È�éC×���Ç�Å*Ç)× ×�Ï�Ì3��ë�Ê÷Ï|Í�ÌKÍ�Ç/�xéxÊ�Í�× � �%�1��������� ����� �1� � Î�È0� �����L���|��� � � �
zq{���� Z1�$¹ø{|ZBuvZ1U {  ×�×�Æ�Í�Ç�ÅvÖ�Ì-×�ÏzÊ�× ÌÁÉ|éCÈ È�ÏEÈ�Ï�Ç�Í�êmÅvÆ�Í#�CÈ�ÈCÇ�Ç)È è�ÏEêmÅvÆ�Í#��è ÍÿÇ)É(�CÈ($mÎaè�Ç�Å*ÏEÊ�Å
è�Ï�Ì3� ë ÊBÎ�ÈCÇ)é�É%�¡Èp�
zq{¡  T
U=W~¹ø\�y¡�H�?W { FVÈ�Å*Ç)È�È�Ï°éxÉ(�CÈ�ÉpéxÊ�Å*Ï

f : 8 → 8 , f(x) = 3x2 È�Ï�Ç�Í�êmÅ*Æ)Í��CÈ ÈCÇ�ÇQÈ|�xÃiè�Ê�éCÈéxÉ(�CÈ�ÉpÊ
F̂ : 8 → 8 $ F̂ (x) = x3 è�Ï êmÅ*Æ)Í�� è�Í�Ç�É(�CÈ��¡×�Ö�Í�Ö�Ö�× 8 Î�È F̂ ′(x) = 3x2 = f(x)éCÈ�Í�é�Í�Ö�Ö�È
x ∈ 8 $oÏ|Í�Í�Ï F̂ è�Ï éxÉ(�CÈ�É|émÊ�Å*Ï

f
È�Ï�Ç�Í�êmÅ*Æ)Í#�¡È ÈCÇ�Ç)È|�l=?Í�Ê�×�éxÊ�ÍH�xÉ|è ÌKÈ�Ç)È È�Ï-$íÅ*Ç�ÇQ×

Îaè�éCÈ�Í�Ê�Å*Ö�Ö�Å¢�CÈ�éxÍ�è�Ö�Ö�Å
C ∈ 8 Ëz×CÇ�ÅvÅ D(

F̂ (x)+C
)

= f(x)
éCÈ�Í�éxÍ�Ö�Ö�È

x ∈ 8 ��çxÍ�Ç�Å*ÏKéxÉ(�CÈ�ÉpéxÊ�Å�Ç
F (x) = x3 + C

è.�CÈCÇ�éCÈ�Í�é�éxÍ£�pÈ�Å�Ç�Ç�ÉCÎ�È-È�Ï Ç)Í�ê|Å*Æ)Í��CÈ�È�Ç�Ç)è�Î�È|�
+�×�Ì-×�Ï°ÅvÊ�Í�ÌKÅ*Æ)éxÍ�Ï éCÈ�Ö�Ç)È�Í�Ï|ÅvÏ�Ç�Í�Ö�È�Ï|Ï|ÅnËp×�Ç�ÅvÅVéCÈ�Í�éxÍ�Ö�Ö�ÅVéxÉ(�CÈ�ÉpéxÊ�Í�Ö�Ö�Å

f
$=Îaè Í�Ö�Ö�Ècè�Ï Í�Ï�Ç)Å*Õ�ÆQÈ�È�Ö�Í�Ô

)YÉ|Ï|é�Ç�Í�è
F̂
� : è Í�Ê�Í�é èKé�É%�¡È�É|émÊ�ÅvÖ�Ö�È

f
è�Ö�Ö�ÈcÌcÉ|Í�Ç)È�éxÍ�Ï�Í�Ï�Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�Í�)YÉ|Ï|é�Ç�Í�è�Í�Ç)ÈcéxÉ|Í�Ï

F̂ (x) + C
$

C ∈ 8�¤ : È ÊaÇQÈ�ÉpÊiè�Ï ��� �?çxÅ*ÉpÆ)È È��¡ÈKÖ�È�ÉzÊ�ÅÁÊ)È�Ïpè�èq$pÅ*Ç�Ç)× È�Ï�Ç�Í�êmÅvÆ�Í#�CÈ�ÈCÇ�Ç)È-è Ï�Ö�Í�Ê)×CÇ�Ç)×��C×�×w�CÈCÔéxÍ�è�Ç)È0�¡È�Í�Ö�Ö�Å?��émÊ�Í�éC× Ê�Í�Ç�Ç)Å*Í�Ï|Å*Ï?�
zq{#¥§¦ {|Z1Uv\ {x~¢� �����.�

F : I → 8 �.� �.� ���.���
� f : I → 8¨� �%�1��������� ����� �1� � �?© � ����ª.���§�"� �.� ���
G : I → 8 �"�«�"� �.� ���.�
��� f � �%�1��������� ����� �1� � �a���.�>� �§��� ���x�����H���.��� � �"���¬�C� ��� ������� � �;��� � C� � ���6�

G(x) = F (x) + C
� � ���.����� � x ∈ I.

©%���.�¡���1����� !,�pê|è�ÏºÆ)Í�ÍÿÇ�Ç)×������xÊv�u&VÖ�é�èxè Ï'Îaè�Ö�Ö�ÅvéxÍ�Ï
C ∈ 8 � è�Í�ÌKÈ Ê�Ê)È

G(x) = F (x) + CéCÈ�Í�é�Í�Ö�Ö�È
x ∈ I

�NçmÍ�Ö�Ö�è Í�Ï
G
è�Ï êmÅ*Æ)Í#��è�Í�Ç�É%�¡È��C×�Ö�Í�Ö�Ö�×

I
Î�È
G′(x) = F ′(x) = f(x)

éCÈ�Í�éxÍ�Ö�Ö�È
x ∈ I

�pçxÍ�Ç�ÅvÏ�Ì0��ë�Ê
G
è Ï éxÉ(�CÈ�ÉpéxÊ�Å*Ï

f
È�Ï Ç)Í�ê|Å*Æ)Í��CÈ�È�Ç�ÇQÈ|�

!,�pêmè Ï«�C×�Ö�Ç�Ç)×�Ì-×CÇ�Ç)ë�Ì0�<�mÊv�D&VÖ�é èxè�Ï
G : I → 8 é�É%�¡È�É|émÊ�ÅvÏ f : I → 8 È�Ï�Ç�Í�êmÅ*Æ)ÍÿÔ�CÈ�ÈCÇ�Ç)Èp�(+�×�Ö�Ö�ë Í�Ï

d

dx

(
G(x) − F (x)

)
= G′(x) − F ′(x) = f(x) − f(x) = 0

¦



éCÈ�Í�é�Í�Ö�Ö�È
x ∈ I

�-+�×�Ê�Ç)× Ê�ÅvÉ|Æ)È È<­�$HÅ�Ç�ÇQ×
G(x) − F (x)

è�Ï§�¡È�éxÍ�è��C×�Ö�Í�Ö�Ö�×
I
Å*Ö�Í3è�ÏÝè�Ö�Å*Ì-È Ê�Ê)È

C ∈ 8 Ê�Í�Ç�Å*Ï®$mÅ�Ç�ÇQ×
G(x) − F (x) = C

é¡È�Í�éxÍ�Ö�Ö�È
x ∈ I.çxÍ�Ç�Å*Ï

G = F + C
� ¹ { � { u {

zq{�¯ T
U=W~¹ø\�y¡�H�?W { !íÇ)Ê�Í?éxÉ(�CÈ�É|émÊ�Å*Ï
f
È�Ï Ç)Í�ê|Å*Æ)Í��CÈ�È�Ç�ÇQÈ($xéxÉ|Ï

f : 8 → 8 , f(x) =

{
x− 1,

Îaè�Ê
x ≥ 1,

−x+ 1,
Îaè�Ê

x < 1.
ÒhÈCÎaè ÍÿÇ�Ç�É|Ì-È�Ö�Ö�È3�C×�Ö�ÅvÍ��|Í�Ï

] −∞, 1[
Î�È

[1,∞[
Ê�È È�ê|È È�Ï

F (x) =

{
1
2x

2 − x+ C1,
Îaè Ê

x > 1,
− 1

2x
2 + x+ C2,

Îaè Ê
x < 1,

ÌKÍ�Ê)Ê�×w�CÈ�é�Í�è�Ç
C1
Î�È
C2

��è Í��CÈ�Çhè�Ö�Ö�ÈKÅvÆ�ÍBÖ�É|éxÉCÎ�Èp�zÃnÉ(�CÈ�É|émÊ�ÅvÏ
F
è Ï�è�Ö�Ç)È��CÈ
Î�ÈCÇ)é�É%�¡È�Ì3��ë�Ê

Ë|Í�ÊaÇ)Å*ÅvÊ)Ê)×
x = 1

$CÎaè�Ç�Å*Ï
lim

x→1+
F (x) = lim

x→1−
F (x)

Å*Ö�Í
1/2− 1 + C1 = −1/2 + 1 + C2

Å*Ö�Í
C1 = C2 + 1

� 9 � ÇhéxÉ(�CÈ�ÉpÊ
F : 8 → 8 $

F (x) =

{
1
2x

2 + C + 1,
Îaè Ê

x ≥ 1,
− 1

2x
2 + x+ C,

Îaè Ê
x < 1,

è�Ï-êmÅvÆ�Í#��è ÍÿÇ)É(�CÈ�°1Î�È
F ′(x) = f(x)

éCÈ�Í�é�Í�Ö�Ö�È
x ∈ 8 Å*Ö�Í F è�ÏKéxÉ(�CÈ�É|émÊ�Å*Ï f È�Ï�Ç�Í�êmÅ*Æ)Í��CÈ ÈCÇ�ÇQÈ|�: È�éxÍ�è�Ï

C
éC×��mêmÅvÊ)Ê�×cÖ�×�Ë|ÍHéCÈ�Í�éxéxÍHÆ�Å=È�È�Ö�Í�Ö�É(�xÉmÇ�ÊC��Ï�Ç/���-ÏpÊv� ���%�s���"� ��� �*� � � � � � Å*Ö�ÍmÎaè É|éxé�è {F |

C ∈ 8 } $pÎaè�éCÈ�è ÏEé¡È�Í�éxéxÍ�Å*ÏøéxÉ(�CÈ�ÉpéxÊ�Å*Ï f È�Ï�Ç�Í�êmÅ*Æ)Í��CÈ ÈCÇ�Ç)è�ÎaÅvÏ Îaè É|éxé�èz�D� è Ê�Å=Ê�Í�ÌKÅ*Æ)éxÍ�émÊ�Í�pÈ�Ö�ÉmÇQÈ�È�Ï®$�Å*Ç�ÇQ×
F (0) = 0

$mÏ|Í�Í�Ï
C = 0

�
zq{¡± T
U=W~¹ø\�y¡�H�?W { FVÈ�Å*Ç)È�È�Ï éxÉ(�CÈ�É|émÊ�ÅvÏ

f : 8 → 8 , f(x) =

{
x2 + 1,

Îaè Ê
x ≥ 0,Å x ,

Îaè Ê
x < 0,

Ê�Å�È�Ï�Ç�Í�êmÅvÆ�Í#�CÈ�ÈCÇ�Ç)È
F : 8 → 8 $zÎaè Ö�Ö�Å F (1) = 2

�@ÒiÈCÎaè�Í�Ç�Ç)É|Ì-È�Ö�Ö�È��C×�Ö�Å*Í#�|Í�Ï
] − ∞, 0[

Î�È
]0,∞[

Ïp×"�pêp×�×�Ï��|Å�Ç)ÍNÈ�Ï�Ç)Í�êmÅvÆ�Í#�CÈ�È�Ç)ÈCÇ�Ï|Í�Í�Ö�Ö�×(7

F (x) =

{
1
2x

2 + x+ C1,
Îaè�Ê

x > 0,Å x + C2,
Îaè�Ê

x < 0
ÌKÍ�Ê)Ê�×

C1, C2 ∈ 8 �;!'�pêmè Ê�Ç)È F (1) = 2
Ê�Å*É|ÆQÈ�È

1/3 + 1 + C1 = 2
Å*Ö�Í

C1 = 2/3
��+Bè�Í�Ï|ÅvÏ

�CÈ�éxÍ�è Ê�È È�ê|È È�Ï éxÉ(�CÈ�ÉpéxÊ�Å*Ï
F
Î�ÈCÇ)éxÉ(�xÉ|ÉpêmÅ=ÊaÇQÈ($�Ê�Í�Ö�Ö�× Ê�Í�Ö�Ö�è Í�Ï

F
è�ÏºÎ�ÈCÇ�éxÉ(�CÈ5Å*Æ)ÍÿÇ/�xÍ�Ê�Å=ÊaÇ)Í

Ë|Í�ÊaÇ)Å*ÅvÊ)Ê)×
x = 0

$CÎaè Ö�Ö�è�Í�Ï
lim

x→1−
F (x) = lim

x→1+
F (x)

Å*Ö�Í
1/3 · 03 + 0 + 2/3 =

Å 0 + C2
Å*Ö�Í

C2 = −1/3
�BçmÍÿÇ)Å*Ï²�zÈ�Å�Ç)É|émÊ�Í÷È�Ï�Ç�Í�êmÅvÆ�Í#�CÈ�ÈCÇQÈ�émÊ�Í

é�ÅvÖ�ËpÈ È3�CÈ�Í�Ï
F (x) =

{
1
3x

3 + x+ 2
3 ,

Îaè Ê
x ≥ 0,Å x − 1

3 ,
Îaè Ê

x < 0.: Í�Å*Ö�×iè Ï�ÇQÈ�Æ)é¡È ÊaÇ)Å�Ç�Ç)È��CÈ($=Å�Ç�Ç)×VÇ)×�ÌK×VéxÉ(�CÈ�ÉpÊ1è ÏcêmÅvÆ�Í#��è ÍÿÇ)É(�CÈhè�Æ)Í�Õ�è Ê)Ê)È@Î�È
F ′(0) = f(0)

��çxÅ
��è Í�ê|È È�Ï,Ç)Å��pêp×íÎ�×�Ö�Ö�Å*ÅvÏÁÇQÈ�Æ)é¡È ÊaÇ)Å*Ö�Å*Ì-È�Ö�Ö�È�Å*Æ)è�Ç)ÉpÊ�è�Ê�È�Ì-×�×�ÆQ×�ÏnÆQÈCÎ�È�Ô�È�ÆC� è È÷è�Æ)Í�Õ è Ê)Ê�Èp��IVÅ*Æ)Í�� è�Í�Ô
Ç�É(�xÉ|ÉzÊoè Æ�Í�Õ�è�Ê�Ê)ÈnÊ�ÅvÉ|Æ)È È,Ì3� ë ÊöÊ�Í�ÍÿÇQ×($�Å�Ç�Ç)×�ÆQÈCÎ�È�Ô�È�ÆC� è

limx→0 F
′(x)

è�Ï�è�Ö�Å*Ì-È Ê�Ê)È Î�È
F
è Ï

Î�ÈCÇ)é�É%�¡È�³���ÃVè Ê�éCÈhÇ)É|è,ÆQÈCÎ�ÈCÔ�È�ÆK��èiè�Ï�r
= f(0)

$�ÏpÍ�Í�ÏKÖ�ë.�mêmÅ*Ç�Ç/�
F
è�Ïw�pÈ�Å�Ç�Ç)É-È�Ï�Ç�Í�êmÅ*Æ)Í#�¡È ÈCÇ�Ç)È|�

´�µ·¶J¸�¹»º�¼�½,¾�¿6À»¹�½6Á@¾
Â�À�½6¸�º1Ã�µ�ÄaÀ»Å�Â�Â6¼
x, x0 ∈ I Æ x 6= x0

µ"Ç�¹»À»À»Â�¹»È,É�Â�À»À�½6Å�¹»È
ξ
À»¸�Å�¸KÉ|Ã/È

x
É1½

x0
¾6¿6À»¹»º|¼1¿�Ê.¿K¼|ÃgÃ

`

G(x) − F (x)
´

−
`

G(x0) − F (x0)
´

=
`

G′(ξ) − F ′(ξ)
´

(x − x0) = 0 · (x − x0) = 0.

Ë�µ¬Ì®¿6ÍH¿l¾6½�½K¼1¹»¹;Î�¹»Ã/ÍH½6ÈÏÀ�½6º1Å�Ã/ÍG¹»º|¼1½�µ�Ðf¿6À»Ã/¹»À»À�¿
] −∞, 1[

É1½
]1,∞[ F

Â�ÈJÊ"Â�À Ñ�È�Â�ÍG¹ Æ É1½¢º|Ã,Ò�Ã/Á|¹ ¾
Â�¹»Ò.½�½6ÈÊ"Â6¼|ÃgÈ�º1º1¹ Ó�¸�È�Å
¼|¹»Â�È3Ò�ÃgÁ�¹ ¾
Â�¹»ÍG¹»º1º1¿�¿6È�È�Ô�È3½g¾�¸�À»À�½�µ�Õq¹»º�¼1Ã/Ã/º1º1¿
x = 1

Â�È?Ñ�Å�º1¹»È�Å�Ã/Á@¼�½6¹»º|¹»È�¼1½ÏÀ�½6º|Å�Ãg½>Ã/Á�Â6¼1¸�º|Â�º�½KÖÍH¿�¿6Á|¿6È
(F (1 + h) − F (1))/h

Á1½KÉ|½KÖ@½6Á@¾
Â
½ Æ Å�¸�È h → 0
É|½�Î�¸�Â�ÍH½K¼1½ Æ Ãs¼|¼1¿¢º1ÃfÂ�ÈÏÈ�Â�À»À�½�µ×�µ¬Ì®¿6º1º1¿6Å�¹»È3º1Âg¾
Ã/À»À»Ã/¼1½�½6È0¾6¿6À»¹�½6Á�¾
Â�À�½6¸�º1Ãs¼|¼1½ Æ É�Â�È�ÅK½ÏÍ�¸�Å6½�½6È3À»¸�Å�¸KÉ|Ã/È 0

É|½
h
¾�¿6À»¹»º1º1¿>Â�È3À»¸�Å�¸

ξ
º1¹ ¼|Ã/È ÆÃs¼�¼�¿

F (h) − F (0)

h
= F ′(ξ) = f(ξ) → f(0),Å�¸�È

h → 0 Æ º1¹»À»À�¿ f
Â�È�É|½K¼1Å�¸�¾6½�µ

«



zq{�Ø�} ß|ßmyCWYu=\�}9¹øß {LÙ��.�
F : I → 8 �.���.� �.� ���.���
� f : I → 8Ú� �q�|�����
��� �.��� �|� � �G�%�������"�;Û

��� ��������� f Ü � ��� � ��� � � ��ª"�"Ý3���q������� ��� ���a�"� F (x)+C
�a�0�¡�6� � C ∈ 8 �'© � ����ª"���Þ�w���C�"��� ��� �

∫

f(x) dx = F (x) + C, C ∈ 8 .
Ù;���>�.� �.� ���.���
��� � f �.� � �%�1��������� �.��� �1� � �l�q������� � �ß�.� ��� �(�����|� � f �.�����%�s�1���C�"���|� �.� �
zq{¡à�� Z1�$¹ø{|ZBuvZ1U { Ã,È�Í�é�Í�Ö�Ö�È°é�É%�¡È�É|émÊ�Í�Ö�Ö�È°Å*Í@è�Ö�ÅcÍ�Ï�Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�Í�)YÉ|Ï|é�Ç�Í�è�ÇQÈ|�$çmÅ*Ö�Ö�È�Í�Ï|ÅvÏØè ÏØÅvÊ�Í�Ô
ÌKÅ*Æ)é�Í�émÊ�Í

f : 8 → 8 , f(x) =

{
1
x ,

Îaè�Ê
x 6= 0,

0,
Îaè�Ê

x = 0.+Nè Í�Ê)È�È�ÖÿÇQÈJ�xéxÊ�Í�Ï|é�ÅvÆ�ÇQÈ�Í�Ê�ÅvÏ|éxÍ�ÏKéxÉ(�CÈ�É|émÊ�Å*Ï-Í�Ï�Ç�Å*Õ Æ)È È�Ö�Í*)YÉpÏ|é�Ç�Í�è�Ï-Ö�ë.� ÇQ×�ÌKÍ�Ï|Å*Ï�� è�Ípè Ö�Ö�È?�CÈ�Í�é�Å*Ô
È�Èp�a&VÏøè�Ö�Å*Ì-È Ê�Ê)È�Ì3��ë�Ê�Ê�Å*Ö�Ö�È�Í�Ê�Í�È���émÊ�Í�Ïpé�Å*Æ�Ç)È�Í�Ê�Í�È éxÉ(�CÈ�É|émÊ�Í�È($mÎaè Í�ê|Å*ÏøÍ�Ï�Ç�Å*Õ Æ)È È�Ö�Í*)YÉpÏ|é�Ç�Í�è�Ç
Å*Í#�C×CÇ�è�Ö�Å,È�Ö�é�Å*Í�Ê�é�É%�¡È�É|émÊ�Í�È($xÅ=Ê�Í�ÌKÅ*Æ)é�Í�émÊ�Í

1√
1 + x4

,
1

lnx
,
Å x2

,
sinx

x
.

dfe|á â�ilk;o-ã,p(älmgåæmgç<èatat-r'äDé<t
v�Ï�Ç�Å*Õ Æ)È È�Ö�Í*)YÉpÏ|é�Ç�Í�è�ÏKÌ-×�×�Æ)Í�Ç�Å*Ö�Ì-×�Ê�Ç)×÷Î�ÈcêmÅ*Æ)Í�� è�Í�Ï�Ç�Í�é¡È È���è Í�Ê�Ç)È
Ê�È È�ê|È È�ÏKÍ�Ï Ç)Å*Õ Æ�è Í�Ï�Ç�Í�éCÈ�È�� è�Î�È|�
zq{¡ê�¦ {|Z1Uv\ {
f(x) = F ′(x) F (x)

� ��� ����� �.� �*�
a (a = ��� �.��� ∈ 8 ) ax+ C 8
xp, p ∈] − 1,∞[ 1

p+1x
p+1 + C 8 , ����� p ∈ ë

xp, p ∈] −∞,−1[ 1
p+1x

p+1 + C ] −∞, 0[
� � � ]0,∞[,

�����
p ∈ ì

1
x ln |x| + C ] −∞, 0[

� � � ]0,∞[Å x Å x + C 8
ax, a ∈]0,∞[\{1} ax

ln a + C 8
sinx − cosx+ C 8
cosx sinx+ C 8
tanx − ln | cosx| + C ] − π

2 + nπ, π
2 + nπ[, n ∈ ì

cotx ln | sinx| + C ]nπ, nπ + π[, n ∈ ì
sin−2 x − cotx+ C ]nπ, nπ + π[, n ∈ ì
cos−2 x tanx+ C ] − π

2 + nπ, π
2 + nπ[, n ∈ ì

sinhx =
Å

x −
Å

−x

2 coshx+ C 8
coshx =

Å
x +
Å

−x

2 sinhx+ C 8
1√

1−x2
arcsinx+ C ] − 1, 1[

1
1+x2 arctanx+ C 8

1√
1+x2

arsinhx+ C =

= ln
(
x+

√
1 + x2

)
+ C 8

1√
x2−1

arcoshx+ C =

ln
∣
∣x+

√
x2 − 1

∣
∣ + C ] −∞,−1[

� � � ]1,∞[
1

1−x2 artanhx+ C =

= 1
2 ln 1+x

1−x + C ] − 1, 1[
1

1−x2 arcoth x + C = 1
2 ln 1+x

x−1 + C ] −∞,−1[
� � � ]1,∞[

f(x)nf ′(x), n 6= 1 1
n+1f(x)n+1 + C

f ′(x)
f(x) ln |f(x)| + C

çxÅ*ÉpÆ)È È��¡È�émÊ�Í|éC× Ê�Í�Ç�ÅvÖ�Ö�×�×�Ï-Ì�ÅvÏ|Å�Ç)Å*Ö�ÌKÍ�×%$�Îaè�Í�Ö�Ö�ÈÁÌ�è Ï|Å�ÇöÍ�Ï�Ç�ÅvÕ�Æ)è�Í�Ï�Ç�Í�Ç�Å���ÇQ×��¡×�Ç,��è Í�ê|È È�Ï
ËpÈ�Ö�È�É|Ç�Ç)È È Ç)È�ÉpÖ�É|é è�Í�Ç�ÉCÎaÅvÏøÈ�Ö�é�ÅvÍ�Êg)YÉ|Ï|é�Ç�Í�è�Í�êmÅvÏÝÍ�Ï�Ç�ÅvÕ�Æ)è�Í�Ì�Í�Ê�Å*émÊ�Í;�-+�×�Æ)é�ÅvÍ�ÌKÌ-×CÇ,Ïp×�Í�Ê�Ç)×�ÌKÅ*Ô
Ï|Å�Ç)Å*Ö�ÌKÍ�Ê�Ç)× è.�CÈCÇ�Í�Ï�Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�Í�Ï5Ö�Í�ÏpÅvÈ�È�Æ�Í�Ê�É|ÉpêmÅvÏí����ëmê;�xÏ�Ç)×�ÌKÍ�Ï|ÅvÏ-$3Í�Ï Ç)Å*Õ Æ�è Í�Ï�Ç�Íiè Ê�ÍÿÇ�Ç)È�Í�ÏÝÎ�È
ÌÁÉ|É|Ç�Ç�É�Î�È�Ï��CÈ�Í#� Ç)èp�

¯



zq{|z�î§¦ {pZBU=\ { s�t6u=\xwpyC{|{|}9W~tø}9W~t1\x{|{myCW~U=ZBZ1U {'~¢� �����"�-�"� �.� ���.�6����� � f : I → 8 � � g : I → 8���%�s���"� ��� ��� �6�;�;�.�1���y� � k ∈ 8 �y© � ����ª.���²�0ï�ª.�?�"� ��� ����������� �
ð f + g : I → 8 � � kf : I → 8�.�����q������� ��� ��� �6�;���"�1���H� �
∫

(
f(x) + g(x)

)
dx =

∫

f(x) dx +

∫

g(x) dx,
4ar ��r�5

∫

kf(x) dx = k

∫

f(x) dx.
4ar � ��5

©%���.�¡���1����� &VÖ�é èxè�Ï
F
éxÉ(�CÈ�É|émÊ�Å*Ï

f
È�Ï�Ç)Í�êmÅvÆ�Í#�CÈ�È�Ç�Ç)È
Î�È

G
éxÉ(�CÈ�É|émÊ�Å*Ï

g
È�Ï�Ç�Í�êmÅ*Æ)Í#�¡È ÈCÇ�Ç)È|�

çxÍ�Ö�Ö�è�Í�Ï�ê|Å*Æ)Í��CÈ�È�Ç)È�Ï Ö�Í�ÏpÅvÈ�È�Æ�Í�Ê�É|ÉpêmÅvÏ°Ï|è�Î�È�Ö�Ö�È
d

dx

(
F (x) +G(x)

)
= F ′(x) +G′(x) = f(x) + g(x)

Î�È
kF (x) = kF ′(x) = kf(x)

éCÈ�Í�é�Í�Ö�Ö�È
x ∈ I

�zçxÍ�Ç�ÅvÏ
F +G

è�Ï�éxÉ(�CÈ�É|émÊ�Å*Ï
f + g

È�Ï�Ç�Í�êmÅvÆ�Í#�CÈ�ÈCÇ�Ç)ÈiÎ�È
kF
è�Ï�éxÉ(�CÈ�É|émÊ�Å*Ï

kf
È�Ï Ç)Í�ê|Å*Æ)Í��CÈ�È�Ç�ÇQÈ|�  ×�×�Æ)× ×�Ì-×CÇ�Ç�ë ÌK×�ÏØÍ�Ï�Ç�Å*Õ Æ)È È�Ö�Í�Ï Ì-×�×�Æ)Í�Ç�Å*Ö�Ì-×�ÏÝÏ|è�Î�È�Ö�Ö�È é¡È È��CÈCÇ24ar ��r�5

Î�Èx4ar�����5öË|Í�Ç)×��C×�ÇhËpÈ�Í�éxé¡È�ÏpÊ)È|� ¹ { � { u {
zq{|zqz T
UvW9¹ø\�y=�H�?W { Ã,È�È�� è�ÎaÅvÏw4�r���r�5mÎ�È34ar � ��5?È��xÉ|Ö�Ö�ÈhËzè Ö��xÏ|è Ì�Í�ÏÁÍ�Ï�Ç�ÅvÕ�Æ)è�Í�Ì�Í�Ï|ÅvÏ,ËpÈ�Ö�È�ÉmÇ)É|É
Ëzè�Ç�ÅvÏpÊ�Ê�Í�)YÉ|Ï|é�Ç�Í�è�Ï�Í�Ï�Ç)Å*Õ�Æ)è�Í�ÌKÍ�Ê�Å*émÊ�Í|7

∫

(1 + x2) dx =

∫

(1 + 2x+ x2) dx =

∫

1 dx+ 2

∫

x dx +

∫

x2 dx

= x+ 2 · 1

2
x2 +

1

3
x3 + C = x+ x2 +

1

3
x3 + C.

FhÉ|è Ì-È�È($xÅ*Ç�Ç)×Ké è�Ö�ÌKÅvÊ�Ç)ÈcÅ*Æ)ÍHÍ�Ï�Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�Í�ÊaÇQÈ�Ç)É|Ö�Å��CÈCÇH�CÈ�éxÍ�è�ÇG��è Í�êpÈ�È�Ï����pêmÍ�ÊaÇQ×�×0�<�zêmÅ*émÊ�Í9�
zq{|z;� T
UvW9¹ø\�y=�H�?W { ì@è�Ç)Å*ÏpÊ)Ê�Í�Å*ÏKÊ�É|ÌKÌKÈ%$�Îaè Ê)Ê)Èiè ÏcÏ|ÅvÕ È�Ç�Í�Í��xÍ�Ê�Í�È
Ëzè�Ç�Å*ÏzÊ�Ê�ÅaÎ�È%$CËpÈ�Ö�È�ÉmÇ)É|ÉKÊ�Å*Ô
éxÍ�Ï�Ëzè�Ç�ÅvÏpÊ�Ê�Í�Å*Ï�Í�Ï�Ç)Å*Õ�ÆQÈ�È�Ö�Í�Å*Ï°Ö�È Ê�é Å*ÌKÍ�Ê�Å*émÊ�Í|7

∫ ( 3

x2
+ 6x2

)

dx = 3

∫

x−2 dx+ 6

∫

x2 dx

= 3 ·
(
− x−1

)
+ 6 · 1

3
x3 + C = −3x−1 + 2x3 + C.

v�Ï�Ç�Å*Õ Æ�è Í�ÌKÍ�Ê�ÅvÏ�Ç)É|Ö�è�Ê è�Ï��xÍ�Í�Ê�È ÊaÇQÈcÇ)È�Æ)éCÈ�Ê�Ç)È ÈÁêmÅvÆ�Í#��è Í�êmÅvÏ-7
d

dx

(
− 3x−1 + 2x3 + C

)
= −3 ·

(
− x−2

)
+ 2 · 3x2 + 0 = 3x−2 + 6x2.

zq{|z�  T
UvW9¹ø\�y=�H�?W { � è�Í�êmÅ*Ï|éxÍ�Ï3���pêmÍ�Ê�Ç�Å�Ç�Ç/�=ÎaÅ*Ï�é�É%�¡È�ÉpÊ�Ç�Å*ÏcÍ�Ï�Ç)Å*Õ�Æ)è�Í�ÌKÍ�ÏpÅ*ÏcÊ�ÉCÎaÉ|É�Í�Ï Ç)Å*Õ Æ)È ÈCÔ
Ö�Í�Ï�Ö�Í�Ï|ÅvÈ È�Æ)Í�Ê�É|Épê|Å*Ï�È���ÉpÖ�Ö�È(7

∫

cos 3x dx =

∫
1

3
3 cos 3x dx =

1

3

∫

3 cos 3x dx =
1

3
sin 3x+ C,

Ê�Í�Ö�Ö�×
D sin 3x = 3 cos3x

�

dfe|ñ â�ilk;o-ã,p(älmgilk(m_ä'ç�msk�k;tfmgi
&VÖ�é èxè�Ç

f, g : I → 8 êmÅvÆ�Í#��è ÍÿÇ)É(�xÍ�Èp�;+NÉ|Ö�è�Ï'êmÅvÆ�Í#��è Í�Ï�Ç)Í�éCÈ�È��CÈ�Ï�ÌÁÉ|éCÈ È�Ï
d

dx
f(x)g(x) = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)

éCÈ�Í�é�Í�Ö�Ö�È
x ∈ I.

+�×�Ê�Ç)×�Ê�È È�ê|È È�Ï�Ê�ÅvÉ|Æ)È È��CÈ�Ö�È�ÉpÊ�Å��
ò µ·óD¿6ÍH¿lÅ�¸�¾�½6¸�Å�º1Ãs¼DÍH¿�¿6Á|¹ ¼|Ã/À»À�¿�¿6ÈyÊ�¹»º�¼1Ã/¹ ¼�¼�¿6¹»È�ô

(f + g)(x) = f(x) + g(x)
É|½

(kf)(x) = kf(x)
µ

³



zq{|z<¥õ¦ {pZBU=\ {wöK÷ U=WYu*u={|W~U=W~t6u=\xwpyC�$W~t6uvW~�|{|{ ã|{ {¡ø�~�� �����.�
f
� � g : I → 8 ���
��� � �.���1� � � � ���6� �

f(x)g′(x)
���%�������C�.���1� �.� �Dùq�����#�.��� f ′(x)g(x)

�"�����q�������C�.���1� ��� � �
∫

f ′(x)g(x) dx = f(x)g(x) −
∫

f(x)g′(x) dx.

+�×�Ì-×'è ÏøéC×�� Ç�Ç�ë é�Å*Ö�Ë$è�Í�Ï|Å*ÏEéCÈ�È��CÈ�Ê�Í�Ö�Ö�è�Í�Ï-$NéxÉ|Ïí�pÈ�Ïpé¡È�Ö�È�Í�Ï�Ç�ÅvÕ�Æ)è�Í�Ç)È��CÈ�éxÉ(�CÈ�ÉpÊ3��è Í�ê|È È�Ï
éxÍ�Æ9Îaè�Í�Ç�ÇQÈ�ÈÁÇ�É|Ö�è�émÊ�Í

f ′g
Î�È
fg′
è�Ï��|Å*Ö�Ë|Ë$è-Í�Ï�Ç)Å*Õ�Æ)è�Í�ê|Èp�

zq{|z;¯ T
UvW9¹ø\�y=�H�$\�Üvß { r��G=BÈ�Ê�é�Å�ÇQÈ�È�Ï ∫ Å x x dx
� : È�Ö�Í�Ç)È È�Ï

f ′(x) =
Å x Î�È g(x) = x

$
Îaè�Ö�Ö�è Í�Ï�é Å*Ö�ËpÈ�È

f(x) =
Å x Î�È g′(x) = 1

�pçxÍ�Ç�ÅvÏ
∫ Å x x dx =

Å x x−
∫ Å x · 1 dx = x

Å x − Å x + C.

�m�¢v�Ï�Ç�Å*Õ Æ�è Í�êpÈ�È�Ï5è Ê�ÍÿÇ�Ç)È�Í�Ï ∫
ln x dx

� : È�Ö�Í�Ç)È�È�Ï
f ′(x) = 1

Î�È
g(x) = lnx

$NÎaè�Ö�Ö�è Í�Ï
é�ÅvÖ�ËpÈ È

f(x) = x
Î�È
g′(x) = 1/x

�pçmÍÿÇ)Å*Ï
∫

lnx dx =

∫

1 · lnx dx = x lnx−
∫

x · 1

x
dx = x lnx− x+ C.

Ãiè�Ê�éCÈ
D(x lnx − x + C) = 1 · lnx + x · 1/x − 1 = lnx

éCÈ�Í�éxÍ�Ö�Ö�È
x > 0

Î�È
�CÈ�Í�ÏøÏ|Í�Í�Ö�Ö�×%$NÏ|Í�Í�ÏøÍ�Ï�Ç)Å*Õ�ÆQÈ�È�Ö�Íoè�Ï Ç�èmêmÅvÖ�Ö�È�ú Ê�Å�$NÌKÍ�Ç)×ØÊ)È�È�Ç�Í�Í�ÏN�®=NÈ ÈCÎaÍ�ÏEÌKÈ��pêmè Ö�Ö�Í�ÏpÅ*Ï
�C×�Ö�Í

I =]0,∞[
�

q|�¢v�Ï�Ç�Å*Õ Æ�è Í�êpÈ�È�Ïnè�Ê�Í�Ç�ÇQÈ�Í�Ï
F (x) : =

∫ Å x sinx dx
� : È�Ö�ÍÿÇQÈ�È�Ï

f ′(x) = sinx
Î�È
g(x) =Å x $CÎaè�Ö�Ö�è Í�Ï�é�ÅvÖ�ËzÈ�È f(x) = − cosx

Î�È
g′(x) =

Å x �zçxÍ�Ç�ÅvÏ

F (x) = − Å x cosx+

∫ Å x cosx dx.

v�Ï�Ç�Å*Õ Æ�è Í�êpÈ�È�Ï è Ê�Í�Ç�Ç)È�Í�Ï è�Í�é�Å=È�Ï Ë|É|è Ö�ÅvÏ Í�Ï�Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�Í�È|� : È�Ö�ÍÿÇQÈ�È�Ï
f ′(x) = cosx

Î�È
g(x) =

Å x Îaè�Ö�Ö�è�Í�Ï é Å*Ö�ËpÈ�È f(x) = sinx
Î�È
g′(x) =

Å x �pçxÍ�Ç�Å*Ï

F (x) = − Å x cosx+
Å x sinx−

∫ Å x sinx dx =
Å x (sinx− cosx) − F (x).

9 ×�Í�Ï'Ê)È�ÈCÇ)Í�Í�Ï ï�û�� � ��ª $�Îaè Ê�Ç)È�ÆQÈCÇ)é¡È�Í�Ê�Ç)È È�Ï F (x) =
Å x (sinx− cosx)/2 + C.¦p�¢v�Ï�Ç�Å*Õ Æ�è Í�êpÈ�È�Ï è Ê�ÍÿÇ�Ç)È�Í�Ï ∫

x arctanx dx
� : È�Ö�Í�Ç)È È�Ï

f ′(x) = x
Î�È
g(x) = arctanx

$
Îaè�Ö�Ö�è Í�Ï�é Å*Ö�ËpÈ�È

f(x) = x2/2
Î�È
g′(x) = 1/(1 + x2)

�zçxÍ�Ç�ÅvÏ

F (x) : =

∫

x arctanx dx =
1

2
x2 arctanx−

∫
1

2
x2 1

1 + x2
dx.

Ãiè�Ê�éCÈ
x2/(1 + x2) = (1 + x2 − 1)/(1 + x2) = 1 − 1/(1 + x2)

$|ÏpÍ�Í�Ï

F (x) =
1

2
x2 arctanx− 1

2

∫

1 dx+
1

2

∫
1

1 + x2
dx =

1

2
x2 arctanx

−1

2
x+

1

2
arctanx+ C =

1

2
(x2 + 1) arctanx− 1

2
x+ C.

dfe@ü â�ilk;o-ã,p(älmgilk(m3ç�m*é<ä'm/k;ý>èGç�oDiþt-rGýÏÿgÿgt
� �pê|Í�Ê�Ç�Å*Ç/��Ï�éxÉ(�CÈ�ÉpéxÊ�Å*Ï�êmÅvÆ�Í#��è Í�Ï�Ç�Í�éCÈ�È��CÈ�ÅvÖ�ÍHé Å�Ç9ÎaÉpÊ�× ×�Ï�Ç�ëKÊ)È�Ï|èxè%$mÅ*Ç�ÇQ×

d

dx
f
(
g(x)

)
= f ′(g(x)

)
g′(x).

4ar � q<5
çxè.��ÅvÖ�Ö�Å�ÇQÈ�È�Ï Ê�ÍÿÇQ×�Ëzè�Ç�Å*ÏzÊ�Ê�Í�éxÉ(�CÈ�É|émÊ�ÅvÅ*Ï

xn $ n 6= 1
$mÎaè�Ïpé¡È'ê|Å*Æ)Í��CÈ�È�Ç�ÇQÈ è Ï

nxn−1 $|Î�È�Ö�è�ÔÕ È�Æ�Í�Ç�ÌKÍ�é�É%�¡È�É|émÊ�ÅvÅ*Ï
lnx

$ Îaè�Ï|éCÈ°ê|Å*Æ)Í��CÈ�È�Ç�ÇQÈ-è�Ï
1/x
�6çxÍ�Ö�Ö�è�Í�ÏØÊ�È È�ê|È È�Ï�Ö�È�ÉpÊ�Å*ÅvÏEr�� �-éCÈ�émÊ�Í

�xÍ�Í�ÌKÅ*Í�ÊaÇQ×cÍ�Ï�Ç�ÅvÕ�Æ)è�Í�Ï Ç)Í�éCÈ È��¡È È|�
��µ���È
¼1Ã���Á�Â�¹»È�È�¹»º|º�½G¾�½�½6È�¹ ¾6½K¼fÀ�½6º1Å�¸�¾�¹»Á|Î�Ã/Ãs¼,½6À�½K¼|¹ Æ É1½lº1¹»Å�º1¹�¼|¸�À»Â�Å�º|Ã/ÈJ¼�½6Á�Å6½6º�¼�½6ÍG¹»È�Ã/È?Ò�Ã/Á�¹ ¾
Â�¹»Ò�Ã/È_Â�È?½6¹»È.½¾�¹»¹»º�½6º�¼�½�µ

�



zq{|z�± T
UvW9¹ø\�y=�H�$\�Üvß { r��hçxè.� Å*Ö�Ö�Å*Ç)È È�Ï Ö�È�ÉpÊ�Å*Å*Ï r � �EÇ�è�Í�Ê�Å*émÊ�ÍÏ�xÍ�Í�ÌKÅ*Í�ÊaÇQ×EÍ�Ï�Ç)Å*Õ�Æ)è�Í�Ï�Ç�Í�Ô
éCÈ�È��CÈ�È%7

∫

(x3 + 2)23x2 dx =
1

3
(x3 + 2)3 + C, C ∈ 8 ,

Ê�Í�Ö�Ö�×w�CÈ�Ö�Í�Ç)È�È�Ï
n = 2

Î�È
f(x) = x3 + 2

$¡Îaè�Ö�Ö�è�Í�Ï
f ′(x) = 3x2 ��m�G=NÈ�ÉpÊ�ÅvÅ*ÏÝr�� �L��Í�Í�Ì�ÅvÍ�Ê�Å*Ö�Ö�×cÍ�Ï�Ç�ÅvÕ�Æ)è�Í�Ï Ç)Í�éCÈ È��¡È�Ö�Ö�È�Ö�È�Ê�é�Å*Ç)È È�Ï-7

∫
1

2x− 3
dx =

1

2

∫
2

2x− 3
dx =

1

2
ln |2x− 3| + C,

ÌKÍ�Ê)Ê�×
C ∈ R

Î�È
I =] −∞, 3/2[

Ç)È�Í
I =]3/2,∞[

$|Ê�Í�Ö�Ö�×L�CÈ�Ö�ÍÿÇQÈ�È�Ï
f(x) = 2x− 3

$
Îaè�Ö�Ö�è Í�Ï

f ′(x) = 2.

ÃnÅ�Ç9ÎaÉpÊ�× ×�Ï|Ïpë�Ï§4�r�� q�5÷È��xÉ|Ö�Ö�ÈKÊ)È�È�êpÈ�È�Ï Ê�ÅvÉ|Æ)È È��CÈÁÖ�È�ÉpÊ�Å��
zq{|z;Ø�¦ {pZBU=\ {y} Z1ZBu*uvZxÜ={|t6ã|{|W9[6uv�z�|{|{�ã|{ {�~¢� �����.�

g : I → 8 ���
��� � �.���1� ��� �3ùq�������"��� g�.� �.������� ����� I ��� ��������� J ⊂ 8 �l~¢� �����"�����¡� � �.��� F : J → 8 �"� ��� ��������� f : J → 8S� �%�1������Û��� ����� �1� � �aùq�����#�.��� f(
g(x)

)
g′(x)

�"�����%�s�1���C�"���|� �.� � � � � ���.����� � x ∈ I
� � ���6�

∫

f
(
g(x)

)
g′(x) dx =

∫

f(u) du
4ar � ¦�5

�0�¡�6� � u = g(x)
�

©%���.�¡���1����� ÃVè Ê�é¡È
g
è Ï�Î�È�Ç�éxÉ(�CÈ($mÊ�ÅVéxÉ(�CÈ�È3�C×�Ö�Í�Ï

I
Îaè éxÊ�Í�é�Í�Ï��C×�Ö�Í�émÊ�Í	�

J ⊂ 8 �mÃnÅ�Ç9ÎaÉpÊ)×�×�Ï|ÔÏ|ë�Ï�4ar � q<5öÏ|è�Î�È�Ö�Ö�È
F

(
g(x)

) è Ï�êmÅvÆ�Í#��è ÍÿÇ)É(�CÈVÎ�È
d

dx
F

(
g(x)

)
= F ′(g(x)

)
g′(x) = f

(
g(x)

)
g′(x)

éCÈ�Í�é�Í�Ö�Ö�È
x ∈ I

�pçxÍ�Ç�Å*Ï
f
(
g(x)

)
g′(x)

è�Ï Í�Ï�Ç�ÅvÕ�Æ)è�Í�Ç�É(�CÈhÎ�ÈcÊ�Å*Ï�È�Ï�Ç�Í�êmÅ*Æ)Í#�¡È ÈCÇ�Ç)È�è Ï
F

(
g(x)

) �
9 ×�Í�ÏÝè�Ö�Ö�ÅvÏ éCÈ È��¡È�Ï 4�r�� ¦<5Ï�CÈ�Ê�Å*ÏÝË|É|è Ö�Ííè Ï

F
(
g(x)

)
+ C

�BçxÅ-è ÏÝÊ)È�Ì-È éxÉ|Í�Ï
F (u) + C

$
Îaè�éCÈ�Ë|É|è Ö�Å=ÊaÇQÈ�È�Ï è�Ï ∫

f(u) du
� ¹ { � { u {

zq{|z�à T
UvW9¹ø\�y=�H�$\�Üvß { r��G=BÈ�Ê�é�Å�ÇQÈ�È�ÏÁÌÁÉpÉmÇ�Ç)ÉCÎ�È�Ï��CÈ�Í#��Ç�è�éCÈ È��¡È�Ö�Ö�È ∫
x3 cosx4 dx

� ÃnÉmÔ
�CÈ�ÉpÊ

cosx4 è Ï����pê|Í�Ê�Ç�Å*Ç�Ç/��éxÉ(�CÈ�ÉzÊ�$=Îaè�Ç)Å*Ï�È�Ê�Å�Ç)Å�Ç)È È�Ï f(x) = cosx
Î�È
g(x) = x4 $Îaè�Ö�Ö�è Í�Ï

g′(x) = 4x3 Î�È°é�Å*Ö�ËpÈ È F (x) = sinx
�HçxÍ Îaè ÍÿÇ)ÉpÊ

u = g(x) = x4 Î�È�ÌcÉ|ÉmÇ�ÔÇ�ÉCÎ�È�Ï��¡È�Í���Ç)è�éCÈ�È��CÈ�È�Ï�Ç)È��CÈCÇ
∫

x3 cosx4 dx =
1

4

∫

f
(
g(x)

)
g′(x) dx =

1

4

∫

f(u) du =
1

4

∫

cosu du

=
1

4
sinu+ C =

1

4
sinx4 + C

éCÈ�Í�éxÍ�Ö�Ö�È
x ∈ 8

�m�G=NÈ Ê�é Å�Ç)È È�Ï ∫
(x2 − 1)42x dx

ÌcÉ|ÉmÇ�Ç�ÉCÎ�È�Ï<�CÈ�Í���Ç�è éCÈ�È��CÈ�Ï�È��xÉ|Ö�Ö�Èp� : È�Ö�Í�Ç)È È�Ï
f(x) =

x4 Î�È g(x) = x2 − 1
$HÎaè Ö�Ö�è�Í�Ï

g′(x) = 2x
Î�È é Å*Ö�ËpÈ�È

F (x) = x5/5
�oçxÍ Îaè�Í�Ç�ÉpÊ

u = x2 − 1
È�Ï�Ç)È�È

∫

(x2 − 1)42x dx =

∫

u4 du =
1

5
u5 + C =

1

5
(x2 − 1)5 + C

éCÈ�Í�é�Í�Ö�Ö�È
x ∈ 8 .

q|�G=NÈ Ê�é Å�Ç)È È�Ï0��Í�Å*Ö�× ∫
x/(x4 +1) dx

� 9 ��Ç,�CÈ�Ö�ÍÿÇQÈ�È�Ï
f(x) = 1/(1+x2)

Î�È
g(x) = x2 $Îaè�Ö�Ö�è Í�Ï

g′(x) = 2x
Î�ÈKé�ÅvÖ�ËzÈ�È

F (x) = arctanx
�zçxÍ Îaè�Í�Ç�ÉpÊ

u = x2 È�Ï�Ç)È È
∫

x

1 + x4
dx =

1

2

∫
2x

x4 + 1
dx =

1

2

∫
1

1 + u2
dx

=
1

2
arctanu+ C =

1

2
arctanx2 + C

éCÈ�Í�éxÍ�Ö�Ö�È
x ∈ 8 .
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�



Ã,È�Í�éxÍ�Ê)Ê�È�Ïz×�Í�Ê�Ê)×'ÅvÊ�Í�Ì�ÅvÆ�é Å*Í�Ê�Ê)×x�CÈ�Í#�pêmÅ*Ç�Ç�Í�Í�ÏºÌÁÉpÉmÇ�Ç)ÉCÎ�È�ÈØÅ*Ö�Í÷Ê�Í Îaè ÍÿÇ)Å�Ç�Ç�Í�Í�Ï
u = g(x)

Ê�ÍÿÇ)Å*Ï-$
Å�Ç�Ç)×ÁÊ)È�È�Ç�Í�Í�Ï��pÅ*Ö�Ë|Ëzè�Í�Ï Ç)Å*Õ Æ)È È�Ö�Í|Ö�È Ê�é Å�Ç�Ç)È��CÈ�émÊ�Í9��ÃnÉpÏ°Ê�ÅVè�Ö�ÍzÖ�È�Ê�é�Å*Ç�Ç)É-$ ËzÈ�Ö�ÈCÇ�Ç)Í�Í�Ï°È�Ö�éxÉ|Ë$Å*ÆQ×�Í�Ô
Ê�ÅvÅ*ÏÝÌÁÉ|É|Ç�Ç�É�Î�È�È�Ï

x
�BÃnÉ(�CÈ�É|émÊ�Å=ÊaÇQÈ

g
ÅvÍ3Ç)È�ÆC�xÍ�Ç)Ê�Å-è�Ö�Å�Ç�Ç)È�È��|Í ÎaÅ*é�Ç)Í�Í#�xÍ�ÊC��� Ç�Ç)×p�  É|ÉmÇ)Å*Ï|éxÍ�Ï

Ö�È Ê�éxÉpÊ)Ê)ÈhÎ�Èw�C×�Ö�Í�Ï
I
ÌK× ×�Æ)ÍÿÇ�Ç)×�Ì�Í�Ê�ÅvÊ)Ê�×0��è ÍHè�Ö�Ö�È�ÌKÅ*Ö�é�è��xÉ|è Ö�Å*Ç�è�Ï®$¡Îaè Ê�Ö�È�Ê�éxÉ|ÏÁÎ�×�Ö�é Å*ÅvÏ ÇQÈ�Æ�Ô

éCÈ�Ê�Ç�Å�ÇQÈ�È�Ï êmÅvÆ�Í#��è Í�êmÅvÏ-$mè�Ïpé�èKÊ�È ÈCÇ�É Ç�ÉpÖ�è�Ê è�Í�é�ÅvÈp�|çmÈ�Ì-È�Ö�Ö�È�Ê�Å*Ö#�xÍ�× ×ÁÌ0��ë�Êl�C×�Ö�Í
I
�|Å*Ö�Ëzè�ÊaÇ)Í9�

zq{|z�ê T
UvW9¹ø\�y=�H�?W { Ã,ÈCÇQÊ�è�Ç)È È�Ïx�xÍ�ÅvÖ�×-Å=êmÅ*Ö�Ö�Í�Ê�Å*Ï'Å=Ê�Í�ÌKÅ*Æ)é�Í�ÏÞ�xÍ�Í�ÌKÅ*Í�ÊaÇQ×�é è���Ç)È È|�%� è Ê�Ö�È�Ê�é�Å*Ô
Ì-È�Ö�Ö�ÈhÇ)È�ÍxÈ�ÆK�CÈ�È�ÌKÈ�Ö�Ö�È è�Ï�Ê�È ÈCÇ)É�Í�Ï�Ç)Å*Õ�ÆQÈ�È�Ö�Í�éCÈ�Ïpê|Í�ê|È ÈCÇ)Í�émÊ�Í 1

2 arctanx2+C
$vÏpÍ�Í�ÏcêmÅvÆ�Í#��è Í�Ï�Ç)Í

���pêmÅvÊ)Ê)× È�Ï Ç)Í�ê|Å*Æ)Í��CÈ�È�Ç)È�Ï��xémÊ�Í�éC×�Ê�ÍÿÇ�Ç�Å*Í�ÊC�<�mÊ�Ç�É|Ö�è�émÊ�Å*Ï²4~Ö�È�ÉpÊ�Å�r � ¦�5Vé¡È�ÏpÊ)Ê�È é�ÅvÆ�Ç)è�èq$6Å�Ç�ÇQ×�Í�Ï|Ô
Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�Í6è�ÏcÎaÉ|É|Æ)Í 1

2 arctanx2 + C
Î�È-Ê�ÅvÏ Ö�È�È�ÎaÍ�Ï�Ì-È"�pê|è�Ö�Ö�Í�Ï|Å*Ï��C×�Ö�Í?è�Ï

I = 8 $|Ê�Í�Ö�Ö�×
d

dx

(1

2
arctanx2 + C

)

=
x

1 + x4

éCÈ�Í�éxÍ�Ö�Ö�È
x ∈ 8 .

 É|ÉmÇ�Ç�ÉCÎ�È�Ï��¡È�Í���Ç)è�éCÈ�È��CÈ�ÈL� è�Í�ê|È�È�Ï éC×���Ç�ÇQ×�×�Ì3� ë Ê Ç)è�Í�Ê�ÅvÅ*Ï'Ê�ÉpÉ|Ï�Ç)È�È�Ï-7mÍ�Ï Ç)Å*Õ Æ)È È�Ö�Í�Ï
∫
f(u) du

Ö�È�Ê�é�ÅvÌKÍ�Ê�Å*émÊ�Í|Ê�Å�ÌÁÉpè�éCÈCÇQÈ�È�ÏKÌcÉ|è�Ç)è�è Ï ∫
f
(
g(x)

)
g′(x) dx

Ç�Åvé�Å*Ì-×�Ö�Ö�×,Ê�Í Îaè�Í�Ç�Épé Ô
Ê�Å*Ç

u = g(x)
Î�È

du = g′(x) dx
�'� ×�Ö�éxÍ�ÌKÌK×�Í�ÏpÅ*ÏºÍ�Ï�Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�Í÷Ö�È Ê�é Å�Ç)È È�Ï'Î�È Ê�Å*ÏØÎ�×�Ö�é�Å*ÅvÏ

ËpÈ�Ö�ÈCÇQÈ�È�ÏcÌcÉ|ÉmÇ�Ç)ÉCÎ�È�È�Ï
u
��çxÍ�Í�Ïz×nÇ)È�ÆC�xÍ�Ç)È�È�Ï-Ê�Í�Ç)×%$�Å�Ç�Ç)×

g
è�Ï��|Í ÎaÅ*é�Ç�Í�è��"$vÎaè�Ö�Ö�è Í�Ï

x = g−1(u)
�

zq{��%î T
UvW9¹ø\�y=�H�$\�Üvß { r��G=BÈ�Ê�é�Å�ÇQÈ�È�Ï ∫ √
1 − u2 dx

�C×�Ö�Í�Ö�Ö�×
I =]− 1, 1[

�|çxÍ Îaè ÍÿÇ)Å�ÇQÈ�È�Ï
u = sinx = g(x)

�G��è�Ç�ÇQÈEéxÉ(�CÈ�ÉpÊ
g
è�Ö�Í�Ê�Íy�|Í ÎaÅvé�Ç�Í�è%$÷è�Ï ÆQÈCÎ�ÈCÇ�Ç)È��CÈ ÅvÊ�Í�Ì�ÅvÆ�éxÍ�émÊ�Í

x ∈]−π/2, π/2[.
9 ��Ç

g′(x) = cosx
Î�È
x = g−1(u) = arcsinu

�mÃiè�Ê�éCÈ
1−u2 =

1 − sin2 x = cos2 x
$|Ï|Í�Í�Ï √

1 − u2 = cosx
$pÊ�Í�Ö�Ö�×

x ∈] − π/2, π/2[
�pçxÍ�Ç�ÅvÏ

∫
√

1 − u2 du =

∫

cosx cosx dx =

∫

cos2 x dx =

∫
1

2
(1 + cos 2x) dx

=
1

2
(x+

1

2
sin 2x) + C =

1

2
(x+ sinx cosx) + C

=
1

2
(x+ sinx

√

1 − sin2 x) + C =
1

2
arcsinu+

1

2
u
√

1 − u2 + C,

Ê�Í�Ö�Ö�×
cos 2x = cos2 x− sin2 x = 2 cosx −1

Î�È
sin 2x = 2 sinx cosx

�
�m�G=NÈ Ê�é Å�Ç)È È�Ï�éxÉ(�CÈ�É|émÊ�ÅvÏ

f : [0,∞[→ 8 , f(u) = 1(/1 +
√
u)
Í�Ï�Ç�Å*Õ Æ)È È�Ö�Í9�HçxÍ Îaè�Í�Ç�Å*Ô

Ç)È È�Ï
u = g(x) = x2 $CÎaè Ö�Ö�è�Í�Ï g : [0,∞[→ [0,∞[

è�Ïx�|Í ÎaÅ*é�Ç)Í�è,Î�È-ê|Å*Æ)Í�� è�Í�Ç�É(�CÈ($méxÉ|Ï
x > 0

$
g′(x) = 2x

�  É|ÉmÇ�Ç)ÉCÎ�È�Ï��CÈ�Í#��Ç�è é¡È È��CÈ�Ï°ÌcÉ|éCÈ�È�Ï
∫

1

1 +
√
u
du =

∫
1

1 + x
2x dx =

∫
2 + 2x− 2

1 + x
dx =

∫ (

2 − 2
1

1 + x

)

dx

= 2

∫

1 dx− 2

∫
1

1 + x
dx = 2x+ 2 ln(1 + x) + C

= 2
√
u+ 2 ln(1 +

√
u) + C.

+BÈ�Æ�éCÈ ÊaÇ)Å�Ç)È È�Ï°Ç�É|Ö�è Êhê|Å*Æ)Í�� è�Í�ÌKÈ�Ö�Ö�È(7
d

du

(

2
√
u− 2 ln(1 +

√
u) + C

)

= 2 · 1

2

1√
u
− 2

1

1 +
√
u

1

2

1√
u

=
1√
u

(

1 − 1

1 +
√
u

)

=
1√
u

1 +
√
u− 1

1 +
√
u

=
1

1 +
√
u

éCÈ�Í�é�Í�Ö�Ö�È
u > 0

�HìíÍ�Ê�Ç�ÅvÅvÊ)Ê�×
u = 0

Ê)È�È�Ç�ÉÝé�É%�¡È�ÉpÊnÅ*Íoè�Ö�ÅKê|Å*Æ)Í�� è�Í�Ç�É(�CÈ|� 9 ×�Í�Ï è�Ö�Ö�ÅvÏ
Í�Ï�Ç)Å*Õ�ÆQÈ�È�Ö�Í6è Ï�è Ö�ÅvÌ-È�Ê)Ê�È3�¡È�Í�Ïx�C×�Ö�Í�Ö�Ö�×

]0,∞[
�

q|� ì3È�Ö�ÈCÇ)È È�Ï éxÉ(�CÈ�É|émÊ�Å*Ï √
1 − u2

Í�Ï�Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�Í�Í�Ï �C×�Ö�Í�Ö�Ö�×
[−1, 1]

�  ÉpÉmÇ�Ç)ÉCÎ�È�Ï��CÈ�Í#��Ç�è�Ô
éCÈ�È��CÈ�Ï Ê�è.� Å*Ö�Ç)È�Ì�Í�Ï|ÅvÏ Ê�ÉCÎaÉ|É è�Ï|Õ Å*Ö�ÌKÍÿÇ�Ç)È($xÎ�È�Ê)È�È ê|È�È�ÏØÊ�È�Ì-È éxÉ(�CÈ�ÉpÊnÍ�ÏpÕ�ÆQÈ�È�Ö�Í�éxÊ�Í
éxÉ|Í�Ï§�xÖ�Ö�×|�HçxÅ�Å*Í1é�ÉpÍÿÇ)Å*Ï|éCÈ�È�ÏØè Ö�Å�êmÅ*Æ)Í�� è�Í�Ç�É(�CÈ-ËpÍ�Ê�Ç�ÅvÍ�Ê)Ê�×

1
Î�È −1

$�Îaè�Ç�ÅvÏ��C×�Ö�Í�émÊ�Í
Ié�ÅvÖ�ËpÈ È_�CÈ�Í�Ï

]− 1, 1[
�  É|ÉmÇ�Ç�ÉCÎ�È�Ï<�CÈ�Í���Ç�è Ö�È�ÉpÊ�Å*Å*Ï éCÈ�ÏpÊ)Ê�ÈÁÅ*ÍHè Ö�ÅVÆ�Í�ÊaÇ)Í�Æ)Í�ÍÿÇQÈ�È($xÊ�Í�Ö�Ö�×�Ê�Å

è�Ö�Å�Ç�Ç)È�È%$mÅ�Ç�Ç)×
f
è Ï Í�Ï�Ç�ÅvÕ�Æ)è�Í�Ç�É(�CÈ|�

� µ��%È�Ã/ÍGÊ.¿�¿�Ã/¹�¼�½6Á@¾�¹ ¼1º|ÃlÅ�¸�¾�½6¸�Å�º|Ãgº�¼�½
g
Â�À»Ãs¼�¼�½�½ Æ É�Â�ºDÂ�À»Ãs¼|Ã/¼1½�½6È Æ Ãs¼|¼1¿ f

Â�ÈJ¹»È
¼1Ã���Á�Â�¹ ¼1¸�¾�½�µ<Ç�Ã,Â�ÈJ¹ ¼|º1Ãg½KÖº|¹�½6º1º�½u¾6½6Î�¾6½�Â�À»Ãs¼1¸�ºgµ��-¹»Ã/ÍH½6È�È�Ö�¹»È
¼|Ã���Á|½�½6À»¹»ÈHÍ�¸�¸�¼|¼|¸6É|½6È�¾6½6¹»Î�¼|Â�À�½6¸�º1Ã/Ã/º1º1½�Â�À»Ãs¼1Ãs¼1½�½6È Æ Ãs¼�¼�¿ g
Â�È'É1½K¼|Å�¸�¾�½6º|¼|¹Ò�Ã/Á�¹ ¾
Â�¹ ¼1¸�¾�½ Æ g′(x) 6= 0

É|½
f
É1½K¼|Å�¸�¾�½ Æ Å�Â�º|Å6½¢À�½6¸�º|ÃgÃ/ÈJ¼|Â�Ò�¹»º|¼|¸�Å�º|Ã/º1º�½¢È�¹»¹ ¼�¿�¼1½6Á�¾�¹ ¼1½�½6ÈGÉ1½l¼|Â�¹»º�½�½6À ¼1½GÈ�¹»¹»º|¼1¿º|Ãg¸�Á1½�½¢Å�¸�¾�½6¸�Å�º|ÃgÈ

f
¹»È�¼|Ã���Á|Â�¹ ¼|¸�¾�¸�¸�ºCµ

rvS



 É|ÉmÇ�Ç�ÉCÎ�È�Ï��¡È�Í���Ç)è�ÌKÅ*Ï|Å*Ç�ÅvÖ�Ì-×�ÏEÊ�è.��ÅvÖÿÇQÈ�ÌKÍ�Ê�Å*ÅvÏ�ËpÈ�Ö�È�Ç)È�È�Ï-$6éxÉ|Ï(�pÈ�Ï è ÏØè�ËpÍÿÇ�Ç�É Í�Ï|Ô
Ç�ÅvÕ�Æ)è�Í�ÌKÈ È�Ï�ÆQÈCÇ)Í�è ÏpÈ�È�Ö�Í�)YÉ|Ï|é�Ç)Í�è ÍÿÇQÈÁÅvÖ�Í?éCÈ��pêmÅ*Ï�Ë$è�Ö#��Ïpè�ÌKÍ�Ï�è�Ê�È�ÌK× ×�Æ)Í�×p�

dfe�� � tDk(mgä'iHtutfÿgm��6ýÏiHè�k(m/ä'mCnHo®iþmgilk;o-ã,p(älmgilk(m
zq{��£z T
UvW9¹ø\�y=�H�?W { =NÈ Ê�é Å�ÇQÈ�È�Ï ∫

(5x+ 3)/(x2 + 2x− 3) dx
�;v�Ï�Ç�ÅvÕ�Æ)è�Í�Ç)È��CÈ�Ï�Ö�È�ÉzÊ�Åvé�é Å*ÅvÏ

Ï|Í�Ì�Í�Ç�ÇQ×CÎ�×�Ï�Ï|è�Ö�Ö�È�é�è��pê|È�Çoè.�CÈCÇ��
1
Î�È −3

$vÎaè�Ç)Å*Ï°ÏpÍ�ÌKÍ�Ç�Ç)×�Î�×�è Ï°Å*ÏzÊ�Í�ÌKÌK×�Í�Ê�Å*Ï È�Ê�Ç�Å*ÅvÏ�Ë$è�Ö#� Ô
Ï|è�ÌKÍ�Å*Ï

x− 1
Î�È
x+ 3

Ç�É|Ö�èp�%FiÉ|è�Ì-È�Ç)È�È�Ï-$xÅ�Ç�Ç)×
2

x− 1
+

3

x+ 3
=

2(x+ 3) + 3(x− 1)

x2 + 2x− 3
=

5x+ 3

x2 + 2x− 3
.

çxÍ�Ç�Å*Ï�Í�Ï�Ç�Å*Õ Æ)È È�Ö�Í�Ï Ö�Í�Ï|Å=È�È�Æ)Í�Ê�É|ÉzêmÅ*Ï Ï|è�Î�È�Ö�Ö�È
∫

5x+ 3

x2 + 2x− 3
dx = 2

∫
1

x− 1
+ 3

∫
1

x+ 3
dx = 2 ln |x− 1| + 3 ln |x+ 3| + C

éCÈ�Í�é�Í�Ö�Ö�È
x ∈ I

$|ÌKÍ�Ê�Ê)×
C ∈ R

Î�È
I =] −∞,−3[

$
I =] − 3, 1[

ÇQÈ�Í
I =]1,∞[

�
��è éCÈ�Í�Ï|Å*ÏEÆQÈCÇ)Í�è ÏpÈ�È�Ö�Í�)YÉ|Ï|é�Ç�Í�è

R = P/Q
$NÌKÍ�Ê�Ê)×

P
Î�È
Q
è.�CÈ�ÇÁËzè Ö��xÏ|è ÌKÅaÎ�È($D��è ÍÿÔ

ê|È�È�Ï Í�Ï�Ç�ÅvÕ�Æ)è�Í�ê|È È�Ö�é Å*Í�Ê/)YÉpÏ|é�Ç�Í�è�Í�êmÅ*Ï È��xÉ|Ö�Ö�È�4YÏ|Í�Í�Ç)×'è.�CÈCÇ,Ë$è�Ö#�xÏ|è�ÌKÍ�Ç�$?ÆQÈCÇ)Í�è ÏpÈ�È�Ö�Í�)YÉ|Ï|é�Ç�Í�è�Ç�$
Å*émÊ�Ëzè Ï|Å*Ï�Ç�Ç)Í*)YÉpÏ|é�Ç�Í�è�ÇNÎ�È�Ç�Æ)Í�Õ è�Ï|è ÌKÅ�Ç�Æ)Í�Ê�Å*Çf)YÉ|Ï|é�Ç�Í�è�Ç�Ê�ÅvéC×,Ïp×�Í�êmÅvÏ�éC×�×�Ï�Ç)Å*Í�Ê/)YÉ|Ïpé Ç)Í�è�Ç65���+�×CÇQ×
Ç�É|Ö�è Ê�Ç)ÈÁÅ*Í$Ç)×�Ö�Ö�×�éxÉ|ÆQÊ)Ê�Í�Ö�Ö�È,ÌcÉ|è�Ç)è�Í�Ö�Ö�È�Ö�È�ÉpÊ�Å*ÅvémÊ�Í$Å*Í�éC×ÁÊ�ÍÿÇQ×�Ç)èxê|Í�Ê�Ç�Å*Ç)È($��CÈ�È�Ï°È�ÏpÏ|Å�ÇQÈ�È�Ï°è��CÎaÅ�$
ÌKÍÿÇ)Å*ÏºÆQÈCÇ)Í�è ÏpÈ�È�Ö�Í�)YÉ|Ï|é�Ç)Í�è�ÇÁÍ�Ï�Ç)Å*Õ�Æ)è�Í�ê|È È�Ï?�  Å*Ï|Å*Ç�Ç�ÅvÖ��xÏ5Ëp×�×��CÈ�Í#�|ÅvÅ�ÇÁËpÈ�Ö Î�È ÊaÇ)É(�CÈCÇVÎaèØÅvê|Å*Ö�Ô
Ö�Í�Ê�ÅvÊ�Ç)× ÅvÊ�Í�ÌKÅ*Æ)éxÍ�Ê�Ç)×%7@Æ)È�Ç�Í�è�ÏpÈ È�Ö�Í*)YÉ|Ïpé Ç)Í�è ÌÁÉ|è éCÈCÇ)È È�Ï ��� � �L�;�����"�����"�����
� Ê�É|ÌKÌKÈ�émÊ�Í1$$Îaè�éCÈÍ�Ï�Ç)Å*Õ�Æ)è�Í�ê|È È�Ï-Ç)Å*Æ)Ì�ÅvÍÿÇ�Ç)×�Í�Ï?� � émÊ�Í�Ç/�xÍ�Ê�é�è���Ç)È�Í�Ê�Å*ÌKÍ�Ï ÌKÅ*Ï|Å*Ç�Ç�ÅvÖ�� è��CÎaÅnè Ï�Ê�Å*É|ÆQÈ�È��CÈp�

r��  É|è é¡È�Ç)È È�Ï Ç)È�ÆK�xÍÿÇ�Ç)È�ÅvÊ)Ê�È3)YÉ|Ï|é�Ç�Í�è�ÇQÈ
R
Ï|Í�Í�Ï®$|Å�Ç�Ç)×

R(x) = S(x) +
K(x)

Q(x)
,

ÌKÍ�Ê)Ê�×
S
$
K
Î�È

Q
è.�CÈCÇ-Ëzè Ö��xÏ|è ÌKÅaÎ�ÈÝÊ�Í�Ç�ÅvÏ-$íÅ�Ç�Ç)×

K
7 Ï È�Ê�Ç�Å�è�Ï Ë|Í�Å*ÏpÅ*ÌKË|ÍhéxÉ|Í�Ï

Q
7 Ï È�Ê�Ç�Å �£+�×�Ì-×�è Ï|Ï|Í�ÊaÇ)É|ÉØË$è�Ö#�xÏ|è�ÌKÍ�ÅvÏ�Î�È�é�è�Ö�È�Ê�éxÉ|Ö�Ö�Èp�pì@è�Ö#�xÏ|è�ÌKÍ

S
è Ê)ÈCÇQÈ�È�Ï'Í�ÏmÔ

Ç�ÅvÕ�Æ)è�Í�ê|È|��v�Ï�Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�Í�Ï°Ö�Í�Ï|Å=È�È�Æ�Í�Ê�ÉpÉpêmÅ*Ï Ï|è�Î�È�Ö�Ö�ÈiÎ�×�×cÖ�È Ê�é Å�Ç�ÇQÈ��CÈ�émÊ�Í6ÆQÈCÇ)Í�è ÏpÈ�È�Ö�Í�)YÉ|Ï|é�Ô
Ç�Í�è�Ï

K/Q
�mÍ�Ï�Ç)Å*Õ�ÆQÈ�È�Ö�Í;�

�m�G� È�Å�ÇQÈ�È�ÏKÏ|Í�ÌKÍÿÇ�Ç)×�Î�×
Q
Ì-È"�pêmè Ö�Ö�Í�Ê�Í�Ì�Ì-È�ÏKÈ�Ö��zÈ�Í�ÊaÇQÈ,È�Ê�Ç�Å�Ç�Ç)È,è Ö�Å��xÍ�Í�Ï-Æ�Å=È�È�Ö�Í�é�ÅvÆ�Ç)è�Í�Ì�Í�Ô

Ê�Í�Í�Ï�Ç�ÅvéxÍ Îaë Í��|Í�Ï?� : è�Í�ê|È�È�Ï�è Ê�è�Í�Ç�ÇQÈ�È%$*Å�Ç�Ç)×iÏ|Åoè.�CÈCÇa�CÈ�Í�Ï�ÌÁÉ|è�Ç�è�È
x−a ÇQÈ�Í x2+bx+c

$
ÌKÍ�Ê)Ê�×

a, b, c ∈ 8 Ê�Í�Ç�ÅvÏ-$|Å�Ç�Ç)× b2 − 4c < 0
�

q|�  É|èmêmè�ÊaÇ)Å�Ç)È È�Ï�è�Ê�È�ÌÁÉ|Æ�Ç�è Ö�É%��É|Çv��� è ÊoÏ|Í�Ì�Í�Ç�ÇQ×CÎ�×�Ï�Ç�ÅvéxÍ Î�×Áè�Ï
(x− a)k $ k ∈ ë ÅvÖ�Í aè�Ï,Ï|Í�ÌKÍÿÇ�Ç)×�Î�×�Ï

k
Ô�é�ÅvÆ�ÇQÈ�Í�Ï|Å*Ï
Æ�Å=È�È�Ö�Í�Ï|Å*ÏnÏ|è Ö�Ö�È�é è���Ç)È%$�Ï|Í�Í�Ï?�CÈ�Ê�Ç)È È��CÈCÇHè Ê)È�ÌÁÉpÆ�Ç)è�Ö�É(�xÉmÇ

è.�CÈCÇ
A1

x− a
,

A2

(x− a)2
, . . . ,

Ak

(x− a)k
,

ÌKÍ�Ê)Ê�×
A1, . . . , Ak ∈ 8 ��� è ÊoÏ|Í�Ì�Í�Ç�ÇQ×CÎ�×�Ï�Ç�ÅvéxÍ Î�×cè�Ï (x2 + bx+ c)k $ k ∈ ë $xÅ*Ö�Í6Ï|ÍÿÔÌKÍÿÇ�Ç)×CÎ�×�Ö�Ö�×cè�Ï

k
Ô�é�ÅvÆ�ÇQÈ�Í�Ê�Å*Çoé�è ÌKË|Ö�ÅvémÊ�Í�Ö�Épé�É�ÎaÉ|É|Æ)Å�Ç�$�Ï|Í�Í�Ï��CÈ�ÊaÇQÈ�È��CÈCÇöè Ê)È�ÌÁÉpÆ�Ç)è�Ö�É(�xÉmÇ

è.�CÈCÇ
B1x+ C1

x2 + bx+ c
,

B2x+ C2

(x2 + bx+ c)2
, . . .

Bkx+ Ck

(x2 + bx+ c)k
,

ÌKÍ�Ê)Ê�×
B1, . . . , Bk, C1, . . . , Ck ∈ 8 . ÒhÈCÇ)Í�è ÏpÈ�È�Ö�Í�)YÉ|Ï|é�Ç�Í�è�è�Ï è Ê)È�ÌcÉ|Æ�Ç)è�Ö�É|éxÉCÎaÅ*ÏzÊ�ÈÊ�ÉpÌ�Ì-Èp�|ÃnÅ*Æ�Ç�è�Í�ÌKÅ�Ç

A1, . . . , Ck
Ì-×�×�Æ)×�Ç)×�×�Ï-Ö�È Ê�é Å*Ì-È�Ö�Ö�È�è Ê)È�ÌcÉ|Æ�Ç�è�Ö�É(�xÉmÇ��<��Ç)Å*Å*ÏN�

¦p�¢v�Ï�Ç�Å*Õ Æ�è Í�êpÈ�È�Ï è Ê)È�ÌcÉ|Æ�Ç)è�Ö�É(�xÉmÇv�
zq{��q� T
UvW9¹ø\�y=�H�$\�Üvß { r��G=BÈ�Ê�é�Å�ÇQÈ�È�Ï ∫

1/(x2−1) dx
$*éxÉ|Ï

I =]−∞,−1[
$
I =]−1, 1[Ç)È�Í

I =]1,∞[
�av�Ï�Ç�Å*Õ Æ�è ÍÿÇQÈ��CÈ�Ï Æ)È�Ç�Í�è�ÏpÈ È�Ö�Í*)YÉpÏ|é�Ç�Í�è�Ï Ï|Í�Ì�Í�Ç�ÇQ×CÎ�×�Ï5È�Ê�Ç�Å°è�ÏøéCÈ�émÊ�ÍNÎ�È

è Ê�è�Í�Ç�ÇQÈCÎ�È�Ïj�xémÊ�Í|$BÎaè�Ç)Å*Ï¬� è�Í�ê|È�È�Ï È�Ö�è ÍÿÇ�Ç)È È Ç�è Í�Ê�ÅvÊ�Ç)È«�CÈ�Í��|ÅvÅvÊ�Ç)Èp� 9 Í�ÌKÍÿÇ�Ç)×�Î�×�Ö�Ö�×ºè�Ï
��µ·¶J¸�¹»º�¼�½,¼1Â�¹»º|Ã/È?½6º|¼|Ã/ÃgÈÏÑ�Î
¼�¿6À»Ô�ÈÏÁ1½K¼|Å6½6¹»º|¸�Å6½�½/¾�½�µ

r�r



éCÈ�émÊ�ÍxÆ)ÅvÈ È�Ö�Í�Ê�Ç)È>��émÊ�Í�Ïpé�Å*Æ�Ç)È�Í�Ê�Ç)ÈhÏ|è�Ö�Ö�È�é�è�� ÇQÈ�È_4
1
Î�È −1

5
$�Îaè�Ç�ÅvÏ�Ê�Åöè Ï
(x+1)(x−1)

$
Î�ÈKè Ê)È�ÌcÉ|Æ�Ç)è�Ö�É(�xÉmÇ è.�¡È�Ç

A1/(x+ 1)
Î�È
A2/(x− 1)

� 9 � Ç
A1

x+ 1
+

A2

x− 1
=
A1(x− 1) +A2(x+ 1)

(x+ 1)(x− 1)
=

(A1 +A2)x+A2 −A1

x2 − 1
.

+�×�Ì-×�Ï�Ë|Í�Ç)× ×Vè Ö�Ö�È
Ê�È�ÌKÈ
éxÉ|Í�Ï
1/(x2−1)

éCÈ�Í�éxÍ�Ö�Ö�È
x ∈ I

��çxÅ Ç�è�Ç�ÅvÉmÇ�É|É�ÇQ×�Ê�ÌK×�Ö�Ö�Å*ÅvÏ
Ê�Í�Ö�Ö�è Í�Ï�éxÉ|Ï�è Ê�è�Í�Ç�Ç)È�ÎaÍ�Ê)Ê)ÈÁéxÉ|Ö�Ö�È�éxÍ�Ï

x
7 Ï�Ëzè�Ç�Å*ÏzÊ�Ê�Í�Ö�Ö�Ècè Ï'Ê�È�ÌKÈcé�ÅvÆ�Æ)è�Í�Ï°ÅvÖ�Í

{
A1 +A2 = 0
A2 −A1 = 1

Å*Ö�Í {
A1 = − 1

2
A2 = 1

2 .

çxÍ�Ç�Å*Ï
∫

1

x2 − 1
dx =

∫ (−1/2

x+ 1
+

1/2

x− 1

)

dx = −1

2

∫
1

x+ 1
dx+

1

2

∫
1

x− 1
dx

= −1

2
ln |x+ 1| + 1

2
ln |x− 1| + C =

1

2
ln

∣
∣
∣
x− 1

x+ 1

∣
∣
∣ + C.

�m�G=NÈ Ê�é Å�Ç)È È�Ï
∫

x4 + 1

x3 − x2 + x− 1
dx.

&
Ê�è ÍÿÇ�Ç)È�Î�È�Ï�È�Ê�Ç�Ånè�Ï�Ê�ÉpÉ|Æ�ÅvÌKË|ÍHéxÉ|Í�Ï�Ï|Í�ÌKÍÿÇ�Ç)×�Î�×�Ï-$CÎaè�Ç�ÅvÏcÎ�È�Å�ÇQÈ�È�ÏÁÎ�È�é è�éxÉ|Ö�ÌKÈ Ê�Ê)È(7
x4 + 1

x3 − x2 + x− 1
= x+ 1 +

2

x3 − x2 + x− 1
.

Ãiè é�ÅvÍ�Ö�Å*Ì-È�Ö�Ö�È3�xÉ|è ÌKÈ�Ç)È È�Ï-$mÅ*Ç�Ç)×
x = 1

è Ï�ÏpÍ�ÌKÍ�Ç�Ç)×�Î�×�Ï'Ï|è Ö�Ö�È�é è���Ç)Èp�;� È�é�è�Ö�È�Ê�éxÉ|Ö�Ö�È
Ê�È È�ê|È È�Ï-$xÅ*Ç�Ç)×KÏpÍ�ÌKÍ�Ç�Ç)×�Î�×

x3 − x2 + x− 1 = (x− 1)(x2 + 1)
�zçxÍ�Ç�Å*Ï�Ëp×�Ç�ÅvÅ

2

x3 − x2 + x− 1
=

A

x− 1
+
Bx+ C

x2 + 1
=

(A+B)x2 + (−B + C)x +A− C

x3 − x2 + x− 1
,

ÌKÍ�Ê)Ê�×1Î�×�Ö�éxÍ�ÌKÌK×�Í�ÏpÅ*Ï?����Ç)×�Ê�É|É|Æ)É|ÉpÊNÊ�ÅvÉ|Æ)È È Ê�È�ÌKÈ�Ï|Ï|Í�ÌKÍ�Ê�Í�émÊ�ÍCÖ�È�� Å*Ï�Ç)È�ÌKÍ�Ê�ÅvÊ�Ç)Èp� 9 ×�Í�Ï
é�ÅvÆ�Ç)è�Í�Ì�Å*Ç

A
$
B
Î�È
C
Ç)è�Ç)Å*ÉmÇ�Ç)È��CÈCÇ






A+B = 0
−B + C = 0
A− C = 2

Å*Ö�Í






A = 1
B = −1
C = −1.

çxÍ�Ç�Å*Ï
∫

x4 + 1

x3 − x2 + x− 1
dx =

∫

(x+ 1) dx+

∫
1

x− 1
dx−

∫
x+ 1

x2 + 1
dx

=
1

2
x2 + x+ ln |x− 1| −

∫ (1

2

2x

x2 + 1
+

1

x2 + 1

)

dx

=
1

2
x2 + x+ ln |x− 1| − 1

2
ln(1 + x2) − arctanx+ C,

éCÈ�Í�é�Í�Ö�Ö�È
x ∈ I

$|ÌKÍ�Ê�Ê)×
C ∈ 8 Î�È I =] −∞, 1[

Ç)È�Í
I =]1,∞[

�
q|�G=NÈ Ê�é Å�Ç)È È�Ï���Í�Å*Ö�×�Í�Ï�Ç)Å*Õ�ÆQÈ�È�Ö�Í

∫
2x3 + 3

(x2 + 1)2
dx.

v�Ï�Ç�Å*Õ Æ�è ÍÿÇQÈ��CÈ�Ï°è�Ê�è ÍÿÇ�Ç)È�Î�È�Ï È ÊaÇ)Ånè�Ï�Ë|Í�ÅvÏ|Å*ÌKË|ÍNé�ÉpÍ�Ï�Ï|Í�ÌKÍÿÇ�Ç)×CÎ�×�ÏÁÎ�ÈKÏpÍ�ÌKÍ�Ç�Ç)×�Î�×�Ö�Ö�×�ÅvÍ
è�Ö�Å,Æ�Å=È�È�Ö�Í�Ê�Í�È�Ïpè�Ö�Ö�È�é�è���Ç)Í�È%$vÎaè�Ç�ÅvÏ Í�Ï�Ç�Å*Õ Æ�è ÍÿÇQÈ��CÈ�Ï°è�Ê�È�ÌÁÉ|Æ�Ç�è é�Å��|ÍÿÇ)Å*Ö�Ì-×�è�Ï

2x2 + 3

(x2 + 1)2
=
B1x+ C1

x2 + 1
+
B2x+ C2

(x2 + 1)2

=
B1x

3 + C1x
2 + (B1 +B2)x+ C1 + C2

(x2 + 1)2
.

r=�



!íÏpÊ�Í�ÌKÌ-×�Í�Ï|ÅvÏÞ�<��ÇQ×�Ê�É|É|Æ)É|ÉpÊ÷Ëp×CÇ)Å*Å
Ç)× Ê�Ì-×�Ö�Ö�Å*ÅvÏ�Ê�Í�Ö�Ö�è�Í�Ï éxÉ|Ï






B1 = 0
C1 = 2
B1 +B2 = 0
C1 + C2 = 3

ÅvÖ�Í






B1 = 0
B2 = 0
C1 = 2
C2 = 1.

çxÍ�Ç�Å*Ï
∫

2x2 + 3

(x2 + 1)2
dx =

∫
2

x2 + 1
dx +

∫
1

(x2 + 1)2
dx,

ÌKÍ�Ê)Ê�×VÎ�×�Ö�éxÍ�Ì�Ì-×�Í�Ï|ÅvÏ�Í�Ï�Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�Í6è�Ï
∫

1

x2 + 1
dx−

∫
x2

(x2 + 1)2
dx = arctanx+

∫

− 2x

(x2 + 1)2
x

2
dx.

Ê�Í�Ö�Ö�×
1 = x2 + 1 − x2 �¢+�×�Ì-×EÍ�Ï�Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�ÍhÍ�Ï�Ç�Å*Õ Æ�è Í�êpÈ�È�Ï è�Ê�Í�Ç�ÇQÈ�Í�Ï¬�CÈ�Ö�ÍÿÇQÊ�ÅvÌKÈ�Ö�Ö�È

f ′(x) = −2x/(x2 + 1)2
Î�È
g(x) = x/2

$mÎaè�Ö�Ö�è Í�Ï é Å*Ö�ËpÈ�È
f(x) = 1/(x2 + 1)

Î�È
g′(x) = 1/2

�|çxÅ,è Ï�Ê�Í�Í�Ê

x

2

1

x2 + 1
−

∫
1

2

1

x2 + 1
dx =

1

2

x

x2 + 1
− 1

2
arctanx+ C.

9 ×�Í�Ï'Ê)È�È�êpÈ�È�Ï Ö�è Ë|É|Ö�Ç)È
∫

2x2 + 3

(x2 + 1)2
dx =

5

2
arctanx+

1

2

x

x2 + 1
+ C

é¡È�Í�éxÍ�Ö�Ö�È
x ∈ I,

ÌKÍ�Ê)Ê�×
C ∈ 8 Î�È I = 8 ��+1È�Æ)éCÈ�Ê�Ç�ÉpÊ�ê|Å*Æ)Í�� è�Í�êmÅ*Ï �CÈ"���xÍ�Ê�Ç)È È Ö�È Ê�éxÉ|Ï Ç)É|Ö�è�émÊ�ÅvÏè�Í�é�Å=È�émÊ�Í;�

dfe�� �Lp%m/ã,äliHä'å o£k;p%mCç�k;o®i èGýGrutuýÏç�k�oDiWmgilk;o-ã,p(ä'mCilk;m
+NÆ)Í�Õ�è�Ïpè�ÌKÅ�Ç)Æ�Í�Ê�Í�×,éxÉ(�CÈ�ÉpéxÊ�Í�È�Ê�Í�Ê�×�ÖÿÇQ×���Í�Å*Ï Ö�È�ÉpÊ�Å*éxé�ÅvÍ�êmÅvÏ°Í�Ï�Ç�Å*Õ Æ�è Í�ÌKÍ�Ê�ÅvÅ*Ï Å*ÍHè�Ö�ÅJ�xÖ�ÅvÍ�Ê�Í�×cè��|Ô
ÎaÅ*Í�Ç)Èp�pçxÅ*É|ÆQÈ�È��CÈ�Ç÷é Å*Í�Ï|è�ÇG��è Í��CÈ�Ç éxÉ|Í�Ç�ÅvÏ|éxÍ�Ï'È�ÉmÇ�ÇQÈ�È|�

r��GIiÅvÆ�Í#�CÈ�È�Ç�è�Í�Ê�Ç)ÈVÎaè��pê|Å�Ç�É|ÇhËzÅvÆ�ÉpÊ�éCÈ�È��CÈCÇ?4YémÊv�|Ö�È�ÉpÊ�ÅKr�� ��5��
�m�¢v�Ï�Ç�Å*Õ Æ�è ÍÿÇQÈ��CÈ�Ï�éxÉ(�CÈ�ÉpéxÊ�Å*Ï ÌÁÉ|è éxé¡È È�ÌKÍ�Ï|Å*Ï-Ç)Æ�Í�Õ�è Ï|è�ÌKÅ*Ç�Æ)Í�Ê�Ç�ÅvÏ�ÌÁÉ|ÉpÏ|Ï|è Ê�éCÈ�È�� è�ÎaÅ*Ï
È��xÉ|Ö�Ö�È|�

q|�¢v�Ï�Ç�Å*Õ Æ�è Í�Ï�Ç)ÍHè Ê�ÍÿÇ�Ç)È�Í�Ï?�
¦p�¢v�Ï�Ç�Å*Õ Æ�è Í�Ï�Ç)Í?Ê�Í Îaè�Í�Ç�É|émÊ�Å*Ï�È��xÉ|Ö�Ö�È|�
4~È<5Ú��è�Ê�Í�Ï Ç)Å*Õ Æ�è ÍÿÇQÈ��¡È�éxÉ(�CÈ�ÉpÊ�è ÏøÆ)È�Ç�Í�è�ÏpÈ È�Ö�Í*)YÉpÏ|é�Ç�Í�è

R
ÇQÈ�Ï|Õ Å*Ï�Ç�Í�ÊaÇQÈ'Å*Ö�Í÷è�ÏøÖ�È�Ê�Ô

é�Å�Ç�Ç)È��CÈ ∫
R(tanx) dx

$HÏ|Í�Í�ÏÝÊ�Í Îaè ÍÿÇ)ÉpÊ
t = tanx

�xÍ�ÅcÖ�È Ê�é Å*Ì-È�È�Ï'Æ)È�Ç�Í�è�ÏpÈ È�Ö�ÍÿÔ
)YÉ|Ï|é�Ç�Í�è�Ï�Í�Ï Ç)Å*Õ Æ)È È�Ö�Í�È%$*Îaè é¡È-È�Í�ÏzÈ�éxÍ�Ï ËzÅvÆ�Í�È�È�Ç�Ç)Å*ÅvÊ)Ê)ÈÁè�Ê�È�Ç)È�È�Ï È�Í�ÏpÈ�Ö�È�Ê�é�Å=È|�

4@�q5 ��è�Ê�Í�Ï Ç)Å*Õ Æ�è ÍÿÇQÈ��¡È�éxÉ(�CÈ�ÉpÊÁè ÏøÆQÈCÇ�Í�è�ÏzÈ�È�Ö�Í�)YÉ|Ï|é�Ç�Í�è
R
Ê�Í�Ï|Í�ÊaÇQ×-Î�ÈØé�è Ê�Í�Ï|Í�Ê�Ç)È�Å*Ö�Í

è�Ï'Ö�È�Ê�é�Å�Ç�Ç)È��CÈ ∫
R(sinx, cosx) dx

$6Ï|Í�Í�ÏØÊ�Í Îaè�Í�Ç�ÉpÊ
t = tan x

2

�xÍ�Å�ÆQÈCÇ)Í�è ÏpÈ�È�Ö�Í�Ô
)YÉ|Ï|é�Ç�Í�è�Ï�Ö�È�Ê�é�Å*ÌKÍ�Ê�ÅvÅ*Ï?�

Ã,×��mê|×�×�Ï�Ïp×�Í�Ê�Ç)×L�xÍ�Í�ÌKÅ*Í�Ï|Å*Ï�Ç)È�Æ�é Å*ÌKÌKÍ�Ï�Ö�×�Ë|Í;�pçxÍ Îaè�Í�Ç�ÉpÊ
t = tan x

2

È�Ï�Ç)È�È

1

1 + t2
= cos2

x

2

Î�È t2

1 + t2
= sin2 x

2
,

Îaè�Ç)Å*Ï

sinx = 2 sin
x

2
cos

x

2
= 2 tan

x

2
cos2

x

2
=

2t

1 + t2

cosx = cos2
x

2
− sin2 x

2
=

1 − t2

1 + t2
.

ÒhÈCÎaè ÍÿÇ)Å�ÇQÈ�È�Ï −π < x < π
$ Îaè�Ö�Ö�è Í�Ï

x = g(t)
$zÌKÍ�Ê)Ê�×

g : 8 →] − π, π[, g(t) = 2 arctan tè�Ï�êmÅ*Æ)Í#��è�Í�Ç�É%�¡È0�|Í ÎaÅ*é�Ç�Í�ènÎ�È
g′(t) = 2/(1 + t2)

�  É|ÉmÇ�Ç�ÉCÎ�È��CÈ�Í���Ç�è éCÈ�È��CÈ�Ï ÌÁÉ|éCÈ�È�Ï
∫

R(sinx, cosx) dx =

∫

R
( 2t

1 + t2
,
1 − t2

1 + t2

) 2

1 + t2
dt.

rvq



+�×�Ì-× è�Ï Æ)È�Ç�Í�è�ÏpÈ È�Ö�Í*)YÉpÏ|é�Ç�Í�è�ÏºÍ�Ï�Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�Í1$zÎaè éCÈ è�Ê�È�Ç)È È�ÏºÖ�È�Ê�é�Å=È|�3ÃVè Ê�é¡È
g
è�Ï �|Í ÎaÅ*é�Ç)Í�èq$

��è Í�ê|È È�Ï ËpÈ�Ö�ÈCÇQÈÁÌcÉ|ÉmÇ�Ç)ÉCÎ�È�È�Ï
x
�

zq{��%  T
UvW9¹ø\�y=�H�$\�Üvß { r��G=BÈ�Ê�é�Å�ÇQÈ�È�Ï ∫
1/(1 + sinx + cosx) dx

�Gv�Ï Ç)Å*Õ Æ�è ÍÿÇQÈ��¡Èøè�Ï
Æ)È�Ç�Í�è�ÏpÈ È�Ö�Í�Ö�È�ÉzÊ�Åvé�Å Ê�Í�Ï|Í�ÊaÇQ× Î�È,é�è�Ê�Í�Ï|Í�ÊaÇQÈ($�Îaè�Ç�ÅvÏKÇ�Å��zê|×�×�Ï�Ê�Í Îaè�Í�Ç�ÉpÊ

t = tan x
2

�<!oêmÅvÖ�Ö�×
è�Ö�Å��CÈ�Ï�Ö�È�Ê�é�ÉpÏ Ë$Å*Æ)ÉpÊ�Ç�Å*ÅvÖ�Ö�ÈKÊ�Í Îaè�Í�Ç�ÉzÊhÈ�Ï�Ç)È È

∫
1

1 + sinx− cosx
dx =

∫ (

1 +
2t

1 + t2
− 1 − t2

1 + t2

)−1 2

1 + t2
dt

=

∫
1 + t2

1 + t2 + 2t− 1 + t2
· 2

1 + t2
dt =

∫
1

t(1 + t)
dt.

Ã,×���Ç�Å�ÇQ×�×�Ï°è Ê)È�ÌcÉ|Æ�Ç�è�é Å��|Í�Ç�ÅvÖ�Ì-× ×
1/

(
t(1 + t)

)
= 1/t− 1/(t+ 1)

$CÎaè�Ç)Å*Ï
∫

1

1 + sinx− cosx
dx =

∫
1

t
dt−

∫
1

t+ 1
dt = ln |t| − ln |t+ 1| + C

= ln
∣
∣
∣

t

t+ 1

∣
∣
∣ + C = ln

∣
∣
∣

tan x
2

1 + tan x
2

∣
∣
∣ + C.

IiÅvÆ�Í#��è Í�Ì-È�Ö�Ö�ÈcÊ�Å*Ö#�xÍ�× ×L�¡×�Ö�Í
I
Î�ÈcÖ�È�Ê�é�Å*Ç�Ç)Í�Í�Ï|é�è�è�Í�é�ÅvÍ�ÏN�

�m�G=NÈ Ê�é Å�Ç)È È�Ï0��Í�Å*Ö�×VÇ�Æ)Í�Õ è�Ï|è ÌKÅ�Ç�Æ)Í�ÊaÇ)Å*ÏÁÌcÉ|É|Ï|Ïpè Ê�é¡È È���è�ÎaÅ*Ï�È��xÉ|Ö�Ö�ÈnÊ�Å*É|ÆQÈ�È��CÈiÊ�Í�Ï|Í�Ï�ËpÈ�Ô
Æ�Í�Ç�Ç)è�Ì-È�Ï�Ë$è Ê�ÍÿÇ)Í�Í#�xÍ�Ê�Å*Ï�Ë$è�Ç�ÅvÏpÊ)Ê�Í�Ï Í�Ï�Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�Í17

∫

sin7 x dx =

∫
(
sin2 x

)3
sinx dx =

∫
(
1 − cos2 x

)3
sinx dx

=

∫
(
1 − 3 cos2 x+ 3 sin4 x− cos6 x

)
sinx dx

= − cosx+ cos3 x− 3

5
cos5 x+

1

7
cos7 x+ C.

dfe! " ý>mCnHo®i#��ýÏiHè�k(m/äfk%$&$�'('ym/o®iXmCi'k;o-ã'p(ä'mgiÏi>mCç�k;t
çxÍ�Ï|Í�Ï�Î�È�é�è�Ê�Í�Ï|Í�Ï-Æ)È�Ç�Í�è�ÏpÈ È�Ö�Í�Ö�È�ÉzÊ�Åvé�é Å*Í�êmÅ*ÏÁÇ)È�ËpÈ�È�ÏnÎaè�É|éxé�èÁÌÁÉ|Í�êmÅ*Ï2)YÉ|Ï|é�Ç�Í�è�Ç/���xË|Ë|Í�Å*Ï�Í�Ï�Ç�Å*Ô
Õ�ÆQÈ�È�Ö�Å�Î�ÈKËpÈ�Ö�È�ÉmÇ)É|É Ê�è�ËpÍ��CÈ�Ö�Ö�È°Ê�Í Îaè ÍÿÇ)É|émÊ�ÅvÖ�Ö�È�ÆQÈCÇ)Í�è ÏpÈ�È�Ö�Í�)YÉ|Ï|é�Ç�Í�è�ÏØÍ�Ï�Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�Í�émÊ�Í;�Q&VÖ�é�èxè�Ï

RÆ)È�Ç�Í�è�ÏpÈ È�Ö�Í*)YÉpÏ|é�Ç�Í�èp�
) �GFH�xË$Å*ÆK�zè Ö�Í�Ê�ÅvÏ Ê�Í�ÏpÍ�Ï Î�È°é è Ê�Í�ÏpÍ�Ï�ÆQÈCÇ)Í�è ÏpÈ�È�Ö�Í�Ö�È�ÉpÊ�Å*éxé�ÅvÅ*Ï�Í�Ï Ç)Å*Õ Æ)È È�Ö�ÍNÌÁÉpÉmÇ�Ç)É|ÉÝÊ�Í Îaè�Í�Ô
Ç�É|émÊ�Å*Ö�Ö�È

t = tanh x
2

ÆQÈCÇ)Í�è ÏpÈ�È�Ö�Í�)YÉ|Ï|é�Ç)Í�è Ï°Í�Ï Ç)Å*Õ Æ)È È�Ö�Í�émÊ�Í|7
∫

R(sinhx, coshx) dx =

∫

R
( 2t

1 − t2
,
1 + t2

1 − t2

) 2

1 − t2
dt.

* �hçxÍ Îaè�Í�Ç�ÉpÊ
t = n

√

(ax+ b)/(cx+ d)
$
n ∈ ë $mËpÈ�Ö�È�ÉmÇ�ÇQÈ�È�Í�Ï�Ç)Å*Õ�ÆQÈ�È�Ö�Í�Ï

∫

R

(

x, n

√

ax+ b

cx+ d

)

dx

Æ)È�Ç�Í�è�ÏpÈ È�Ö�Í*)YÉpÏ|é�Ç�Í�è�Ï�Í�Ï�Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�Í�émÊ�Í;�
+ �hçxÍ Îaè�Í�Ç�É|émÊ�Å*Ö�Ö�È

x = a sin t
$
a ∈ 8 $ −π/2 < t < π/2

$|Ê)È�È ê|È�È�Ï
∫

R
(
x,

√

a2 − x2
)
dx =

∫

R(a sin t, |a| cos t)a cos t dt,

Îaè�éCÈ è�Ï5Ê�Í�Ï|Í�ÏØÎ�ÈØé è Ê�Í�ÏpÍ�ÏøÆQÈCÇ)Í�è ÏpÈ�È�Ö�Í�Ö�È�ÉpÊ�Å*éxé�ÅvÅ*Ï Í�Ï Ç)Å*Õ Æ)È È�Ö�Í9�@çxÅ è�Ê�È�Ç)È È�ÏEÖ�È�Ê�é�ÅvÈp�
çmÈ�Ì-È�è�ÏpÏ|Í�Ê�Ç�ÉpÉ�Ì0��ë�Ê÷Ê�Í Îaè�Í�Ç�É|émÊ�Å*Ö�Ö�È

x/a = (1 − t2)/(1 + t2)
�

Ic�içxÍ Îaè�Í�Ç�É|émÊ�Å*Ö�Ö�È
x = a sinh t

$
a ∈ 8 $zÊ�È È�ê|È È�Ï

∫

R
(
x,

√

x2 + a2
)
dx =

∫

R(a sinh t, |a| cosh t)a cosh t dt,

Îaè�éCÈ�è�Ï��<�xË$Å*ÆK�zè Ö�Í�Ê�Å*Ï Ê�Í�Ï|Í�ÏcÎ�È�é�è�Ê�Í�Ï|Í�Ï°ÆQÈCÇ�Í�è�ÏzÈ�È�Ö�Í�Ö�È�ÉpÊ�Åvéxé�Å*ÅvÏKÍ�Ï�Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�Í;�xçmÅ
è�Ê�È�Ô
Ç)È È�Ï�Ö�È Ê�é ÅvÈp�<+�×�ÌK×�ËpÈ�Ö�È�ÉmÇ�ÉzÊ è�Ï|Ï|Í�Ê�Ç�É|É�Ì3� ë Ê Ê�Í Îaè ÍÿÇ)É|émÊ�ÅvÖ�Ö�È

t = x+
√
x2 + 1

�

r*¦



!h�içxÍ Îaè�Í�Ç�É|émÊ�Å*Ö�Ö�È
x = a cosh t

$
a ∈ 8 $ t > 0

$|Ê�È È�ê|È È�Ï
∫

R
(
x,

√

x2 − a2
)
dx =

∫

R(a cosh t, |a| sinh t)a sinh t dt,

ÌKÍ�éC×y����Ë$Å*ÆK�$è�Ö�Í�Ê�Å*ÏÁÊ�Í�Ï|Í�ÏiÎ�È
é�è Ê�Í�Ï|Í�ÏÁÆ)È�Ç�Í�è�ÏpÈ È�Ö�Í�Ö�È�ÉpÊ�Å*éxé Å*Å*ÏnÍ�Ï�Ç�Å*Õ Æ)È È�Ö�Í9�¡çxÅ è Ê)ÈCÇQÈ�È�Ï
Ö�È Ê�é ÅvÈp�

, �>&VÖ�é èxè�Ç
a, b, c ∈ 8 Ê�Í�Ç�ÅvÏ-$HÅ�Ç�Ç)× a 6= 0

�?çxÅ*É|ÆQÈ�È��CÈ°Í�Ï�Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�Í1ËpÈ�Ö�È�É|Ç�É|É Îaè��|è Ï|éxÍ�Ï
Ç)È�ËpÈ�É|émÊ�Í�Ê�Ç)È + $lI Ç)È�Í>!�ÇQ×��xê|Å*Ï�Ç)×�ÌK×�Ö�Ö�× Ï|Å*Ö�Í�ë émÊ�ÍhÖ�È�ÉzÊ�Åvé�Å�Ï|Å*Ö�Í�ë�ÎaÉ|É|Æ)Å*Ï È�Ö�Ö�È�Î�È
ÌÁÉ|É|Ç�Ç�É�Î�È�Ï��CÈ�Í#�pêmè�Ö�Ö�È

y = x+ b/a
7

∫

R
(
x,

√

ax2 + 2bx+ c
)
dx.

zq{��(¥ T
UvW9¹ø\�y=�H�$\�Üvß { r��G+1È�ËpÈ�É|émÊ�Å=ÊaÇQÈ + è�Ï�ÅvÊ�Í�Ì�ÅvÆ�éxéxÍ
∫

x

4 − x2 +
√

4 − x2
dx, I =] − 2, 2[.

+NÅ��pê|× ×�Ï5Ê�Í Îaè�Í�Ç�ÉpÊ
x = 2 sin t

$ −π/2 < t < π/2
$pÎaè Ö�Ö�è�Í�Ï

x(t)
è Ï5êmÅvÆ�Í#��è ÍÿÇ)É(�CÈ

�|Í ÎaÅ*é�Ç�Í�è%$
x′(t) = 2 cos t

Î�È √
4 − x2 =

√

4 − 4 sin2 t = 2 cos t
�pçmÍÿÇ)Å*Ï

∫
x

4 − x2 +
√

4 − x2
dx =

∫
4 sin t cos t

4 cos2 t+ 2 cos t
dt =

∫
sin t

cos t+ 1
2

dt

= − ln
∣
∣
∣ cos t+

1

2

∣
∣
∣ + C = − ln

∣
∣
∣
1

2

(√

4 − x2 + 1
)
∣
∣
∣ + C ′

= − ln
(√

4 − x2 + 1
)

+ C.

�m�G+BÈ�ËpÈ�ÉpéxÊ�ÅvÊ�Ç)È * Ö�È�Ê�é�Å*Ç)È È�Ï°Å=Ê�Í�ÌKÅ*Æ)éxÍ�émÊ�Í
∫
x2 + 2x√

1 + x
dx, I =] − 1,∞[.

+NÅ��pê|× ×�Ï-Ê�Í Îaè�Í�Ç�ÉzÊ
t =

√
1 + x

$�Îaè�Ö�Ö�è�Í�Ï
x = x(t) = t2−1

è�Ï-êmÅvÆ�Í#��è ÍÿÇ)É(�CÈy�|Í ÎaÅvé�Ç�Í�è
4YéxÉ|Ï(�zÈ�Ï

t > 0
5NÎ�È

x′(t) = 2t
�pçmÍÿÇ)Å*Ï

∫
x2 + 2x√

1 + x
dx =

∫
(t2 − 1)2 + 2(t2 − 1)

t
2t dt = 2

∫

(t4 − 1) dt

=
2

5
t5 − 2t+ C =

2

5
(1 + x)5/2 − 2(1 + x)1/2 + C.

q|�G=NÈ Ê�é Å�Ç)È È�Ï Ö�è Ë|É|émÊ�Í6ÇQÈ�ËpÈ�É|émÊ�Å=ÊaÇQÈ , ÅvÊ�Í�ÌKÅvÆ�éxÍ�éxÊ�Í
∫

1√
6 + x− x2

dx.

+�×��mêmÅ*Ï|ÏpÅ�Ç)× ×�Ï
ÎaÉ|É|Æ)Å*Ï È�Ö�Ö�Ö�Ènè�Ö�Å��CÈ,Ö�È�ÉpÊ�Å*é Å�Ï|Å*Ö�Í�ë�émÊ�Í17
6+x−x2 = −(x−1/2)2 +

1/4+6 = −(x−1/2)2+25/4
�*çxÍ Îaè�Í�Ç�Å*Ç)È È�Ï

t = x−1/2
$�Îaè Ö�Ö�è�Í�Ï

x = x(t) = t+1/2è�Ï'êmÅvÆ�Í#��è ÍÿÇ)É(�CÈ3�|Í ÎaÅ*é�Ç)Í�è 8 → 8 Î�È x′(t) = 1
�$çxÍÿÇ)Å*Ï

∫
1√

6 + x− x2
dx =

∫
1

√

25/4− t2
dt.

+�×�Ì-×nè�Ï�ÇQÈ�ËpÈ�ÉpÊ + ��v�Ï�Ç)Å*Õ�ÆQÈ�È�Ö�Í;� è�Í�ê|È�È�ÏÁÖ�È�Ê�é�Å=È
Ê�Í Îaè�Í�Ç�É|émÊ�Å*Ö�Ö�È
2t = 5 sin τ

$�ÌÁÉ|Ç�Ç)È
Ê�Å,ÌKÅvÏ|Å*Å,Ê�É|è�ÆQÈ�È�Ï Ê�Í�Ï|Í�Ï�éC×�×�Ï�Ç)Å*Í�Ê/)YÉ|Ïpé Ç)Í�è Ï�ê|Å*Æ)Í�� è�Í�Ï Ç)Í�éCÈ È��¡È�Ö�Ö�È(7

∫
1√

6 + x− x2
dx =

∫
2

5

1
√

1 − (2t/5)2
dt = arcsin

2t

5
+ C

= arcsin
2t

5
+ C = arcsin

2x− 1

5
+ C.

r=«
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+�×�Ê)Ê�×�Ö�É(�xÉpÊ)Ê�È�Ì-×�×�Æ�Í�Ç�ÅvÖ�Ö�×�×�Ï � � ���"�������|�;� é�É%�¡È�É|émÊ�ÅvÏ Í�Ï�Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�Íf�xÖ�Í � � ���.���s�
�1�;� �C×�Ö�Í�ÏEÅ*Ö�Í�xÖ�Í£�C×�Ö�Í�Ï
[a, b]

$mÌKÍ�Ê)Ê�×
a, b ∈ 8 Î�È a < b

�
ÃnÉ(�CÈ�É|émÊ�Å*Ï�È�Ï�Ç�Í�êmÅ*Æ)Í#�¡È ÈCÇQÈ�Ï��pÈ�é�Å*ÌKÍ�Ê�ÅvÏ�Ö�Í�Ê)×�émÊ�ÍpÇ)è�Í�Ï|Å*Ï Í�Ï�Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�Í�Ö�È Ê�é Å*Ï|ÏzÈ�ÏKËp×�×�Ô

è�Ï|Õ Å*Ö�Ì-ÈKè�Ï�Ç)È Ê�è éxÉ(�xÍ�è Í�êmÅvÏ�Ë|Í�Ï�ÇQÈCÔ�È�Ö�È�Ï'Ì-×�×�Æ�Í�Ç�ÇQ×�ÌKÍ�ÏpÅ*Ï?�pÃnÉ%�¡È�É|émÊ�ÅvÏ
f : [a, b] → 8 éxÉmÔ�CÈ�ÈCÎ�È�Å*Ö�ÍBéC×��xÆ)×

y = f(x)
Ê�Å*éC×°Ê�É|è Æ)È�Ç

x = a
$
x = b

Î�È
y = 0

ÆQÈCÎ�È�È��CÈ�ÇhË|Í�Ï�ÇQÈCÔ�È�Ö�È�Ï
A
�

çxÅiÌ-× ×�Æ)ÍÿÇ)Å*Å*Ö�Ö�×�×�Ï-éxÉ(�CÈ�É|émÊ�ÅvÏ
f
4YÌ-×�×�Æ)×�Ç/�xéxÊ�Í�5@Í�Ï�Ç)Å*Õ�ÆQÈ�È�Ö�Í�émÊ�Í%��Ö�ÍQ�¡×�Ö�Í�Ï

[a, b].
 ×�×�Æ)Í�Ç�Å*Ö�Ì-×

ËzÅvÆ�ÉzÊaÇ)É|É-Ç�Épè�Ï�Ë|Í�Ï�Ç)È�Ô�È�Ö�È�Ï
A
È�ÆC�xÍ�è�Í�Ì�Í�Ê�Å*Å*Ï-È�Ö��pÈ È�Ö�Ç)È Î�È3�xÖ��p× ×�Ö�Ç)×cÊ�É|è Æ)È�éCÈ�Í�Ç�Å*Í�Ö�Ö�Èp��ÃnÉ(�CÈ�Ê�Ô

Ê�È��m��r�é<�mÊ�Å*Í�ÊaÇQ×°ËpÍ�Ï�Ç)È�Ô�È�Ö�È È�È�ÆK�xÍ�è Í3È�Ö#�pÈ�È�ÖÿÇQÈ�Ï|ÅvÖ Î�×�ÏÝÊ�É|è�ÆQÈ�éCÈ�ÍÿÇ)Å*Å*Ï Ë|Í�Ï ÇQÈCÔ�È�Ö�è�ÎaÅvÏØÊ�ÉpÌ�Ì-È%7
A ≥ B1 + B2 + B3 + B4

� : È ÊaÇQÈ�È��CÈ�Ê�Ç�ÍBË|Í�Ï�ÇQÈCÔ�È�Ö�È�È�È�ÆC� è�Í�ê|È�È�Ï��xÖ#�p×�×�ÖÿÇQ×°Ê�É|è�ÆQÈ�éCÈ�Í�Ç�ÅvÍ�Ö�Ö�È($
Îaè�Í�êmÅ*Ï Ö�È�éxÍ1è ÏØéxÉ(�CÈ�È�Î�È�Ï��xÖ�×�Ë|Épè�Ö�Å*Ö�Ö�Èp�6çxÉpè�ÆQÈ�éCÈ�Í�Ç�ÅvÍÿÇQÈKÇ�Í#�|Å*Ï�ÇQ×�Ì-×�Ö�Ö�×�È�ÆK�xÍ�è�ÇiÇQÈ�Æ)é�Å*Ï�Ç)É(�CÈCÇ
Î�È�Ö�×��|ÅvÊ�Ç/���¡×�Ç�é�è���Ç)ÍHÖ�É|éxÉpÈ

A
�

-

6

B1 B2 B3 B4

ba

f(x)

x

ÃnÉ(�CÈ-�m��r�7mìíÍ�Ï�Ç)ÈCÔ�È�Ö�È�Ï�È�ÆK�xÍ�è Í�Ï�Ç�Í?È�Ö��zÈ�È�Ö�Ç)Èp�

á¢egd 3xä,p(p(tfç���ý>iHè�k(m/ä,k
�£{|z�} ß|ßmyCWYu=\�}9¹øß {54u� � �;� x0, x1, . . . , xn ∈ 8 �L�%��������� �.�.� � ��� ����� I = [a, b]

�
a, b ∈ 8 �

a < b
�(� � �.� (x0, x1, . . . xn)

�%���.�
a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b.

�0� ��� ��� f : I → 8 �.� � �.��� � �@�6�;���"�|���.�(�����_�.���.�#�
� � �6� ���.� ����� I � � ��� (x0, x1, . . . , xn)
� ���� � �;� a1, a2, . . . , an ∈ 8 �6���s���(�l���|� �

f(x) = aj
� � ���.����� � x ∈]xj−1, xj [

� � j = 1, 2, . . . , n.

FhÉ|è Ì-È�È($zÅ�Ç�Ç)×�Ë$è�Æ)ÆQÈ�Êg)YÉ|Ï|é�Ç�Í�è-è�Ï�éxÉ|Ïpé�Í�Ï-Î�È�é�è.�C×�Ö�Í�Ï�Ê�Í�Ê�×�Ö�Ö�×��CÈ�éxÍ�èp�q��È�é è�Ë|Í�Ê�Ç�Å*Í�Ê)Ê�×KÊ�ÅcÊ)È�È
è�Ö�Ö�ÈcÌKÍÿÇQ×�Ç)È��pÈ�ÏpÊ)È|�

rv¯



�£{�� T
U=W~¹ø\�y¡�H�z\�Ü=ß { r �>&VÖ�é è�è Ï
I = [0, 1]

�|ÃnÉ(�CÈ�ÉzÊ
f : I → 8 $

f(x) =







−1,
Îaè Ê

0 ≤ x < 1/4,
1,

Îaè�Ê
1/4 ≤ x ≤ 2/3,

2,
Îaè�Ê

2/3 < x ≤ 1,

è�Ï�Ëzè Æ�ÆQÈ�Êg)YÉ|Ï|é�Ç�Í�è·4~éxÊv� éxÉ(�CÈ �|� ��5���çxÅ*ÏºÎ�È�é�è5è�Ï
(0, 1

4 ,
2
3 , 1)

��Ã,È�Í�éxéxÍiÌÁÉpÉmÇ�éxÍ�Ï
�C×�Ö�Í�Ï

[0, 1]
Î�È�è�Çhè.�¡È�ÇhËzè Æ�ÆQÈ�Ê�éxÉ(�CÈ�É|émÊ�Å*Ï

f
Î�È�é�è�Î�È%$méxÉ|Ï(�pÈ�Ï�ÏpÅ�Ê�Í�Ê�×�ÖÿÇQ×��C×CÇ�Ë|Í�ÊaÇ)Å*Å�Ç

0, 1
4 ,

2
3 , 1
�

�m�>&VÖ�é èxè�Ï
f̃ : [a, b] → 8 ÆQÈCÎaè�Í�Ç�Å*Ç�Ç)ÉcÅvÖ�Í|è Ïcè Ö�ÅvÌ-È�Ê)Ê�È M > 0

Ê�Í�Ç�Å*Ï®$�Å�Ç�Ç)× |f̃(x)| ≤MéCÈ�Í�é�Í�Ö�Ö�È
x ∈ [a, b]

�öçxÍ�Ö�Ö�è�Í�Ïj�CÈ�éxÍ�è éxÉ(�CÈ�É|émÊ�Å�Ç
g(x) = −M Î�È

h(x) = M
è.�CÈCÇ

Ëzè Æ�ÆQÈ�Ê�éxÉ(�CÈ�É|émÊ�Í�ÈhÎ�È
g ≤ f̃ ≤ h

�

-

6

1
4

1
2

3
4

−1

1

1

2

x

ÃnÉ(�CÈ-�m���;7mì@è Æ�ÆQÈ�Êg)YÉ|Ï|é�Ç�Í�èp�

�£{¡ �} ß|ßmyCWYu=\�}9¹øß {�~�� �����.�
f : [a, b] → 8 � �"��� � �@�6�;�;�.�1�����ß���.�;� � � � �����"� (x0, . . . , xn)� ��� � � �"��� �.� � aj = f(x)

� � ���.����� � x ∈ Ij : =]xj−1, xj [
�
j = 1, 2, . . . , n

�76G�"��� � �@�6�;�;�.�1���.�
f : [a, b] → 8 ���%�s�1��� ��� ���,ï.�*� ��� ����� [a, b]

�.�
∫ b

a

f : =

n∑

j=1

aj l(Ij),

�0�¡�6� � l(Ij) = xj − xj−1
�"�3� � ��� �.� �*��� Ij � ���1�;���
�

�£{#¥§� Z1�$¹ø{|ZBuvZ1U { r �G��è�Ê@Ëzè Æ�ÆQÈ�Êg)YÉ|Ï|é�Ç�Í�è
f ≥ 0

$¡Ï|Í�Í�Ï-Ê�ÅvÏcÍ�Ï�Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�Íxè�Ï0�¡È ÊaÇQÈ�È��xÍ�Å*Ï
Ê�Épè�ÆQÈ�éCÈ�Í�Ç�ÅvÍ�êmÅvÏ é è�é è�ÏpÈ�Í�Ê�Ë|Í�Ï ÇQÈCÔ�È�Ö�È|�

�m��ÃnÉ(�CÈ�É|émÊ�Å*Ï
f
È�ÆC� è�Ç1Î�È�é�è Ë|Í�ÊaÇ)Å*Í�Ê�Ê)×ÁÅvÍ��C×�ÇH�¡È�Í�éxÉmÇQÈ�Í�Ï�Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�Í�Í�ÏN�

q|�¢v�Ï�Ç�Å*Õ Æ)È È�Ö�Í6Å*Í?ÌcÉ|ÉmÇ�É®$(�CÈ�Í�é�éCÈ�Ë$è�Æ)Æ)È Ê/)YÉ|Ïpé Ç)Í�è Ï�Î�È�é�è ÈÁÇ�Í#�|ÅvÏ|Ï|Å�ÇQ×�×�Ï?�
�£{�¯ T
U=W~¹ø\�y¡�H�?W { &VÖ�é�èxè Ï

f : [0, 1] → 8 Ê)È�Ì-È Ëzè Æ�ÆQÈ�Êg)YÉ|Ï|é�Ç�Í�è°éxÉ|Í�ÏÝÅvÊ�Í�ÌKÅ*Æ)éxÍ�Ê)Ê)× �m���m��r��çxÍ�Ö�Ö�è�Í�Ï
∫ 1

0

f = −1 · (1

4
− 0) + 1 · (2

3
− 1

4
) + 2 · (1 − 2

3
) =

5

6
.

ÃnÉ(�CÈ�ÉpÊ
f
è�Ï�Ëzè Æ�ÆQÈ�Êg)YÉ|Ï|é�Ç)Í�è
Ì3� ë Ê$Î�È�é è È

(0, 1
4 ,

2
3 , 1)

Ç�Í#�|Å=×�ÌKÌ-×�ÏVÎ�È�è�Ï-Ê�É(��Ç�ÅvÅ*Ï?�.!oÊ�Í�Ì�ÅvÆ�Ô
éxÍ�émÊ�ÍxÎ�È�è�Ö�Ö�Å

(0, 1
4 ,

1
2 ,

2
3 , 1)

∫ 1

0

f = −1 · (1

4
− 0) + 1 · (1

2
− 1

4
) + 1 · (2

3
− 1

2
) + 2 · (1 − 2

3
) =

5

6
.

v�Ï�Ç�Å*Õ Æ)È È�Ö�Í�Ï È�ÆK��è�Å*Í?ÌcÉ|ÉmÇ�Ç)É|ÏxÉmÇv�$ç�����éxÍ�Ï'Ê�Í�Í��pÅ*Ï�ËpÈ�Ö Î�È�Ê�Ç�É|ÍNÖ�È Ê�éxÉpÊ�Ç)È�­=�
´�µ��%È�È�Ã/È¢Í�¸�¹»È�Â�¹»ÈlÁ�Â�ÍH½�½6È�¹ ¼qÅ�¹»Ã/Á�º1¹ ¾6¿K¼QÎ�Ãs¾
Â�º|Å6¿6Á�Á�Ñ�¹»À»À�¿fÅ�ÃgÁ*É�¸�¸�À»À�½uÊ�¹ ¼|Å�¹»ÈlÊ�¹ ¼1¿KÉ|¹�¿�µ6¶J¸�º|¼1½6À�½6¹»º1Á�Â�¸�¾6½,ÍH½�½KÖÈ�¹ ¼�¼|ÃgÀ»¹�¼1½6À»Â�È,ÃgÍH¿6È
¼1¿�¿D½6È
¼�½6ÍH½�½6È,Å�Â�Å�Â�È.½6¹»º|Ã/ÈlÀ»Ã/¹ ¾�¿6È�ô98�:D½6¹ Æ Î�Ñ�¾�¿-Ã/ÍH¿6È�¼1¿ Æ Ã/¹�¼|Ãg¹»Ò�¿6È,¼1½6Á@¾�¹ ¼|º1ÃßÅ�Â�Å�Â®À»Ã/¹»Ê.¿�¿½6È
¼�½�½�µ�;�Ã/¹»Å6½K¼|Å6½�½Gº1ÃuÅK½6Î�¼|¹�½uÉ|½�½6È
¼�½6ÅK½�½HÍGÂ�À»Ã/ÍGÍH½K¼QÊ�¸�Â�À»Ãs¼Cµ<8

r¡³



�£{¡±�¦ {|Z1Uv\ {x~¢� �����.�
f, g : [a, b] → 8 � �.��� � �@�6�;���"�|���"��� � � � λ ∈ 8 �y© � ����ª"��� f + g

� � λf� �.� � � �"��� � �@�6�;�;�.�1���.��� � �=4u�¡� � �.���l�.� � �.��� � �6� �?>
Ù;���

f ≤ g,
�q����� ∫ b

a

f ≤
∫ b

a

g.
49�|��r�5

∫ b

a

(f + g) =

∫ b

a

f +

∫ b

a

g.
49�|� ��5

∫ b

a

λf = λ

∫ b

a

f.
49�|� q<5

Ù;���
a < c < b,

�%����� ∫ b

a

f =

∫ c

a

f +

∫ b

c

f.
49�|� ¦�5

©%���.�¡���1����� : è Í�ê|È È�Ï�è Ö�Å*Ç�ÇQÈ�È($�Å�Ç�Ç)×cËzè Æ�ÆQÈ�Êg)YÉ|Ï|é�Ç)Í�è Í�Ö�Ö�ÈÁè�Ï°Ê)È�Ì-ÈiÎ�È�é è
(x0, x1, . . . , xn)

4�Îaè�Ê
Å*Ízè�Ö�Å�$�ÏpÍ�Í�Ï-Ç�Í#�|ÅvÏ|Ï|Å�ÇQ×�×�Ï-é�ÉpÌ�Ì-È�Ï|éxÍ�ÏnÎ�È�é�è�Ï|Í�Í�êmÅ*Ï����pêmÍ�Ê�Ç�Å*ÅvémÊ�Í�5��(&VÖ�é èxè�Ç

a1, . . . , an ∈ 8éxÉ(�CÈ�É|émÊ�Å*Ï
f
È�ÆK��è�Ç@Î�È

b1, . . . , bn ∈ 8 éxÉ(�CÈ�É|émÊ�Å*Ï g È�ÆC� è�Çv�|ÃVè Ê�éCÈ f ≤ g
$pÏpÍ�Í�Ï

aj ≤ bjéCÈ�Í�é�Í�Ö�Ö�È
j = 1, 2, . . . , n

�pçmÍÿÇ)Å*Ï
∫ b

a

f =

n∑

j=1

ajl(Ij) ≤
n∑

j=1

bj l(Ij) =

∫ b

a

g.

+Nè Í�ÏpÅ*Ï�é�è�� ÇQÈÁËz×CÇ�ÅvÅ�$|Ê�Í�Ö�Ö�×
∫ b

a

(f + g) =

n∑

j=1

(aj + bj)l(Ij) =

n∑

j=1

aj l(Ij) +

n∑

j=1

bjl(Ij) =

∫ b

a

f +

∫ b

a

g.

Ãiè Ö�Ì-È Êöé è���Ç)È�Ëp×�Ç�ÅvÅ�$|Ê�Í�Ö�Ö�×
∫ b

a

λf =
n∑

j=1

λaj l(Ij) = λ
n∑

j=1

aj l(Ij) = λ

∫ b

a

f.

: Í�Í�ÌKÅvÍ�Ê�Å*Ï é�è��zê|È�ÏKÇ)èxê|Í�Ê�Ç)È�Ì�Í�Ê�Å*émÊ�ÍpÇ)×��mêmÅvÏ|Ï|Å�ÇQ×�×�ÏKÇ)È�ÆK�xÍÿÇ�Ç)È�ÅvÊ)Ê�È Î�È�é�è�È,Ê�Í�Ç�ÅvÏ-$xÅ�Ç�ÇQ×
xk = c

�;v�Ï Ç)Å*Õ Æ)È È�Ö�Í�ÅvÏ È�ÆK��è�Ç÷ÅvÍ��C×�ÇiÊ�Í�ÍÿÇQ×�ÌÁÉ|ÉmÇ)É-$CÎ�ÈKËp×�Ç�ÅvÅ
∫ b

a

f =
n∑

j=1

aj l(Ij) =
k∑

j=1

ajl(Ij) +
n∑

j=k+1

aj l(Ij) =

∫ c

a

f +

∫ b

c

f.

¹ { � { u {

á¢e|á �jm/o®å tfi>i�@�mgilk;o-ã,p%tatfÿCm'é<t mCi'k;o-ã'p(ä'msk(ýHrGýÏý>ç
&VÖ�é èxè�Ï

f : [a, b] → 8 Î�È f ≥ 0
�a��è�Ê

g : [a, b] → 8 è ÏEËzè Æ�ÆQÈ�Ê�éxÉ(�CÈ�ÉpÊöÎ�È 0 ≤ g ≤ f
$

Ï|Í�Í�Ï�Ë$è�Æ)Æ)È Ê�éxÉ(�CÈ�ÉpéxÊ�Å*Ï
g
éxÉ(�CÈ�ÈCÎ�È È3�CÈ ÊaÇQÈ�È��CÈ�Ï�Ê�É|è Æ)È�éCÈ�Í�Ç�Å*Í�Ê�Ç�è�Ï Ë|Í�Ï ÇQÈCÔ�È�Ö�È ∫ b

a
g
È�ÆK��è ÍHÈ�Ö�Ô

�pÈ�È�ÖÿÇQÈ°éxÉ(�CÈ�É|émÊ�ÅvÏ
f
éxÉ(�CÈ ÈCÎ�È�Ï°Î�È�Ê�É|è Æ�Í�Å*Ï

y = 0
$
x = a

Î�È
x = b

ÆQÈCÎ�È�È�Ì-È�Ï'ÇQÈ�Ê�è�éxÉmÔ
�xÍ�è Ï-Ë|Í�Ï�ÇQÈCÔ�È�Ö�È�È|�xçxÉ|è Æ)È�é¡È�ÍÿÇ)Å*Í�êmÅ*Ï-éCÈ�� Å*Ï�Ç�É|ÌKÍ�Ï|Å*Ï-ÆQÈCÎ�È�Ç�ÇQÈ�Ê�È È�ê|È È�Ï-Å=Ê�Í�Ç�Å*Ç�Ç/� ×ÁÊ�ÅvÉ|Æ)È È��CÈ�Ê�Ç�Í
Ê�ÉpË|Æ�ÅvÌÁÉ|ÌKÍ�ÏÁÎ�È�Í�ÏmÐpÌcÉ|ÌKÍ�Ï�È��xÉ|Ö�Ö�Èp�
�£{�Ø�} ß|ßmyCWYu=\�}9¹øß {�~�� �����.�

f : [a, b] → 8 � � ���.���s�
�1�|� ° �f�0� �.� ���.�
��� f � � � ���%�s���"� ��� ���Ïï.���
��� ����� [a, b]

�.�

ala

∫ b

a

f : = sup
{ ∫ b

a

g
∣
∣
∣ g : [a, b] → 8 �.� � �.��� � �@�6�;���"�|��� � � g ≤ f

}

� � �"� ��� ��������� f ï.� � ���%�s�1��� ��� ���lï.��� ��� ����� [a, b]
�.�

�xÖ�× ∫ b

a

f : = inf
{ ∫ b

a

h
∣
∣
∣h : [a, b] → 8 �.� � �"��� � �@�6�;���"�1���U� � h ≥ f

}

.

Ë�µ¬Ì;Â�¹»º|¹»ÈÏº1½6È�Â�Ã/ÈJÂ�ÈÏÂ�À»Ã/ÍH½6º1º�½
M > 0

º1¹ ¼|ÃgÈ Æ Ãs¼|¼1¿ |f(x)| ≤ M
Å6½6¹»Å�¹»À»À�½

x ∈ [a, b]
µ

r9�



�£{��£{|zBA \�y=u={|Z1U*u={ÝU=ZBXByC\x¹ Z1¹øW9U*u={�Üv{ÝW~tDC@¹ Z1¹øW~Uvuv{
&VÖ�é èxè�Ï

A ⊂ 8 ÅvËp×CÇ/���CÎ�×p�NÒ�Å=È�È�Ö�Í�Ö�É|éxÉ M è�Ï�Îaè É|é�è Ï
A
ï.� � � � � � $$Îaè�Ê a ≤ M

éCÈ�Í�é�Í�Ö�Ö�È
a ∈ A

� Ò�ÅvÈ È�Ö�Í�Ö�É|éxÉ
G
è�Ï Îaè�Épé�è�Ï

A
� �����%���Uï.� � � � � � Å*Ö�Í ��� � �K�
�L�;� ÅvÖ�Í G = supA

$
Îaè Ê�Ê�Å�è�Ï�Îaè�É|é è�Ï

A
�xÖ�×�Æ)È�Î�ÈKÎ�È

G ≤ M
Îaè�éCÈ�Í�Ê�Å*Ö�Ö�È�Îaè�É|é è�Ï

A
�xÖ�×�Æ)È�Î�È�Ö�Ö�È

M
�@çmÈ�ÌKè�Í�Ï

Ì-×�×�Æ)Í�Ç�Å*Ö�Ö�×�×�Ï�Îaè�É|é è�Ï
A � � � � � � � m Î�È ���;�;����� È�Ö�È�ÆQÈCÎ�ÈÁÅ*Ö�Í ���9E'�0�;� ÅvÖ�Í inf A

�
ì3È�Ö�È�ÉmÇ)Å�Ç)È È�Ï�ÌKÍ�ÅvÖ�ÅvÅ*Ï�Îaè�Í�Ç)È�é�Í�Ï�Ö�È�ÉpÊ�ÅvÍÿÇQÈ|�

�£{¡à�¦ {|Z1Uv\ {x~¢� �����.�
A ⊂ 8 � � � �|ï�û�� � � � m,M ∈ 8 �

Ü/� ÝF4u���"� M = supA
�q�����'� ����� ���w����� M �"�3���.�����.�

A
ï.� � � � � � � � ����� � �¡���
���#� ε > 0�.���.����� � �6� � aε ∈ A

�6���s���(�l���|� � aε > M − ε
�

Ü�G ÝF4u���"� m = inf A
�£�����¢� �Þ�.� ���2���.� m �.�2���"�����"�

A � � � � � � � � � ����� � �¡��������� ε > 0�.���.����� � �6� � aε ∈ A
�6���s���(�l���|� � aε < m+ ε.

�£{¡êIH \xZNyC{|Z1U {�~¢� �����.�
A ⊂ 8 � � � �1ï�û6� � � m ∈ 8 ���
� � � � � � � � � � M ∈ 8 ï.� � � � � � �

Ü/� ÝíÙ;���u���.�����6�.���0���.�ß�.����� (yn)
���.�����.�

A � � �.���"��� � � � ���6� limn→∞ yn = M
�f�%�����

M =
supA

�
Ü�G ÝíÙ;���'���"�����K�"�������.�ß�.����� (zn)

���.�����.�
A � � �.���"��� � � � ���6� limn→∞ zn = m

�l�q�����
m =

inf A
�

�£{|z�î T
UvW9¹ø\�y=�H�$\�Üvß { r��>&VÖ�é�èxè�Ï
A =]0, 1]

� 9 ��Ç
supA = 1

Î�È
inf A = 0

�
�m�>&VÖ�é èxè�Ï

B = {1/n | n ∈ ë } � 9 ��Ç supB = maxB = 1
�ß+Bè�Í�Ê�È È�Ö�Ç)ÈKÖ�È�ÉpÊ�Å*ÅvÏØ�m� �

ÌÁÉ|éCÈ È�Ï
inf B = 0

$BÊ�Í�Ö�Ö�×
1/n ≥ 0

Î�ÈKÎaè�éCÈ�Í�Ê�Å*Ö�Ö�Å
ε > 0

è ÏEè�Ö�Å*Ì-È�Ê)Ê)È
1/n ∈ BÊ�Í�Ç�ÅvÏ-$?Å*Ç�Ç)×

1/n < 0 + ε
�NçxÅvÉ|Æ)È�É|émÊ�ÅvÏÝ�|� ��È��xÉ|Ö�Ö�È°Ç)×�Ì-×�Ê)È�È�êpÈ�È�Ï®$zéxÉ|Ïõ�CÈ�Ö�ÍÿÇQÈ�È�Ï

yn = 1
n

�
�£{|zqzx¦ {pZBU=\ {wö � ß�û?ù1\x}~}9W~UvûHû?Uv{m�?U=W~�N�z¹ø{%³ ø�{?~¢� �����"�

A ⊂ 8 � � � �1ï�û6� � � � ï.� û ��� ��� � � � Û���.���s�
�1�1� ð �H© � ����ª"����������� � �"� ��� �C�
���*���Q���§��� � �C�
�L�;���
�£{|z;��¦ {pZBU=\ {�~¢� �����"�

A ⊂ 8 � � � �1ï�û6� � � �2� � û ��� ��� � � � ���"�������1�|� ú ��© � ����ª.�����6����� � �.� ��� �C����Û�����Q�������JE,�L�;�w�
�£{��£{�� ¸°W9\�¹º{|tBtN»)W9t6uv\xwzy¡{p{|}~W9t5¹øßpßmyCWYuv\x}9¹øß
�£{|z� §� Z1�z¹ø{pZNu=ZBU { r���ÃVè Ê�éCÈiéxÉ(�CÈ�ÉzÊ

f
è�Ï�Æ)È�Îaè�Í�Ç�Å*Ç�Ç�É®$=ÏpÍ�Í�ÏKÌK× ×�Æ)ÍÿÇ)Å*Ö�Ì-×�Ï��|��³3Îaè�É|Ô

é�è�Ç
è.�CÈCÇ
Å*Ëp×�Ç/���CÎaÍ�×§4YémÊv�$Å=Ê�Í�ÌKÅ*Æ)éxé�Í3�m���m����5��Q=NÍ�Ê)×�émÊ�Í1È�Ö�È�Í�Ï�Ç)Å*Õ�ÆQÈ�È�Ö�Í�Ï�Ì-×�×�Æ)Í�Ç�Å*Ö�Ì-×�Ï
Îaè�É|éxé èiè�Ï0�xÖ��p× ×�Ö�Ç)×iÆ)È�Îaè�Í�Ç�Å�Ç�Ç�É�Î�ÈÏ�xÖ�×�Í�Ï�Ç)Å*Õ�ÆQÈ�È�Ö�Í�ÏnÌ-×�×�Æ)Í�Ç�Å*Ö�Ì-×�Ï�Îaè É|éxé�èVè�ÏÁÈ�Ö��pÈ È�Ö�Ô
Ç)ÈKÆQÈCÎaè ÍÿÇ)Å�Ç�Ç)É?�|çxÍ�Ç�Å*Ï�Ö�È�ÉpÊ�Å*Í�êmÅvÏ��|��r roÎ�È-�m��r=�ÁÏ|è�Î�È�Ö�Ö�È�Ê�ÅvéC×�È�Ö�È�Ô3Å�Ç�ÇQ×L��Ö�×�Í�Ï�Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�Í
è.�CÈCÇh×�×�Æ�ÅvÖ�Ö�Ö�Í�Ê�Í�Ïp×cè�Ö�Å*Ì-È Ê�Ê)È|�

�m�hçxÅ*ÉpÆ)È�É|émÊ�ÅvÏÝ�m� � ÌÁÉ|éCÈ�È�ÏØè ÏØè�Ö�Å*Ì-È Ê�Ê)È°È�Í�ÏpÈ�éxÍ�Ï§��émÊ�Í$Îaè�Ï|è�éxÉ(�CÈ�ÉpÊ�Ç)È
f
È�Ö#�pÈ È�Ö�Ç)È

È�ÆK��è Í��xÍ�È�Ëzè Æ�ÆQÈ�Êg)YÉ|Ï|é�Ç)Í�è ÍÿÇQÈ�Ï|Í�Í�Ï-$¡Å*Ç�Ç)×iÏ|Í�Í�êmÅvÏÁÍ�Ï�Ç�Å*Õ Æ)È È�Ö�Í�ÅvÏ,Æ)È�Î�ÈCÔ�È�ÆK��è è�Ï
f
7 Ï�È�Ö�È�Í�ÏmÔ

Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�Í;��çmÈ�ÌKè�Í�ÏKè�ÏKè�Ö�Å*Ì-È Ê�Ê)ÈnÈ�Í�ÏpÈ�éxÍ�Ï0�xémÊ�Í�Îaè�Ï|è,éxÉ(�CÈ�ÉzÊaÇQÈ
f
�xÖ#�p×�×�ÖÿÇQ×
È�ÆC�xÍ�è�Í#�xÍ�È

Ëzè Æ�ÆQÈ�Êg)YÉ|Ï|é�Ç)Í�è ÍÿÇQÈiÊ�ÍÿÇ)Å*Ï-$CÅ*Ç�Ç)×
Ï|Í�Í�êmÅ*Ï�Í�Ï�Ç)Å*Õ�ÆQÈ�È�Ö�Í�Å*ÏÁÆ)È�Î�ÈCÔ�È�ÆK��è�è�Ï
f
7 Ï3�xÖ�×�Í�Ï�Ç)Å*Õ�ÆQÈ�È�Ö�Í;�

q|�G=NÈ�ÉpÊ�ÅvÅ*Ï'�m� ¯�ÌÁÉ|éCÈ�È�Ï�È�Í�ÏzÈ
ala

∫ b

a f ≤ �xÖ�× ∫ b

a f
$|Ê�Í�Ö�Ö�×

ala

∫ b

a

f = sup
{ ∫ b

a

g
∣
∣
∣ g : [a, b] → 8 è�Ï�Ëzè Æ�ÆQÈ�Êg)YÉ|Ï|é�Ç)Í�èVÎ�È g ≤ f

}

≤
∫ b

a

h

Îaè�éCÈ�Í�Ê�Å*Ö�Ö�È�Ë$è�Æ)Æ)È Ê�éxÉ(�CÈ�ÉpéxÊ�Å*Ö�Ö�È
h : [a, b] → 8 Ê�Í�Ç�Å*Ï®$mÅ�Ç�ÇQ× f ≤ h

�
¦p� ì@è�Æ)Æ)È Ê/)YÉ|Ïpé Ç)Í�è Í�Ö�Ö�ÅVËp×�Ç�ÅvÅ�È�Í�ÏpÈ

ala
∫ b

a
f =

�xÖ�× ∫ b

a
f
�

�£{|z<¥õ} ß|ß|y¡W~uv\x}~¹ºß {LK � ���.���s���|�1�L�"� ��� ��� f : [a, b] → 8 �.�2KÏ���
� � �q�%Ûs���%�s���"�K�.���1� ��� � �<�����

ala

∫ b

a

f =
�xÖ�× ∫ b

a

f.

×�µ¬Ì®¿6ÍH¿lÂ�Èy½6Å�º|¹»Â�Â�ÍH½,¼�½6¹<À�½6¸�º1ÃuÁ�¹»¹»Ê�Ê�¸�ÃgÈyº1¹»¹ ¼1¿ Æ ÍG¹ ¼|ÃgÈ>Á�ÃC½�½6À»¹»Å�¸6É�Ã/ÈÏ¼|ÃgÂ�Á�¹�½¢Ã/º1¹ ¼|Ãs¼�¿�¿6È<µò µ��%À»¹<º1¹»À»À�¿,Â�ÈÏÑ�À�¿6Á|½KÉ1½�µ��µ��%À»¹<º1¹»À»À�¿,Â�ÈJ½6À�½6Á|½KÉ|½�µ
�µ·¶J¹»ÅK¿6À»¹�º1Ã/Å6½�½6È�È�¸�Å�º1Ã/È,¾�½�½6Á|½�½DÃ/¹
Â�À»Ã Æ É|¿K¼1Ãs¼1¿�¿6Èlº1½6È.½M�®¹»Ã/ÍH½6È�ÈuÍH½6¹»È�¹ ¼1º|ÃgÍH½K¼�¼1½�µ���È�¼|Ã���Á1½�½6À»¹»È'Å6¿6º|¹ ¼|¼|Ã/¹ ¼�¿Â�Èx¸�º1Ã/¹ ¼�½�µ Ì®¿6Á�Å�Ã/¹»ÍGÍH¿K¼yÈ�¹»¹»º�¼�¿wÂg¾�½K¼N�-¹»Ã/ÍGÈ.½6È�È�Ö¡¹»È�¼|Ã���Á1½�½6À»¹£É|½O;�Ã�P�Ã/º���¸�Ã/È�¹»È
¼|Ã���Á|½�½6À»¹¡µDQ
¿6À»Å�¹»ÍGÍH¿6¹»º|ÃgÃ/È¼|¸�¼|¸�º|¼|¸�¼1½�½6ÈxÍG¹ ¼|¼1½KÖ-É|½3¹»È
¼1Ã���Á|½�½6À»¹ ¼1Ã/Â�Á�¹�½6ÈxÅ�¸�Á|º|º1¹»À»À�½�µ%Ì(½6Á�Ê�Ã/Ã/Å�º1¹uº1¿�¿6È�È�Ô�À»À»¹»º1Ã/È2Å�¸�¾�½6¸�Å�º1Ã/È�¼�½6Ê.½6¸�Å�º|Ãgº|º�½�-¹»Ã/ÍH½6È�È�Ö�É1½R;�Ã�P"Ãgº���¸�Ã/È?¹»È�¼|Ã���Á1½�½6À»¹<ÂC¾�½K¼®Ñ�Î�¼1¿¢º1¸�¸�Á|Ãs¼gµ
r9�



© � ����ª"���Þ�"� ��� ��������� f KÏ���
� � �q�%Ûs���q������� ��� ��� Ü �
���'� ��� � � �|�1ï����%�s���"� ��� ��� Ý2ï.�*� ��� ����� [a, b]
�.�

∫ b

a

f =

∫ b

a

f(x) dx : = ala

∫ b

a

f =
�xÖ�× ∫ b

a

f.

-

6

ba

f(x)

g(x)

h(x)

x

ÃnÉ%�¡È-�|� q%7xÒhÍ�ÅvÌKÈ�Ï|ÏmÔ�Í�Ï�Ç)Å*Õ�ÆQÈ�È�Ö�Í�Ï°Ì-× ×�Æ)ÍÿÇ)Å*Ö�ÌK×
FhÉ|è Ì-È�È($¡Å*Ç�Ç)×
Í�Ö�Ì-È�Í�Ê�ÉpÊ)Ê�È ∫ b

a
f(x) dx

ÌÁÉ|ÉmÇ�Ç�ÉCÎ�È
x
è ÏÁÏpÊv��Ê�Í�êmè�Ç�Ç�ÉKÌcÉ|ÉmÇ�Ç)ÉCÎ�È|��çmÅ�� è�Í�ê|È�È�Ï

�CÈ�Í#� ÇQÈ�È�Ç)è�Í�Ê�ÅvéxÊ�ÍNéxÍ�Æ~Î�È�Í�ÌKÅvéxÊ�ÍNÍ�Ö�ÌKÈ�Ï-$$Å�Ç�ÇQ×�Í�Ï�Ç�Å*Õ Æ)È È�Ö�ÍNÊ�Í�Í�Ç)×-ÌcÉ|ÉmÇ�Ç�É|É?�£+�× ÊaÇQ×-è�ÌKÍ�ÏpÈ�Í�Ê�ÉpÉmÔ
êmÅvÊ�Ç)ÈcÇ)É|Ö�ÅvÅ�Ò�Í�Å*Ì-È�Ï|Ï|Ô;Í�Ï�Ç�Å*Õ Æ)È È�Ö�Í�Ï°Ï|Í�ÌKÍ�Ç/�mÊRSaÌ-× ×�ÆQ×CÇ�Ç/�KÍ�Ï�Ç�Å*Õ Æ)È È�Ö�Í<T��
�£{|z;¯ T
UvW9¹ø\�y=�H�$\�Üvß { r��GFiÉ|è�Ì-È�É|Ç�É|émÊ�Å*Ï��|��r=q|� ¦�Ë$Å*Æ)ÉpÊaÇ)Å*ÅvÖ�Ö�ÈhÎaè éCÈ�Í�Ï|Å*Ï�Ë$è�Æ)ÆQÈ�Êg)YÉ|Ï|é�Ô

Ç�Í�è
f : [a, b] → 8 è�Ï Í�Ï�Ç)Å*Õ�Æ)è�Í�Ç�É%�¡È�Î�È Ê�ÅvÏ Ò�Í�Å*Ì-È�Ï|ÏmÔ�Í�Ï�Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�Íöè�Ï Ê�È�ÌKÈ éxÉ|Í�Ï

Ëzè Æ�ÆQÈ�Êg)YÉ|Ï|é�Ç)Í�è Ï-Í�Ï�Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�Í;�  è Ö�ÅvÌKË|Í�ÈÁÊ�è Ë|Í�Í6Ê�ÍÿÇ)Å*Ï°ÌKÅvÆ�éxÍ�Ç)×�Ê)È�Ì-È�Ö�Ö�È,ÌKÅ*Æ)é�Í�Ï|Ïp×�Ö�Ö�×
∫ b

a f
�

�m�G=NÈ Ê�é Å�Ç)È È�ÏÝéxÉ(�CÈ�É|émÊ�Å*Ï
f : [0, 1] → 8 , f(x) = x

Ò�Í�Å*Ì-È�Ï|ÏmÔ�Í�Ï�Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�Íf�xÖ�Í'�C×�Ö�Í�Ï
[0, 1]

� : È�Ö�Í�Ç)È È�Ï �¡×�Ö�Í�Ï
[0, 1]

ÇQÈ�Ê)È��C×�Ö�Í�Ï|ÅvÏØÎ�È�é�è
P = (0, 1/n, . . . , (n − 1)/n, 1)

$
ÌKÍ�Ê)Ê�×

n ∈ ë �  ×�×�Æ�Í�Ç�ÅvÖ�Ö�×�×�Ï°Ë$è�Æ)Æ)È Ê�éxÉ(�CÈ�É|émÊ�Å*Ç h, g : [0, 1] → 8 $

h(x) =

{
k
n ,

Îaè Ê
x ∈]k−1

n , k
n [, k = 1, 2, . . . , n,

1,
Îaè Ê

x
è�ÏcÎ�È�é è�Ë|Í�Ê�Ç�Å�$

g(x) =

{
k−1

n ,
Îaè Ê

x ∈]k−1
n , k

n [, k = 1, 2, . . . , n,
0,

Îaè Ê
x
è�ÏcÎ�È�é è�Ë|Í�Ê�Ç�Å��

+�×�Ö�Ö�ë Í�Ï
g ≤ f ≤ h

�pçxÍ�Ç�ÅvÏ

ala

∫ 1

0

f = sup
{ ∫ 1

0

g̃
∣
∣
∣ g̃ : [0, 1] → 8 è�Ï�Ë$è�Æ)Æ)È Ê/)YÉ|Ïpé Ç)Í�è�Î�È g̃ ≤ f

}

≥
∫ 1

0

g = 0 · 1

n
+

1

n
· 1

n
+ · · · + n− 1

n
· 1

n

=
1

n2

(
1 + 2 + · · · + (n− 1)

)
=

1

n2
· (n− 1)n

2
=
n− 1

2n
=

1

2
− 1

2n
.

çmÈ�ÌKè Í�Ï'Ê)È�È�êpÈ�È�Ï

��Ö�× ∫ 1

0

f = inf
{ ∫ 1

0

h̃
∣
∣
∣ h̃ : [0, 1] → 8 è Ï Ë$è�Æ)ÆQÈ�Ê�É|Ï|é�Ç�Í�èiÎ�È h̃ ≥ f

}

≤
∫ 1

0

h =
1

n
· 1

n
+

2

n
· 1

n
+ · · · + n

n
· 1

n
=

1

n2
(1 + 2 + · · · + n)

=
1

n2

(n+ 1)n

2
=

1

2
+

1

2n
.

��S



Ãiè�Ê�éCÈ�È�Ö�ÈCÔ�Í�Ï�Ç)Å*Õ�ÆQÈ�È�Ö�Í$è�Ï�È�Í�ÏpÈ�Ë|Í�Å*Ï|ÅvÌKË|ÍHÇ)È�Í-����Ç)×�Ê�É|É|Æ)Í6éxÉ|Í�Ïx�xÖ�×�Í�Ï Ç)Å*Õ Æ)È È�Ö�Í|$�Ï|Í�Í�Ï
1

2
− 1

2n
≤ ala

∫ 1

0

f ≤ ��Ö�× ∫ 1

0

f ≤ 1

2
+

1

2n
.

+�×�Ì-×�Ëp×CÇ)Å*Å Îaè é¡È�Í�Ê�Å*Ö�Ö�È
n ∈ ë � ) Ï|ÏpÅ�Ç)È È�Ï n→ ∞ $CÎaè Ö�Ö�è�Í�Ï�Ê)È�È ê|È�È�Ï

1

2
= ala

∫ 1

0

f =
�xÖ�× ∫ 1

0

f.

çxÍ�Ç�Å*Ï'éxÉ(�CÈ�ÉpÊ
f
è Ï�Ò�Í�Å*Ì-È�Ï|ÏmÔ�Í�Ï�Ç�ÅvÕ�Æ)è�Í�Ç�É(�CÈiÎ�È ∫ 1

0 f = 1
2

�
q|��Ã,È�Í�éxé�ÍHÆQÈCÎaè ÍÿÇ)Å�Ç)ÉmÇ�é�É%�¡È�É|émÊ�Å*Ç�Å*Í#�¡×�Çhè�Ö�Å,Ò�Í�ÅvÌ-È�Ï|ÏmÔ�Í�Ï Ç)Å*Õ Æ�è ÍÿÇ)É(�xÍ�Èp�;&VÖ�é�èxè�Ï

f : [0, 1] → 8 , f(x) =

{
1,

Îaè Ê
x ∈ U ∩ [0, 1],

0,
Îaè Ê

x ∈ [0, 1] \ U .
Ã,È"�pê|Å*Ï+Æ)ÅvÈ È�Ö�Í�Ö�É(�xÉ|Ï¬�C×�Ö�Í�Ê�Ê)×øè Ï�È�Í�ÏpÈ5ÆQÈCÇ�Í�è�ÏzÈ�È�Ö�Í�Ö�É|éxÉ?�H&VÖ�é�èxè�Ï

h : [0, 1] → 8Ëzè Æ�ÆQÈ�Êg)YÉ|Ï|é�Ç)Í�èÝÊ�Í�Ç�ÅvÏ-$@Å�Ç�ÇQ×
h ≥ f

�íçxÍ�Ö�Ö�è Í�Ï
h(x) ≥ 1

é¡È�Í�éxÍ�Ö�Ö�È
x ∈ [0, 1]

�@çmÍÿÇ)Å*Ï
�xÖ�×�Í�Ï�Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�Í�Ï°Ì-×�×�Æ�Í�Ç�ÅvÖ�Ì-×�Ï�Î�ÈKÖ�È�ÉpÊ�Å*ÅvÏ��|� ¯cÅ*ÏpÊ�Í�Ì�Ì-×�Í�Ê�Å*Ï�é�è��pê|È�Ï�Ï|è�Î�È�Ö�Ö�È

�xÖ�× ∫ 1

0

f = inf
{ ∫ 1

0

h
∣
∣
∣h : [0, 1] → 8 è�Ï�Ë$è�Æ)Æ)È Ê/)YÉpÏ|é�Ç�Í�è Î�È h ≥ f

}

≥ inf
{ ∫ 1

0

1
∣
∣
∣h : [0, 1] → 8 è�Ï�Ëzè Æ�ÆQÈ�Êg)YÉ|Ï|é�Ç)Í�è Î�È h̃ ≥ f

}

=

∫ 1

0

1 = 1.

+Nè Í�Ê)È�È�ÖÿÇQÈ3�CÈ�é�Í�è�éxÉ(�CÈ�ÉpÊ
1
è�Ï�Ëzè Æ�ÆQÈ�Êg)YÉ|Ï|é�Ç�Í�èVÎ�È

f ≤ 1
$¡Îaè�Ç�ÅvÏ

�xÖ�× ∫ 1

0

f ≤
∫ 1

0

1 = 1.

9 ×�Í�Ï �xÖ�× ∫ 1

0
f = 1

�HçmÈ�ÌKè�Í�Ï�Ëp× ×CÇ)Å*Ö�Ö�× ×�Ï
ala

∫ 1

0
f = 0

�xÉ|è Ì�Í�è Ê�Ç)È%$pÅ*Ç�Ç)×°éCÈ"�pêmÅvÏ
Æ�Å=È�È�Ö�Í�Ö�É%��ÉpÏ��C×�Ö�Í�Ê)Ê�×°è�ÏÝÈ�Í�ÏpÈ�Í�Æ�ÆQÈCÇ)Í�è ÏpÈ�È�Ö�Í�Ö�É|éxÉ?�$çxÍ�Ç�ÅvÏ��xÖ�×CÔ@Î�È°È�Ö�È�Í�Ï�Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�ÍBÅ*Í#�¡×�Ç
è�Ö�Å?��� ÇQ×�Ê�É|É|Æ)Í�È%$=Îaè�Ç�ÅvÏ

f
Å*ÍHè Ö�Å,Ò�Í�Å*Ì-È�Ï|ÏmÔ�Í�Ï�Ç�ÅvÕ�Æ)è�Í�Ç�É(�CÈp�

á¢e|ñ �jm/o®å tfi>iÏmgiþoMVlk�ä
çxÉ|Ë|Æ)Å*ÌcÉ|ÌKÍ�ÏcÎ�È�Í�Ï|ÐpÌÁÉ|ÌKÍ�Ï

ε
Ô�Ö�É|è�Ï|ÏpÅ��pêmÍ�Ï�Ç)È�4YÖ�È�ÉpÊ�Å��m� ��5NÎaè���ÇQÈ�È0�¡È ÊaÇQÈ�È��CÈ�È�Ï�Í�Ï Ç)Å*Õ Æ�è ÍÿÇ)ÉmÔ

�xÉ|ÉpÊ�é�Æ)Í�Ç�Å*ÅvÆ�Í�Í�Ï-7
�£{|z�±§¦ {pZBU=\ { Ü KÏ���
� � �q�%���j�Kû;����� Ý ~¢� �����.� f : [a, b] → 8 � � ���.���s�
�1�|�%�¢ùq�������"��� f �"�í���qÛ
�������C�.���1� �.� �������ß� �?�.� ���H���.�Q����� � �¡�
������� ε > 0

�.���.�#�
� � �6� � � �.��� � �@�6�;���"�|���"� g, h : [a, b] → 8���������(�l���|� �
g ≤ f ≤ h

� �
∫ b

a

h−
∫ b

a

g < ε.

FhÉ|è Ì-È�È($vÅ�Ç�Ç)×VÅ*Æ)è�Ç�ÉzÊ ∫ b

a h−
∫ b

a g =
∫ b

a (h−g) è Ï�éxÉ(�CÈ�É|émÊ�Å*Ï f éxÉ(�CÈ�È�Î�È�Ï�Î�ÈVÊ�Épè�Æ)Í�ÅvÏ x =
a
$
x = b

$
y = 0

Æ)È�Î�È�È�ÌKÈ ÈKË|Í�Ï ÇQÈCÔ�È�Ö�È�Èw�xÖ#�p×�×�ÖÿÇQ×nÎ�È È�Ö��zÈ�È�Ö�Ç)È°È�ÆK��Í�è�Í#�xÍ�ÅvÏ'Ê�É|è Æ)È�éCÈ�Í�Ç�Å*Í�êmÅvÏ
Ë|Í�Ï ÇQÈCÔ�È�Ö�è�ÎaÅvÏ�ÅvÆ�è�Ç�ÉpÊhÅ*Ö�ÍBË$è�Æ)Æ)È Ê�éxÉ(�CÈ�ÉpÊaÇ)Å*Ï

h
Î�È
f
éxÉ(�CÈ ÈCÎaÍ�Å*ÏÞ�C×�Ö�Í�Í�ÏKÎ�×�×��C×-ËpÍ�Ï�Ç)È�Ô�È�Ö�È%$|émÊ*�

éxÉ(�CÈK�|� qp�
©%���.�¡���1����� Ò�Í�Å*Ì-È�Ï|Ï|Í�Ï,Å��pêmè Ï?�C×�Ö�Ç�Ç)×�Ì-×CÇ�Ç)ë�Ì0�<�mÊv��&VÖ�é èxè�Ï

f
Í�Ï�Ç�ÅvÕ�Æ)è�Í�Ç�É(�CÈ|�
+�×�Ö�Ö�ë�Í�Ï

∫ b

a f = ala
∫ b

a f =
�xÖ�× ∫ b

a f.
� Ö�×�Í�Ï Ç)Å*Õ Æ)È È�Ö�Í�Ï�Ì-× ×�Æ)ÍÿÇ)Å*Ö�ÌK×�Ï�Î�È�Ö�È�ÉpÊ�Å*ÅvÏ �|� � ÌÁÉ|éCÈ È�ÏÝè�Ï

è�Ö�Å*Ì-È�Ê)Ê)È�Ë$è�Æ)Æ)È Ê/)YÉ|Ïpé Ç)Í�è
h : [a, b] → 8 Ê�Í�Ç�Å*Ï®$|Å�Ç�Ç)× h ≥ f

Î�È
∫ b

a

h <
�xÖ�× ∫ b

a

f +
ε

2
=

∫ b

a

f +
ε

2
.

�mr



çmÈ�ÌKè Í�ÏKÈ�Ö�È�Í�Ï�Ç�Å*Õ Æ)È È�Ö�Í�ÏÁÌK× ×�Æ)ÍÿÇ)Å*Ö�Ì-×�ÏhÎ�ÈnÖ�È�ÉzÊ�ÅvÅ*Ï-�m� �VÏpè�Î�È�Ö�Ö�Èiè Ïcè Ö�ÅvÌKÈ Ê�Ê)ÈVËzè Æ�ÆQÈ�Êg)YÉ|Ï|é�Ç�Í�è
g : [a, b] → 8 Ê�Í�Ç�ÅvÏ-$|Å*Ç�Ç)× g ≤ f

Î�È
∫ b

a

g > ala

∫ b

a

g − ε

2
=

∫ b

a

f − ε

2
.

9 ��ÇiÒ�Í�Å*Ì-È�ÏpÏ|Í�Ï�Å���Ç)èKÇ�è�Ç)Å*ÉmÇ)É|É-7
∫ b

a

h−
∫ b

a

g <

∫ b

a

f +
ε

2
−

( ∫ b

a

f − ε

2

)

= ε.

Ò�Í�Å*Ì-È�Ï|ÏpÍ�Ï-Å��pêmè�ÏKÆ)Í�Í�Ç�ÇQ×����<�mÊv��Ò�Í�ÍÿÇ�Ç)× ×nÏp×���Ç�Ç)× ×($CÅ*Ç�Ç)×��xÖ�× ∫ b

a f ≤ ala
∫ b

a f
$�é�è�Ê�éCÈ

È�Í�ÏpÈ Ëp×�Ç�Å*ÅU�xÖ�× ∫ b

a
f ≥ ala

∫ b

a
f
�¢&VÖ�é�èxè Ï

ε > 0
ÌKÍ�Å*Ö�Í��CÈ�ÖÿÇQÈ�Í�Ï|Å*Ï Î�È

g, h : [a, b] → 8Ëzè Æ�ÆQÈ�Êg)YÉ|Ï|é�Ç)Í�è ÍÿÇQÈcÊ�ÍÿÇ)Å*Ï-$mÅ*Ç�ÇQ×

g ≤ f ≤ h
Î�È ∫ b

a

h−
∫ b

a

g < ε.

Ãiè�Ê�éCÈhÎaè�É|é è�Ï�Í�ÏmÐzÌÁÉ|Ì è�Ï�Îaè�É|é è�Ï�È�Ö�È�ÆQÈCÎ�È($xÏ|Í�Í�Ï��xÖ�×�Í�Ï�Ç�Å*Õ Æ)È È�Ö�Í�Ï°ÌK× ×�Æ)ÍÿÇ)Å*Ö�Ì-×�Ï°Ïpè�Î�È�Ö�Ö�È
��Ö�× ∫ b

a

f ≤
∫ b

a

h <

∫ b

a

g + ε ≤ ala

∫ b

a

f + ε,

Ê�Í�Ö�Ö�×1Îaè É|é�è Ï�Ê�É|ËpÆ�ÅvÌÁÉ|Ì è�Ï,È�Í�ÏpÈ@Îaè É|é�è ÏJ��Ö�×�ÆQÈCÎ�ÈJ4~éxÊv�¡È�Ö�È�Í�Ï Ç)Å*Õ Æ)È È�Ö�Í�ÏVÌK× ×�Æ)ÍÿÇ)Å*Ö�Ì-×�5��=Ãiè�Ê�éCÈ
ε > 0

è Ï ÌKÍ�Å*Ö�Í��CÈ�Ö�Ç)È�Í�ÏpÅ*Ï-$pÊ)È�È ê|È�È�Ï � ��Ö�× ∫ b

a f ≤ ala
∫ b

a f
� ¹ { � { u {

�£{|z;Ø T
UvW9¹ø\�y=�H�?W {
!oÊ�Í�ÌKÅ*Æ)éxÍ�Ï'�m��r=«|� �ÁéxÉ(�CÈ�É|émÊ�Å*Ï�Í�Ï�Ç)Å*Õ�Æ)è�Í�Ç�É%��ÉpÉpÊ�Ê�È È�ê|È È�Ï��|Å*Ö�Ëzè��|é�è�ÊaÇ)Í?Ò�Í�Å*Ì-È�Ï|ÏpÍ�Ï�Å��zêmè Ê�Ô
Ç)Èp�£&VÖ�é�èxè�Ï

ε > 0
� : È�Ö�ÍÿÇQÈ�È�Ï

n ∈ ë Ê�Í�Ç�ÅvÏ-$$Å�Ç�ÇQ× n > 1/ε
� : È�Ö�Í�Ç)È�È�Ï�Åvê|Å*Ö�Ö�ÅvÅ*Ï�Ë$è�Æ)Æ)È Ê�éxÉmÔ

�CÈ�É|émÊ�Å�Ç
f
Î�È
g
é�É|Ç�Å*Ï�Å=Ê�Í�ÌKÅ*Æ)é�Í�Ê)Ê�×-�m��r=«|�mÃiè�Ê�éCÈ�Ö�È�ÉpÊ�Å*Å*Ï��|� ¯�Ï|è�Î�È�Ö�Ö�È�Ë$è�Æ)Æ)È Ê/)YÉ|Ïpé Ç)Í�è Í�ê|Å*Ï

Í�Ï�Ç)Å*Õ�ÆQÈ�È�Ö�Í$è�Ï�Ö�Í�ÏpÅvÈ�È�Æ�Í�Ï|ÅvÏ-$xÏ|Í�Í�Ï
∫ 1

0

h−
∫ 1

0

g =

∫ 1

0

(h− g) =
1

n
· 1

n
+ · · · + 1

n
· 1

n
︸ ︷︷ ︸Ï�é�ËpÖ

=
1

n
< ε.

v�Ï�Ç�Å*Õ Æ)È È�Ö�Í�Ï È�ÆK��è ÈcÅ*ÍHéxÉ|Í�Ç�ÅvÏ|éCÈ�È�Ï�Ê)È�È ê|ÈcÒhÍ�ÅvÌKÈ�Ï|Ï|Í�Ï�Å��pêmè Ï'È���ÉpÖ�Ö�È|�
�£{|z�à§¦ {pZBU=\ {LÙ;���Ï�"� ��� ��� f : [a, b] → 8 �"�����.�ß�.�s�.�%���ß�
� � �,�%�����

f
�"�����%�s���"�K�.���1� ��� �

©%���.�¡���1����� ��è�Ê
f
è�Ïx�CÈ�éxÍ�è%$xÏ|Í�Í�Ï'Ê�Å,è�Ï�Ëzè Æ�ÆQÈ�Ê�éxÉ(�CÈ�ÉpÊ�$vÎ�È-Ê�Í�émÊ�ÍHÍ�Ï�Ç�Å*Õ Æ�è ÍÿÇ)É(�CÈ|�

&VÖ�é èxè�Ï
f
éCÈ�ÊC�CÈ��CÈ�Î�È

f(a) < f(b)
�mçmÍ�Ö�Ö�è Í�Ï

f
è�Ï�ÆQÈCÎaè ÍÿÇ)Å�Ç�Ç�É-$xÊ�Í�Ö�Ö�×

f(a) ≤ f(x) ≤
f(b)

éCÈ�Í�éxÍ�Ö�Ö�È
x ∈ [a, b]

�oçmè.��Å*Ö�Ö�Å�Ç)È È�Ï Ò�Í�ÅvÌ-È�Ï|Ï|Í�Ï Å���Ç�è�È|�l&VÖ�é�èxè�Ï
ε > 0

$HÎ�Èõ�¡È�Ö�Í�Ç)È È�Ï
Ç)È Ê�È��C×�Ö�Í�Ï|Å*Ï��¡×�Ö�Í�Ï

[a, b]
Î�È�é�è

(x0, x1, . . . , xn)
$|ÌKÍ�Ê)Ê)×

n ∈ ë Î�È

xj − xj−1 =
b− a

n
<

ε

f(b) − f(a)

éCÈ�Í�éxÍ�Ö�Ö�È
j = 1, 2, . . . , n

 ×�×�Æ�Í�Ç�ÅvÖ�Ö�×�×�Ï�Ë$è�Æ)Æ)È Ê�éxÉ(�CÈ�ÉpéxÊ�Å�Ç
g, h : [a, b] → 8 $

g(x) =

{
f(xj−1),

Îaè�Ê
x ∈]xj−1, xj [, j = 1, 2, . . . , n,

f(a),
Îaè Ê

x
è Ï�Î�È�é�è Ë|Í�ÊaÇ)Å

,

h(x) =

{
f(xj),

Îaè�Ê
x ∈]xj−1, xj [, j = 1, 2, . . . , n,

f(b),
Îaè Ê

x
è�ÏcÎ�È�é�è Ë|Í�ÊaÇ)Å

,

� µ¬Ì;Â6¼|Ã/¸�¼|¼1½6Å�Â�Â6¼lÁ�Ãg½�½6À»¹»À»¸�¾�¸�¼
c
É1½

d
Ã/Ê.¿gÑ�Î�¼1¿6À»Ô�È

c ≤ d + ε
ÅK½6¹»Å�¹»À»À�½

ε > 0
µ�Ì;Â�Ò�¹»º�¼1Ãs¼1½�½6È3Ã/Ê.¿6º|¸�Â�Á|½6º|¼|¹ ÆÃs¼�¼�¿

c ≤ d
µ�ÄaÀ»Å�Â�Â�È¢º1¹»¹»ºq½6È�¼|¹ ¼|ÃgÃ/º|¹¡ô

c > d
µ�Ç�¹»À»À»Â�¹»È

(c−d)/2 > 0 Æ É|½aÂ�À»Ãs¼1¸�Å�º|ÃgÈHÍl¸�Å6½�½6È c ≤ d+(c−d)/2 ÆÉ�Â6¼1Ã/È
2(c − d) ≤ c − d

µXW®Â�º1Å6½
c − d > 0 Æ È�¹»¹»ÈJº1½�½6Ò.½�½6È 2 < 1

µ�Ì®¿6ÍH¿GÂ�È?Á|¹»º�¼1¹»Á�¹»¹»Ò.½6º|º�½¢¼1¹»Ã/Ò�Â�È
1 < 2ÅK½6È�º1º1½ Æ É�Â6¼1Ã/È?½6È
¼1¹ ¼|Ã/Ã/º1¹�Â�È>¾�¿�¿6Á|¿�µ��µ·¶JÂ�È�Â6¼|Â�È�¹»È�Ã/È_Å�¸�¾�½6¸�ºfÂ�È_ÅK½6º|¾�½/¾�½G¼�½6¹;¾6¿6Î�Ã/È�Ãs¾�¿�µYWu¸�¾�½6¸�º

f : [a, b] → Z Â�È_ÅK½6º|¾�½/¾�½ Æ É|Â�º f(x1) ≤
f(x2)

ÅK½6¹»Å�¹»À»À�½
x1, x2 ∈ [a, b]

º|¹ ¼1Ã/È Æ Ãs¼|¼1¿ x1 < x2
µ[Wu¸�¾�½6¸�º

f
Â�ÈÏ¾6¿6Î�Ã/È�Ãs¾�¿ Æ É�Â�º −f

Â�ÈyÅ6½6º�¾�½/¾�½�µ
���



+�×�Ö�Ö�ë Í�Ï
g ≤ f ≤ h

Î�È
∫ b

a

h−
∫ b

a

g =

∫ b

a

(h− g) =

n∑

j=1

(
f(xj) − f(xj−1)

)
(xj − xj−1)

=
( n∑

j=1

f(xj) −
n∑

j=1

f(xj−1)
)b− a

n

=
((
f(x1) + f(x2) + · · · + f(xn)

)
−

(
f(x0) + · · · + f(xn−1)

))b− a

n

=
(
f(b) − f(a)

)b− a

n
<

(
f(b) − f(a)

) ε

f(b) − f(a)
= ε.

Ò�Í�Å*Ì-È�Ï|ÏpÍ�Ï�Å��pê|è�Ï�Ï|è�Î�È�Ö�Ö�È
f
è�Ï�Í�Ï�Ç�Å*Õ Æ�è ÍÿÇ)É(�CÈ|�

��è�Ê
f
è�Ï��C×"�|ÅvÏ|Å��C×�Î�È

f(a) > f(b)
$Bé¡×���Ç�èmêmÍ�ÊaÇ)ÉpÊÁÊ)È�Ì-È�Ö�Ö�È°ÇQÈ��CÈ�Ö�Ö�Èp�  É|Í�Ç)È�ÇQÈCÔ

ËpÈ�ÉpéxÊ�Í�ÈÁÅvÍ?è�Ö�Å�� ¹ { � { u {
�£{|z�ê§¦ {pZBU=\ {LÙ;���

f : [a, b] → 8 �"�3� � �@�"� ��� �,�%����� f �"�����%�s���"�K�.���1� ��� �

©%���.�¡���1����� çxÍ#�xÉ|ÉmÇ�Å*Ç)È È�Ï?�®+BèmêmÍ�ÊaÇ)ÉpÊ,Ë$Å*Æ)ÉpÊaÇ)É|ÉøÒ�Í�Å*Ì-È�ÏpÏ|Í�Ï Å�� Ç)èxè�Ï�Î�È'Ê�Í�Í#�|Å*Ï-$BÅ�Ç�Ç)×
f
è�Ï

ËzÅvÆ)×�Ç�Í
Ç)È Ê�È�Í�Ê�ÅvÊ�Ç�ÍöÎ�ÈCÇ)éxÉ(�CÈ|�GFhÉ|è Ì-È�È($ Å*Ç�Ç)×ØÎ�ÈCÇ)éxÉ|É(�xÉ|ÉpêmÅ=ÊaÇQÈ5Ê�É|Ö ÎaÅ�Ç)É|Ö�Ö�È Î�ÈºÆQÈCÎaè ÍÿÇ)Å�Ç)É|Ö�Ö�È
�C×�Ö�Í�Ö�Ö�×

[a, b]
Ê�Å*É|ÆQÈ�È%$�Å*Ç�ÇQ×

f
è�Ï�ÆQÈCÎaè�Í�Ç�Å*Ç�Ç)É?� ¹ { � { u {

�£{��%î T
UvW9¹ø\�y=�H�?W {
ÃnÉ(�CÈ�É|émÊ�Å�Ç

f1, f2, f3 : [0, 1] → 8 $ f1(x) = x
$
f2(x) = sin137 x

$
f3(x) =

Å −x2 $Hè.�CÈCÇ
Î�ÈCÇ)é�É%��Í�È($¡Îaè�Ç�ÅvÏ�ÏpÅ
è.�CÈ�Ç Í�Ï�Ç�ÅvÕ�Æ)è�Í�Ç�É(�xÍ�È|�

á¢e@ü â�ilk;o-ã,p(tutfÿgmCi ä'åæmgiHtfmCç<ýÏýHèGç�m/t
v�Ï�Ç�Å*Õ Æ)È È�Ö�Ízè Ï�Ö�Í�Ï|ÅvÈ È�Æ)Í�ÏpÅ*Ï-7
�£{��£zx¦ {pZBU=\ {�~¢� �����"�

f, g : [a, b] → 8 ���%�s���"�K�.���1� � � � � � λ ∈ 8 �Qùq�����#�.��� f+g
� � λf � ��� ����%�s���"�C�"���|� � � � ���6� �

∫ b

a

(f + g) =

∫ b

a

f +

∫ b

a

g
� �

∫ b

a

λf = λ

∫ b

a

f.

©%���.�¡���1����� çxÍ#�xÉ|ÉmÇ)Å�Ç)È È�ÏÝÇ�èmêmÍ�Ê�Ç�ÉpÊ�$|Îaè é¡È�ËzÅvÆ�ÉpÊ�Ç�ÉpÉøÊ�É|ËpÆ�ÅvÌÁÉ|ÌKÍ�Ï Î�È�Í�ÏmÐzÌÁÉ|ÌKÍ�Ïøè�ÌKÍ�ÏpÈ�Í�Ô
Ê�ÉpÉ|émÊ�Í�Í�ÏcÎ�ÈKÊ�Í�Í#�|Å*Ï-$mÅ*Ç�ÇQ×cË$è�Æ)ÆQÈ�Êg)YÉ|Ï|é�Ç�Í�è�Ï Í�Ï�Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�Í$è�Ï�Ö�Í�Ï|Å=È�È�Æ)Í�Ï|Å*Ï?�xì@Å*Ö�éxéC×�Ê�É|ÌKÌ-È�ÏcÎ�È
Ç�É|Ö�è�ÏcÍ�Ï�Ç)Å*Õ�Æ)è�Í�Ç�É%��ÉpÉpÊBÊ)È�È ê|È�È�Ï,Ïp×�ËpËp×�ÆQ×�Ê�Ç�Í�Ò�Í�ÅvÌ-È�Ï|Ï|Í�Ï�Å��pêmè Ö�Ö�È|��+BÅ��pê|× ×�Ï�Ê�ÅNÎ�×�Ö�é�Í�ÌKÌ-×�Í�Ô
Ê�ÅvÖ�Ö�Å�$Né�ÉpÏ

λ > 0
�a&VÖ�é�èxè Ï

ε > 0
�?ÃVè Ê�éCÈ

f
è�Ï Í�Ï Ç)Å*Õ Æ�è ÍÿÇ)É(�xÍ�È%$HÏ|Í�Í�ÏEÒ�Í�Å*Ì-È�Ï|ÏpÍ�ÏEÅ��pêmè�Ï

ÌÁÉ|éCÈ�Í�Ê�ÅvÊ�Ç�ÍHè Ï è Ö�ÅvÌKÈ Ê�Ê)ÈcËzè Æ�ÆQÈ�Êg)YÉ|Ï|é�Ç�Í�è�Ç
hf , gf : [a, b] → 8 Ê�ÍÿÇ)Å*Ï-$mÅ*Ç�Ç)×

gf ≤ f ≤ hf
Î�È ∫ b

a

hf −
∫ b

a

gf <
ε

λ
.

9 ��Ç
λgf

Î�È
λhf

è.�CÈCÇ�Ë$è�Æ)Æ)È Ê/)YÉ|Ïpé Ç)Í�è ÍÿÇQÈ($

λgf ≤ λf ≤ λhf
Î�È ∫ b

a

λhf −
∫ b

a

λgf = λ
( ∫ b

a

(hf − gf )
)

< λ · ε
λ

= ε.

Ò�Í�Å*Ì-È�Ï|ÏpÏ|Í�Ï�Å���Ç)èKÇ�è�Ç)Å*ÉmÇ)É|É-$CÎaè�Ç�ÅvÏ
λf
è Ï�Í�Ï�Ç�ÅvÕ�Æ)è�Í�Ç�É(�CÈ|� ¹ { � { u {

�£{��q��¦ {pZBU=\ {�~¢� �����"�
f : [a, b] → 8 � � ���.���s���|�1�?� � c ∈]a, b[

�£�0� �.� ��� f �.�õ���%�s���"�C�"���|� �.�ï.��� �.� ����� [a, b]
�(���.�u� ���.� ���3���.� f �.�����q�������C�.���1� �.� ï.��� �.� ����� [a, c]

� � [c, b]
�H© � ����ª.���

∫ b

a

f =

∫ c

a

f +

∫ b

c

f.

��q



©%���.�¡���1����� çxÍ#��ÉpÉmÇ�Å*Ç)È�È�Ï?�ß+NèmêmÍ�ÊaÇ)ÉpÊ
ËzÅvÆ�ÉzÊaÇ)É|ÉØÊ�Í�Í#�|Å*Ï®$$Ë$è�Æ)ÆQÈ�Êg)YÉ|Ï|é�Ç�Í�è�Í�êmÅ*ÏÞ�CÈ ÊaÇQÈ�È��CÈKè�ÌKÍ�Ô
ÏpÈ�Í�Ê�É|ÉpÊ�Ê)×�Í�Ö�����Ê�É|Ë|Æ)Å*ÌÁÉpÌ�Í�Ï�Î�È�Í�ÏmÐzÌÁÉ|ÌKÍ�Ï�è�Ç�è�Ê�Ê)È|� ¹ { � { u {
+�×"�p×�ÏâÈ�Ê�Ç�ÍVè�ÏâÅ=Ê�Í�Í�Ï�Ç/�xÏ���Ç��CÈ�Í�Ï+Ê�ÅvÖ�Ö�È�Í�Ê�Í�È Í�Ï�Ç�Å*Õ Æ)È È�Ö�ÅaÎ�È ∫ b

a f
$?Îaè Í�Ê)Ê�È

a < b
� çmÈ�Ö�Ö�Í�Ç)È�È�Ï

Ê�ÅvÉ|ÆQÈ�È��CÈ�Ö�Ö�ÈÁÌ-×�×�Æ)Í�Ç�Ç�ÅvÖ��xÖ�Ö�×
a ≥ b.

�£{��% §} ß|ß|y¡W~uv\x}~¹ºß {�~¢� �����"�
f : [a, b] → 8 � a < b

�,���%�s���"�K�.���1� ��� �M\y��������� ��� �
∫ a

b

f : = −
∫ b

a

f
� �

∫ a

a

f : = 0.

�£{��(¥õ� Z1�z¹ø{pZNu=ZBU { r�� ) ê|ê|ÍÿÇ)Í�Í#�xÍ�Ê�É|ÉpÊ'Í�Ï�Ç�ÅvÕ�Æ)è�Í�Ï Ç)Í��C×�Ö�Í�Ï Ê�É(��Ç�ÅvÅ*Ï 4YÖ�È�ÉzÊ�Åø�m������5 è�Ï
���p×w��è Í�Ì-È�Ê)Ê)È(7

∫ b

a

f =

∫ c

a

f +

∫ b

c

f
é¡È�Í�éxÍ�Ö�Ö�È

a, b, c ∈ 8 ,
éxÉ|Ï(�pÈ�Ï

f
è�Ï�Í�Ï�Ç)Å*Õ�Æ)è�Í�Ç�É%�¡È�éCÈ�Í�éxÍ�Ö�Ö�ÈcÏz×�Í�Ö�Ö�×L�¡×�Ö�ÅvÍ�Ö�Ö�×|�

�m� ì3È�Ö�è�Í�Ç�Ç)È�Í�Ï�Î�ÈCÇ�éxÉ(�CÈ�Ç�éxÉ(�CÈ�ÉpéxÊ�Å�Ç^]�è.�CÈCÇ�Í�Ï�Ç)Å*Õ�Æ)è�Í�Ç�É%��Í�È|�D+�×�Ì-×-Îaè�� Ç)É|É5Ê�Í�ÍÿÇQ×($1Å�Ç�ÇQ×
éxÉ(�CÈ�É|émÊ�Å*Ï�È�ÆK��èL�<�zêmÅvÊ)Ê�×�Ë|Í�Ê�Ç�Å*Å=Ê�Ê)×cÅ*Í-�CÈ�Í�éxÉmÇ)È�Í�Ï�Ç�Å*Õ Æ)È È�Ö�Í�Í�Ï?�

�£{��q¯�¦ {pZBU=\ {�~¢� �����"�
f, g : [a, b] → 8 ���q�������C�.���1� � � � � � f ≤ g

�H© � ����ª"���
∫ b

a

f ≤
∫ b

a

g.

©%���.�¡���1����� FhÉpè�Ì-ÈCÇQÈ�È�Ï®$vÅ*Ç�Ç)×
g−f ≥ 0

��v�Ï�Ç)Å*Õ�ÆQÈ�È�Ö�Í�Ï,Ö�Í�Ï|Å=È�È�Æ�Í�Ê�ÉpÉpêmÅ*Ï�4YÖ�È�ÉpÊ�Å÷�|� �|r�5HÏpè�Î�È�Ö�Ö�È
g − f

è�Ï�Í�Ï�Ç)Å*Õ�Æ)è�Í�Ç�É%�¡ÈVÎ�È
∫ b

a

g −
∫ b

a

f =

∫ b

a

(g − f) = ala

∫ b

a

(g − f) ≥
∫ b

a

0 = 0,

Ê�Í�Ö�Ö�×L�CÈ�éxÍ�è�éxÉ(�CÈ�ÉpÊ
0
è�Ï�Ë$è�Æ)Æ)È Ê/)YÉ|Ïpé Ç)Í�èz� ¹ { � { u {

�£{��%±FH \�ZByC{|Z1U {�~¢� �����.�
f : [a, b] → 8 ���q�������C�.���1� �.� � � m,M ∈ 8 ���������(�_���|� � m ≤

f(x) ≤M
� � ���.����� � x ∈ [a, b]

�¢© � ����ª.���

m(b− a) ≤
∫ b

a

f ≤M(b− a).

©%���.�¡���1����� çxè.� Å*Ö�Ö�Å*Ç)È�È�Ï°Å=êmÅ*Ö�Ö�Í�Ê�Ç)×KÖ�È�ÉpÊ�Å�Ç�Ç)È�Å*ÏpÊ�Í�Ï'é�É%�¡È�É|émÊ�Í�Í�Ï
f
Î�È
m
$$Ê�Í�Ç�Ç)Å*Ï�éxÉ(�CÈ�É|émÊ�Í�Í�Ï

M
Î�È
f
� ¹ { � { u {

�£{��qØ T
UvW9¹ø\�y=�H�$\�Üvß { ) ÆK�xÍ�è Í�êpÈ�È�Ï Í�Ï�Ç)Å*Õ�ÆQÈ�È�Ö�Å�Î�È|�
r��G��è éCÈ�Í�Ê�ÅvÖ�Ö�È

x ∈ [0, 2]
Ëp×CÇ)Å*Å

1 =
4

2 + 2
≤ 4

x+ 2
≤ 4

0 + 2
= 2.

çxÍ�Ç�Å*Ï

2 = 1 · (2 − 0) ≤
∫ 2

0

4

x+ 2
dx ≤ 2 · (2 − 0) = 4.

_�µ��%À»¹.º1Ã/À»À�½6¹»º1Ãs¼�É|Â�À»À�½6Å�¹»È�¾�¿6À»¹»À»À�¿uÍH¿�¿6Á�¹ ¼|ÃgÀ»À Ñ�¼ßÅ�¸�¾6½6¸�Å�º|Ãs¼ Æ É|Â�¹»À»À�½DÂ�ÈH¿�¿6Á|Ã/À»À»¹»È�Ã/ÈHÍH¿�¿6Á1¿fÃ/Ê.¿KÉ|½K¼|Å�¸�¾�¸�¸�º|Å�Â�Î�Ö¼|¹�½�µ
�C¦



�m� : ×�Ö�Í�Ö�Ö�×
[0, π

6 ]
Ê�Í�Ï|ÍHè�Ï�éCÈ�ÊC�CÈ��CÈ($=Îaè�Ç)Å*Ï

0 = sin 0 ≤ sinx ≤ sin
π

6
=

1

2

ÅvÖ�Í
0 ≤ sin5 x ≤ (

1

2
)5 =

1

32éCÈ�Í�é�Í�Ö�Ö�Ö�È
x ∈ [0, π

6 ]
�pçxÍÿÇ)Å*Ï

0 = 0 · (π
6
− 0) ≤

∫ π/6

0

sin5 x dx ≤ 1

32
· (π

6
− 0) =

π

192
≈ 0, 01636.

ì@è�Æ)Æ)È Ê�éxÉ(�CÈ�ÉzÊaÇ)Å*ÏÁÍ�Ï�Ç�ÅvÕ�Æ)è�Í�Ç�É(�xÉ|Épê|ÅvÊ�Ç)È
Ê�ÅvÉ|Æ)È ÈiÊ�É|è�ÆQÈ�È�Ï-$¡Å�Ç�Ç)×y�CÈ�éxÍ�è�)YÉ|Ï|é�Ç�Í�è�Ï
0
Í�Ï|Ô

Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�Ípè Ï°Ï|è Ö�Ö�È|��!íËz×�Ï|ÅvÕ ÈCÇ)Í�Í#�xÍ�Ê�Í�Ö�Ö�ÅíÎ�È�Ç�éxÉ(�xÍ�Ö�Ö�ÅVéxÉ(�CÈ�ÉpéxÊ�Í�Ö�Ö�ÅVËz×CÇ�ÅvÅVÌ0��ë�ÊoéC×�×�Ï�Ç�Å*Í�Ï|ÅvÏ�Ç�É|Ô
Ö�è�Ê*�
�£{��%à§¦ {pZBU=\ {�~¢� �����"�

f : [a, b] → [0,∞[
�
a < b

�(� � �@�.� �.� �,Ù��.� ∫ b

a f = 0
�,�q�����

f(x) = 0� � ���.����� � x ∈ [a, b]
�

©%���.�¡���1����� +BèmêmÍ�ÊaÇ)Å�Ç)È È�ÏÝÖ�È�ÉpÊ�ÅcÅvËp×�Ê�É|è�ÆQÈ�Ê�Ç�Í;�-&VÖ�é è�è Ï�Îaè é�Í�ÏÝË|Í�Ê�Ç�Å
x0 ∈ [a, b]

Ê�ÍÿÇ)Å*Ï-$HÅ*Ç�ÇQ×
f(x0) > 0

� ÃnÉ(�CÈ�É|émÊ�ÅvÏVÎ�È�Ç�éxÉ(�xÉ|Épê|Å*Ï�Ï|è�Î�È�Ö�Ö�Ènè Ï-è�Ö�Å*Ì-È�Ê)Ê)ÈÏ�C×�Ö�Í
[c, d] ⊂ [a, b]

Ê�ÍÿÇ)Å*Ï-$�Å�Ç�Ç)×
x0 ∈ [c, d]

Î�È
f(x) > f(x0)/2

éCÈ�Í�éxÍ�Ö�Ö�È
x ∈ [c, d]

�%=BÈ�ÉpÊ�Å*Í�êmÅvÏ��|� � «�Î�È-�m�����cÏ|è�Î�È�Ö�Ö�È

0 =

∫ b

a

f =

∫ c

a

f +

∫ d

c

f +

∫ b

d

f ≥
∫ c

a

0 +

∫ d

c

f(x0)

2
+

∫ b

d

0 =
f(x0)

2
· (d− c) > 0.

+�×�Ì-×cè�Ï�Æ�Í�Ê�Ç�Í�Æ�Í�ÍÿÇQÈ($=Îaè�Ç)Å*Ï'È�Ï�Ç)ÍÿÇ)Å*ÅvÊ�ÍHè�Ï�ÅvËp×CÇ)è Ê�Í9� ¹ { � { u {
�£{��%ê§¦ {pZBU=\ {�~¢� �����"�

f, g : [a, b] → 8 ���q�������C�.���1� � � � �>© � ���#ª.��� � � ��� ��� � >` �y�0� ��� ��� |f | �"�����q�������C�.���1� ��� � �
∣
∣
∣

∫ b

a

f
∣
∣
∣ ≤

∫ b

a

|f |.

a �y�0� ��� ��������� fg � f2 � � g2 � ��� �����q�������C�.���1� � � � � �
∫ b

a

fg ≤
(∫ b

a

f2
)1/2(

∫ b

a

g2
)1/2

.

b �0Ù;���J���.��� � �.��� δ > 0
�"� � �"��� � �6� � g(x) ≥ δ

� � ���.����� � x ∈ [a, b]
�y�q�����

f/g
�"�

���%�s���"�C�"���|� �.� �
©%���.�¡���1����� ÒhÍ�ÅvÌKÈ�Ï|Ï|Í�Ï,Å��pê|è�Ö�Ö�È Ïp×���Ç)Å�Ç)× ×�Ï-$*Å�Ç�ÇQ× |f | $ fg Î�È f/g è.�CÈCÇ?Í�Ï�Ç�ÅvÕ�Æ)è�Í�Ç�É(�xÍ�È|�*ÃVè Ê�éCÈ
−|f | ≤ f ≤ |f | $mÏ|Í�Í�Ï�Ö�È�ÉpÊ�Å*Å*Ï'�m����«ÁÌÁÉpé¡È È�Ï

∫ b

a

−|f | ≤
∫ b

a

f ≤
∫ b

a

|f |.
Ãiè���Ç)È�È��3�CÈ�Æ�Ç�ÅvÏ°Ïp×���Ç�Å*Ç)× ×�Ï-Å*ÏzÊ�Í�Ï-$xÅ�Ç�Ç)×0�¡È ÊaÇQÈ�È��CÈ,è Ì�Í�ÏpÈ�Í�Ê�É|ÉpÊöËp×CÇ)Å*Å
Ëzè Æ�ÆQÈ�Êg)YÉ|Ï|é�Ç)Í�è Í�Ö�Ö�Å �
ì3È�Ö Î�È�Ê�Ç�É|É-$mÅ*Ç�ÇQ×-Ê�Å,Ê)×�Í�Ö����°Ê�É|Ë|Æ)Å*ÌcÉ|ÌKÍ�ÏcÎ�ÈKÍ�Ï|ÐpÌÁÉ|ÌKÍ�Ï�è�Ç�è�Ê�Ê)È|� ¹ { � { u {
�£{¡ qî§� Z1�z¹ø{pZNu=ZBU { r��¢!íÏzÊ�Í�ÌKÌK×�Í�Ê�Å*Ï'é è��pêpÈ�Ï�Å*Ëp×�����Ç)×�Ö�ëL��è Í?è�Ö�Ö�ÈKÈ�ÍÿÇ)èp� 9 ×�Í�Ï�éC×���$

Îaè Ê
f(x) = x− 1

2

Î�È
[a, b] = [0, 1]

�pçxÍ�Ö�Ö�è Í�Ï
∫ 1

0

f =

∫ 1

0

(x− 1

2
) dx =

∫ 1

0

x dx − 1

2

∫ 1

0

1 =
1

2
− 1

2
= 0

Ãiè�Ê�éCÈ |f | ≥ 0
$�Î�È�Ç�éxÉ(�CÈ@Î�ÈVÈ�Í�ÏpÈ�éxÍ�Ï?�<�zêmÅvÊ)Ê�×hË|Í�Ê�Ç�ÅvÅ*Å=Ê�Ê)×�Ë$è Ê�ÍÿÇ)Í�Í#�xÍ�Ï|ÅvÏ-$=Ï|Í�Í�Ï�Ö�È�ÉpÊ�Å*ÅvÏ

�m���%��ÌÁÉpé¡È È�Ï ∫ 1

0 |f | > 0
�

�m� � Ö�Å*ÅvÏpÊ�×�Å=êmÅvÊnË$è�Æ)Æ)È Ê�éxÉ(�CÈ�É|émÊ�Å*ÇVÅ*Í#�C×CÇnÇ�è�Ç�ÅvÉmÇ)È�����Ç)×�Ö�ë × ∫ b

a
fg =

∫ b

a
f

∫ b

a
g
�£!oÊ�Í�Ô

ÌKÅ*Æ)é�Í�émÊ�Í
[a, b] = [0, 2]

Î�È
f = g = 1

�
q|�G+Nè Í�Ê�Å*Ïcé�è��pê|È�ÏÁÅ*Ëp×�����Ç)×�Ö�ë�×hÊ�È�Ï|è�ÇQÈ�È�Ïdc ª.�#����������� � � ï�û�� � ��ª������ � çxÍ�Í�Ïp×�éxÍ�Ï3��è Í Ëz×CÇ�Å=×È�Í�Ç�èKÅ*Æ)Í�Ê�É|ÉpÆ�É|ÉzÊ*�

��«



á¢e�� â�ilk;o-ã,p(tutfÿgmCÿ/tfç<è,o®iÏiHtfi r=efÿCm/tup;r'ä'ÿgtfý>ç<o
�£{¡ -zx¦ {pZBU=\ { Ügf �q������� ��� ����� � �g�����%� � � �.� ��� � � � �"� � �����
� fih \j4,� Ýx~¢� �����.� f : [a, b] → 8 � a <
b
�;� � �@�.� �.� �Ï© � ����ª.��� �"�õ�.�#�
� � �6� � ξ ∈ [a, b]

���������(�l���|� �
∫ b

a

f(x) dx = f(ξ)(b− a).

©%���.�¡���1����� ÃVè Ê�é¡È
f
è�ÏøÎ�ÈCÇ�éxÉ(�CÈ%$÷ÏpÍ�Í�Ï Ê�ÅÝè�ÏâÍ�Ï�Ç�Å*Õ Æ�è ÍÿÇ)É(�CÈ|��!oêmÅvÖ�Ö�Å*ÅvÏºÎ�È�Ç�éxÉ(�xÉ|ÉmÇ)Å*ÏpÊ)È

�xÉ|è�émÊ�Í$éxÉ(�CÈ�É|émÊ�ÅvÖ�Ö�È
f
è�Ï�Ê�É|É|Æ)Í�Ï�Î�È�Ë|Í�Å*Ï|Í�Ï'È�ÆK��è%7

m : = min{f(x) | a ≤ x ≤ b} Î�È M : = max{f(x) | a ≤ x ≤ b}.
çxÅ*ÉpÆ)È�É|émÊ�ÅvÏ��m����¯cÏ|è�Î�È�Ö�Ö�È

m(b− a) ≤
∫ b

a

f ≤M(b− a)
ÅvÖ�Í

m ≤ 1

b− a

∫ b

a

f ≤M.

Ãiè�Ê�éCÈ
f
è�ÏVÎ�ÈCÇ)é�É%�¡È%$¡Ï|Í�Í�Ï * è�ÖlkvÈ�Ïpè�Ï�Ö�È�ÉpÊ�Å*ÅvÏÁÏ|è�Î�È�Ö�Ö�È
Ê�Å÷Ê)È�ÈVéCÈ�Í�é�éxÍmÈ�ÆK��è�Ça�C×�Ö�Í�ÖÿÇQ×

[m,M ]
�

çxÍ�éxÊ�ÍHè�Ï�è�Ö�Å*Ì-È Ê�Ê)È
ξ ∈ [a, b]

Ê�Í�Ç�ÅvÏ-$|Å�Ç�Ç)×

f(ξ) =
1

b− a

∫ b

a

f.

¹ { � { u {
�£{¡ Q��� Z1�z¹ø{pZNu=ZBU { r��G=NÉ|éxÉpÈ 1

b−1

∫ b

a
f
Ê)È�Ï|è�Ç)È�È�Ï�é�É%�¡È�É|émÊ�ÅvÏ

f
���
�g�"� � � � ���.��� �C×CÔÖ�Í�Ö�Ö�×

[a, b]
��çxÍ�Ç�ÅvÏ�Í�Ï Ç)Å*Õ Æ)È È�Ö�Í�Ö�È�Ê�é�ÅvÏ|ÏpÈ�Ï3�¡×�Ö�Í�È�ÆK��è Ö�È�ÉpÊ�Å Ê)È�Ïpè�èq$CÅ�Ç�Ç)× Î�È�Ç�éxÉ(�CÈ,éxÉ(�CÈ�ÉpÊ

Ê�È È��xÉmÇ�ÇQÈ�È'é ÅvÊ�é�Í�È�ÆK��è ÏpÊ)Èx�¡×�Ö�Í�Ö�Ö�×
[a, b]

�u!íÏ|Õ Ö�È�Ï|Ï|Í�éxÊ�Í�v : ) =+è Ï|éxÍ�ÏFS  Å=È�Ï : È�Ö�ÉpÅ
+¢�|Å*è Æ�ÅvÌmTQ�

�m�¢v�Ï�Ç�Å*Õ Æ)È È�Ö�Í�Ö�È�Ê�é�ÅvÏ|ÏpÈ�Ï��¡×�Ö�Í�È�ÆK��è Ö�È�ÉpÊ�Å*Å*Ï-Õ Å*è Ì�Å*Ç�Æ)Í�ÏpÅ*Ï Ê�Í�Ê�×�ÖÿÇ)ëcÅvËp×�Ï|ÅvÕ È�Ç�Í�Í��xÍ�Ê�Í�Ö�Ö�Å
é�É|Ô
�CÈ�É|émÊ�Í�Ö�Ö�Å�è�Ï5Ê�Å�$1Å*Ç�ÇQ×�éxÉ(�CÈ�É|émÊ�Å*ÏøéxÉ(�CÈ ÈCÎ�È�ÏºÆ)È�Î�È�È�Ì-È�Ë|Í�Ï�Ç)È�Ô�È�Ö�ÈØè�ÏºÊ)È�Ì-È�éxÉ|Í�Ï
Ê�Épè�ÆQÈ�éCÈ�Í�Ç�ÅvÅ*Ï-$=Îaè�Ïpé¡ÈKéCÈ�Ï ÇQÈ�è�Ï

b− a
Î�È�é�è Æ�é Å*ÉpÊ

f(ξ)
�

�£{¡ q  T
UvW9¹ø\�y=�H�?W { =NÈ Ê�é Å�ÇQÈ�È�Ï°Í�Ï�Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�Í�Ö�È Ê�é Å*Ï|ÏzÈ�Ï2�C×�Ö�Í�È�ÆK��è�Ö�È�ÉzÊ�ÅvÅ*Ï°È��xÉ|Ö�Ö�È

lim
a→1+

1

a− 1

∫ a

1

2x(3 − lnx) dx.

&VÖ�é èxè�Ï
a > 1

�íÃnÉ(�CÈ�ÉpÊ
f(x) = 2x(3 − lnx)

è Ï�Î�ÈCÇ)éxÉ(�CÈ§�C×�Ö�Í�Ö�Ö�×
[1, a]

$$Îaè�Ç�Å*Ï Ê�Å�è Ï
Í�Ï�Ç)Å*Õ�Æ)è�Í�Ç�É%�¡È�4YÖ�È�ÉzÊ�Å��m��r9�<5��;v : ) ='7 Ï�Ï|è�Î�È�Ö�Ö�Ècè�Ï�è�Ö�Å*Ì-È�Ê)Ê)È

ξ ∈ [1, a]
Ê�Í�Ç�Å*Ï®$|Å�Ç�Ç)×

1

a− 1

∫ a

1

2x(3−lnx) dx =
1

a− 1
2ξ(3−ln ξ)(a−1) = 2ξ(3−ln ξ) → 2·1(3−ln 1) = 6,

éxÉ|Ï
a→ 1

$pÊ�Í�Ö�Ö�×KÊ�Í�Ö�Ö�è�Í�Ï
ξ → 0

�

��¯



�������on

V J �0/Ú` \�\21pJ
\cP �G]?^u`_` O�Jqp ` J�\ÁP �G]?^a`3` O�J
b � \ � PBJ�c

Ò�Í�Å*Ì-È�Ï|Ï|Ô;Í�Ï�Ç�Å*Õ Æ)È È�Ö�Í�Ï Ö�È�Ê�é�ÅvÌ�Í�Ï|ÅvÏâÌ-×�×�Æ)Í�Ç�Å*Ö�Ì-×�ÏâÈ��xÉ|Ö�Ö�Èøè�Ï¬�pÈ�Ï|éCÈ�Ö�È�Èp��+�× Ê�Ê)×EÖ�É(�xÉpÊ�Ê)È
Ç�ÉmÇ)éxÍÿÇQÈ�È�Ï Ò�Í�Å*Ì-È�Ï|Ï|Ô;Í�Ï�Ç�Å*Õ Æ)È È�Ö�Í�Ï�Î�ÈÝÍ�Ï�Ç�Å*Õ Æ)È È�Ö�Í*)YÉpÏ|é�Ç�Í�è�ÏøÅvÖ�Í�È�Ï�Ç)Í�êmÅvÆ�Í#�CÈ�È�Ç)È�Ï²�¡×�Ö�Í�Ê�Ç)×§�<�|Ô
Ç�Å�� Ç�Ç)×p�iì3È�Ö Î�È�Ê�Ç�É|É®$VÅ*Ç�Ç)×EÎaè Ê�éxÉ(�CÈ�ÉpÊ

f : [a, b] → 8 è�Ï Î�ÈCÇ)éxÉ(�CÈ($iÏpÍ�Í�Ï�Ê�Í�Ö�Ö�è Í�Ï�Ê�Åøè Ï
Ò�Í�Å*Ì-È�Ï|Ï|Ô;Í�Ï�Ç�Å*Õ Æ�è ÍÿÇ)É(�CÈ��xÖ�ÍoÎaè�éCÈ�Í�Ê�ÅvÏj�C×�Ö�Í�Ï

[a, x] ⊂ [a, b]
$?Î�È²��émÊ�ÍVÊ�Å*ÏâÈ�Ï Ç)Í�ê|Å*Æ)Í��CÈ�È�Ç�ÇQÈ

è�Ï
F : [a, b] → 8 , F (x) =

∫ x

a

f(t) dt.

+�×�Ì-×�Ì-È��pêmè�Ö�Ö�Í�Ê�Ç)È È�Ò�Í�Å*Ì-È�Ï|Ï|Ô;Í�Ï�Ç�Å*Õ Æ)È È�Ö�Í�ÅvÏ-Ö�È Ê�é Å*ÌKÍ�Ê�ÅvÏ-Å*ÏpÊ�Í�ÌKÌ-×�Í�Ê�Å*Ï�Ö�É(�xÉ|Ï°Í�Ï�Ç�ÅvÕ�Æ)è�Í�ÏmÔ
Ç�Í�ÌKÅ*Ï|Å*Ç�Å*Ö�ÌKÍ�Ö�Ö�×|�
 -{|z�¦ {|Z1Uv\ {x~¢� �����.�

f : [a, b] → 8 KÏ����� � �%�%Ûs���q�������C�.���1� �.� �Dùq�����#�.�����.� �.� ���

F : [a, b] → 8 , F (x) =

∫ x

a

f(t) dt

�.�_� � ���"� �.� �
©%���.�¡���1����� =BÈ�ÉpÊ�Å*ÅvÏE�|� � ��Ï|è�Î�È�Ö�Ö�È

f
è�ÏEÍ�Ï Ç)Å*Õ Æ�è ÍÿÇ)É(�CÈx��Ö�Í?Îaè éCÈ�Í�Ê�ÅvÏõ�C×�Ö�Í�Ï

[a, x] ⊂ [a, b]
$

Îaè�Ç)Å*Ï
F
è�Ï�Ì-×�×�Æ)Í�Ç�Å*Ö�Ç/�né�ÅvÖ�� è�Ö�Ö�Í�Ê�Å=ÊaÇ)Í9��v�Ï�Ç�ÅvÕ�Æ)è�Í�Ç�É(�CÈ�ÏzÈhéxÉ(�CÈ�É|émÊ�Å*ÏpÈ

f
è�ÏcÆ)È�Îaè�Í�Ç�Å*Ç�Ç�É®$QÎaè�Ç�ÅvÏ

è�Ï�è�Ö�Å*Ì-È�Ê)Ê)È
M > 0

Ê�Í�Ç�ÅvÏ-$|Å*Ç�Ç)× |f | ≤M
�q&VÖ�é�èxè Ï

a ≤ x ≤ y ≤ b
� 9 � Ç

|F (y) − F (x)| =
∣
∣
∣

∫ y

a

f −
∫ x

a

f
∣
∣
∣ =Ö�È�ÉpÊ�Å

2.22

∣
∣
∣

∫ x

a

f +

∫ y

x

f −
∫ x

a

f
∣
∣
∣

=
∣
∣
∣

∫ y

x

f
∣
∣
∣ ≤Ö�È�ÉpÊ�Å

2.29

∫ y

x

|f | ≤Ö�È�ÉpÊ�Å
2.25

∫ y

x

M = M(y − x).

çxÍ�Ç�Å*Ï |F (x) − F (y)| ≤ M |x − y| éCÈ�Í�éxÍ�Ö�Ö�È x, y ∈ [a, b]
� 9 ×�Í�Ï

F
è Ï�Î�È�Ç�éxÉ(�CÈ($@Ë$Å*ÆQ×CÇ�Í

=?Í�ËpÊ�r6�|ÍÿÇ�k�Ô�Î�ÈCÇ)é�É%�¡Èp� ¹ { � { u {
��è�ÊiéxÉ(�CÈ�ÉpÊ

f
è�Ï�Î�È�Ç�éxÉ(�CÈ($$Ï|Í�Í�Ï Ê)È�È�êpÈ�È�Ï�ÇQ×�Æ)é�Å=×���� Ç)Å��mÊnÒ�Í�Å*Ì-È�Ï|Ï|Ô;Í�Ï�Ç�Å*Õ Æ)È È�Ö�Í�ÏKÎ�È êmÅ*Æ)Í�Ô

�CÈ�ÈCÇQÈ�Ï��¡×�Ö�Í�Ö�Ö�Å�7
 -{���¦ {|Z1Uv\ { Ügf �%�s���"� ��� �*��� � �C���
�q� � � � ��� � � ������� Ý ~¢� �����"� f : [a, b] → 8 � � ���"� �.� �3© � ���#ª.����.� �.� ���

F : [a, b] → 8 , F (x) =

∫ x

a

f(t) dt,

�.�§���
��� � �.���1� �.� � � F ′(x) = f(x)
� � ���"����� � x ∈ [a, b]

�
©%���.�¡���1����� &VÖ�é�èxè Ï

x ∈ [a, b]
Î�È
h ∈ 8 Ê�ÍÿÇ)Å*Ï-$$Å�Ç�Ç)× h 6= 0

Î�È
x + h ∈ [a, b]

�qv�Ï Ç)Å*Õ Æ)È È�Ö�ÍÿÔ
Ö�È Ê�é Å*Ï|ÏzÈ�Ï��C×�Ö�Í�È�ÆK��è Ö�È�ÉpÊ�ÅvÅ*Ï�Ïpè�Î�È�Ö�Ö�ÈÁÖ�É|éxÉCÎaÅ*Ï

x
Î�È
x+ h

�C×�Ö�Í�Ê)Ê�×�è Ï Ö�É|éxÉ
ξ
Î�È

F (x+ h) − F (x)

h
=

1

h

( ∫ x+h

a

f −
∫ x

a

f
)

=
1

h

∫ x+h

x

f

=
1

h
f(ξ)(x+ h− x) = f(ξ) → f(x),

é�ÉpÏ
h→ 0,

� ³



Ê�Í�Ö�Ö�×KÊ�Í�Ö�Ö�è Í�Ï
ξ → x

� 9 ×�Í�Ï
F
è�Ï�êmÅvÆ�Í#��è ÍÿÇ)É(�CÈÁË|Í�Ê�Ç�Å*Å=Ê�Ê)×�­

x ∈ [a, b]
� ¹ { � { u {

 -{¡ �� Z1�$¹ø{|ZBuvZ1U { r �hçmÈ�ÌKè�Í�ÏÞ��è Í�êpÈ�È�Ï�Ïp×���Ç�Ç)×�×%$|Å�Ç�Ç)×-éxÉ(�CÈ�É|émÊ�Å*Ç ∫ x

c
f
$
c ∈ [a, b]

$
è.�CÈCÇhêmÅ*Æ)Í#��è�Í�Ç�É%��Í�ÈiÎ�ÈKÏ|Í�Í�êmÅvÏ�ê|Å*Æ)Í��CÈ�È�Ç�ÇQÈÁè Ï

f
�

�m��ÃnÉ(�CÈ�ÉpÊ
F (x) =

∫ x

a f
è ÏºÊ�Í�Í�Ê0�xémÊ�ÍöéxÉ(�CÈ�ÉpéxÊ�Å*Ï

f
È�Ï�Ç�Í�êmÅ*Æ)Í��CÈ ÈCÇ�ÇQÈ'Å*Ö�Í Í�Ï�Ç)Å*Õ�ÆQÈ�È�Ô

Ö�Í�)YÉ|Ï|é�Ç)Í�èz�NÃiè�Ê�éCÈ Ï|Å-è.�CÈCÇJ�xéxÊ�Í�é¡× Ê�Í�Ç�Ç)Å*Í�Ê�Í�×�Ö�Í�Ê)×CÇ�ÇQ×��C×�×��¡È�éxÍ�è�Ç)È��¡È�Í�Ö�Ö�Å�$HÏ|Í�Í�Ï éCÈ�Í�éxéxÍ
Î�ÈCÇ)é�É%�¡È�Ï�é�É%�¡È�É|émÊ�ÅvÏ

f
Í�Ï�Ç)Å*Õ�ÆQÈ�È�Ö�Í�)YÉ|Ï|é�Ç)Í�è�Ç è.�CÈ�Ç

G(x) =
∫ x

a f + C
$
C ∈ 8 �

 -{#¥ T
U=W~¹ø\�y¡�H�z\�Ü=ß { r ��Ãiè�Ê�éCÈ
sin2 t

è�ÏcÎ�ÈCÇ)é�É%�¡È%$mÏ|Í�Í�Ï
d

dx

∫ x

0

sin2 t dt = sin2 x
éCÈ�Í�é�Í�Ö�Ö�È

x > 0.

�m��Ãiè�Ê�éCÈ
t3
è�ÏcÎ�ÈCÇ)é�É%�¡È%$|Ï|Í�Í�Ï

d

dx

∫ 5

x

t3 dt =
d

dx

(

−
∫ x

5

t3 dt
)

= −x3.

ÃnÅ�Ç9ÎaÉpÊ�× ×�Ï|Ïpë Ê�Ç)×�Î�ÈKÍ�Ï�Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�Í�Ö�È Ê�é Å*Ï|ÏpÈ�Ï-Ëp×�×�Ö�È�ÉpÊ�Å*ÅvÊ�Ç)È�Ê�Å*É|ÆQÈ�È%7
 -{�¯sH \xZNyC{|Z1U {�~¢� �����.�

f : [a, b] → 8 � � �@�.� �.� � � g : [c, d] → [a, b]
������� � �"���|� �.� �J© � ����ª"����.� �.� ���

F : [c, d] → 8 , F (x) =

∫ g(x)

a

f(t) dt,

�.�§���
��� � �.���1� �.� � � F ′(x) = f
(
g(x)

)
g′(x)

� � ���"����� � x ∈ [c, d]
�

 -{¡± T
U=W~¹ø\�y¡�H�?W { =BÈ�Ê�é�Å*Ç)È�È�Ï
F ′(e)

$|éxÉ|Ï
F (x) =

∫
√

ln x

0

Å t2 dt, x > 1
�

F ′(x) =
Å (

√
lnx)2 · d

dx

√
lnx =

Å ln x · 1

2

(
lnx)−1/2 1

x
=

1

2
√

lnx
.

çxÍ�Ç�Å*Ï
F ′(e) = 1/(2

√
ln
Å

) = 1
2

�

 -{�Ø�� Z1�$¹ø{|ZBuvZ1U { v�Ï Ç)Å*Õ Æ)È È�Ö�Í�Ö�È�Ê�é�ÅvÏ|ÏpÈ�ÏØËp×�×�Ö�È�ÉpÊ�ÅvÅ*ÏÝÇ�ÉpÖ�è�Ê�Å*Í÷È�Í�ÏpÈ�Ëp× êmÅ�$pÎaè Ê
f
Å*Íöè�Ö�Å

Î�ÈCÇ)é�É%�¡Èp�q&VÖ�é èxè�Ï°Å=Ê�Í�ÌKÅ*Æ)éxÍ�émÊ�Í

f : [−1, 1] → 8 , f(x) =

{
0,

Îaè Ê − 1 ≤ x ≤ 0,
1,

Îaè Ê
0 < x ≤ 1.

ì3È�Ö�è�Í�Ç�Ç)È�Í�ÏcÎ�ÈCÇ)éxÉ(�CÈ�ÏpÈ�éxÉ(�CÈ�É|émÊ�Å*ÏpÈ
f
è�Ï�Í�Ï�Ç�ÅvÕ�Æ)è�Í�Ç�É(�CÈiÎ�È

F (x) =

∫ x

0

f(t) dt =

{
0,

Îaè�Ê − 1 ≤ x ≤ 0,
x,

Îaè�Ê
0 < x ≤ 1.

+�×�Ì-×
F
ÅvÍHé�ÉpÍÿÇ)Å*Ï|éCÈ�È�Ï è Ö�Å,êmÅvÆ�Í#��è ÍÿÇ)É(�CÈ�è�Æ)Í�Õ è Ê)Ê�È%$�Îaè�Ç)Å*Ï'Ê�Å
ÅvÍHè�Ö�Åné�É%�¡È�É|émÊ�ÅvÏ

f
È�Ï�Ç�Í�êmÅ�Ô

Æ�Í#�CÈ�È�Ç�Ç)Èp�
 -{¡à�¦ {|Z1Uv\ {x~¢� �����.�§�"� �.� ��� f : [a, b] → 8 � � �@�.� �.� � � F �
���«���%�s���"� ��� �*� �6�;���"�|��� �.� �*����� �
[a, b]

�G© � ����ª"���
∫ b

a

f(x) dx = F (b) − F (a) =:

/b

a

F (x).

 -{¡ê�� Z1�$¹ø{|ZBuvZ1U { 9 ×�Í�ÏøÎ�È�Ç�éxÉ(�CÈ�Ï�éxÉ(�CÈ�É|émÊ�Å*Ï�ÒhÍ�ÅvÌKÈ�Ï|ÏmÔ�Í�Ï�Ç)Å*Õ�ÆQÈ�È�Ö�ÍVÖ�È Ê�é Å�ÇQÈ�È�Ïj�zÈ�é�Å*Ô
Ì-È�Ö�Ö�ÈKÊ�Å*Ï�È�Ï�Ç�Í�êmÅ*Æ)Í#�¡È ÈCÇ�Ç)ÈiÎ�Èw�¡×��|Å*Ï�ÇQ×�Ì-×�Ö�Ö�×�È�Ï�Ç)Í�êmÅvÆ�Í#�CÈ�È�Ç)È�Ï�È�ÆK��è�Ç��C×�Ö�Í�Ï Ëp× ×CÇ)Å*Ë|Í�ÊaÇ)Å*Í�Ê�Ê)×|�
´�µ�Q�Â�º

x = a
¼�½6¹

x = b Æ Á�¹»¹ ¼|¼1¿�¿l¼|Â�¹»º1Ê�¸�Â�À»Ãg¹»º|Ã/ÈJÒ�Ã/Á|¹ ¾6½�½K¼�½6ÈyÂ�À»ÃgÍH½6º|º�½6Â�À»Â�µ
�%�



©%���.�¡���1����� &VÖ�é è�è Ï
F0(x) =

∫ x

a
f
�yv�Ï Ç)Å*Õ Æ)È È�Ö�Í�Ö�È�Ê�é�ÅvÏ|ÏpÈ�Ï Ëp× ×�Ö�È�ÉpÊ�Å*ÅvÏ Ïpè�Î�È�Ö�Ö�ÈâÊ�Åºè�Ï

éxÉ(�CÈ�É|émÊ�Å*Ï
f
È�Ï�Ç�Í�êmÅ*Æ)Í#�¡È ÈCÇ�Ç)È|�¢&VÖ�é è�è Ï

F
Îaè é�Í�Ï éxÉ(�CÈ�É|émÊ�Å*Ï

f
È�Ï�Ç�Í�êmÅvÆ�Í#�CÈ�ÈCÇ�Ç)Èp�öçxÍ�Ö�Ö�è�Í�Ï

F = F0 + C
$|ÌKÍ�Ê�Ê)×

C ∈ 8 è Ïx�¡È�éxÍ�èz� 9 ��Ç

F (b) − F (a) = F0(b) − F0(a) =

∫ b

a

f −
∫ a

a

f =

∫ b

a

f + 0 =

∫ b

a

f.

¹ { � { u {
 -{|z�î T
UvW9¹ø\�y=�H�?W { =NÈ Ê�é Å�ÇQÈ�È�Ï ∫ 1

0 x
2 dx

�$Ãiè�Ê�éCÈ ∫
x2 dx = 1

3x
3 + C

$pÏ|Í�Í�Ï
∫ 1

0

x2 dx =

/1

0

1

3
x3 =

1

3
· 13 − 1

3
· 03 =

1

3
.

=?É(�xÉ|ÏÝrné�ÅvÍ�Ï|è�Î�ÈL��è�Í�ê|È È�Ï°éC×���Ç�ÇQ×�×�Ò�Í�Å*Ì-È�Ï|Ï|Ô;Í�Ï�Ç�Å*Õ Æ)È È�Ö�Í�ÅvÏ�Ö�È�Ê�é�Å*ÌKÍ�Ê�ÅvÅ*Ï?�
 -{|zqzx¦ {pZBU=\ { Ü ~������|� � �¡�����%�s���"�K�.���%�1��� Ý�Ù;��� f, g : [a, b] → 8 � ��� �J���
��� � �.���1� � � � � � �%�������
�������� ����� � � �H� �.� �tKÏ���
� � �q�%Ûs���q�������C�.���1� � � � �,�%�����

∫ b

a

f ′(x)g(x) dx =

/b

a

f(x)g(x) −
∫ b

a

f(x)g′(x) dx.

 -{|z;� T
UvW9¹ø\�y=�H�?W { : È�Ö�Í�Ç)Ê�Å*Ì-È�Ö�Ö�È
f ′(x) = cosx

Î�È
g(x) = x

Í�Ï�Ç�ÅvÕ�Æ)è�Í�ê|È�È�Ï°è�Ê�Í�Ç�ÇQÈ�Í�Ï-7
∫ π/2

0

x cosx dx =

/π/2

0

x sinx−
∫ π/2

0

sinx dx =
π

2
sin

π

2
− 0 +

/π/2

0

cosx =
π

2
− 1.

 -{|z� §¦ {pZBU=\ { Üvu �;�;�|�1��� � � ��� ��û��s��� Ý�~¢� �����.� f : [a, b] → 8 � � ���"� �.� � � g : [α, β] → [a, b]� � �@�.� �.� ���1�'������� � �"���|� �.� �y© � ����ª"���
∫ g(β)

g(α)

f(u) du =

∫ β

α

f
(
g(x)

)
g′(x) dx, u = g(x).

FhÉ|è Ì-È�È($xÅ*Ç�Ç)×-Ê�Í Îaè�Í�Ç�ÉpÊ�Ç)ÈcÇ)È�éCÈ�Í�Ê�Í�Ï�È�Ö�éxÉ|Ë$Å*ÆQ×�Í�Ê�Å*Å*Ï�ÌÁÉpÉmÇ�Ç)ÉCÎ�È�È�Ï ÅvÍHÇ)È�ÆC�xÍ�Ç)È|�
 -{|z<¥ T
UvW9¹ø\�y=�H�?W { =NÈ Ê�é Å�ÇQÈ�È�Ï ∫ 2

1
1/(1+

√
x) dx

�pçxÍ Îaè�Í�Ç�Å�ÇQÈ�È�Ï √
x = t

$=Îaè�Ö�Ö�è�Í�Ï
[0,∞[→

[0,∞[
$
x(t) = t2

$Hè�Ï Î�ÈCÇ)é�É%�¡È ÊaÇ)Í3êmÅ*Æ)Í�� è�Í�Ç�É(�CÈ��|Í ÎaÅ*é�Ç�Í�èÁÎ�È
x′(t) = 2t

�?çxÍ�Ç�ÅvÏ
x = 1

$�Îaè Ê
Ç
= 1

$¡Î�È
x = 2

$CÎaè Ê
t =

√
2
�%=?Í�Ê�×�émÊ�Í

∫ 2

1

1

1 +
√
x
dx =

∫
√

2

1

2t

1 + t
dt = 2

∫
√

2

1

(

1 − 1

1 + t

)

dt = 2

/
√

2

1

(
t− ln |1 + t|

)

= 2
(√

2 − ln |1 +
√

2| − 1 + ln 2| = 2
(

ln
2

1 +
√

2
+
√

2 − 1
)

≈ 0, 452.

 -{|z;¯�� Z1�z¹ø{pZNu=ZBU { Ò�Í�Å*Ì-È�ÏpÏmÔ;Í�Ï�Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�Í�Å*Ï°Ö�È�Ê�éxÉ|Ï Ç)È�Æ)éCÈ�Ê�Ç)È�Ì�Í�Ê�Å*Å*Ï è�Ï�éCÈ�émÊ�ÍHé Å*Í�Ï|è Èp�
r��G+BÈ�Æ�éCÈ ÊaÇ)Å�Ç)È È�Ï êmÅ*Æ)Í#��è�Í�Ì-È�Ö�Ö�È%$6è�Ï|é è�Ö�È�Ê�é�Å*Ç�Ç)É È�Ï�Ç�Í�êmÅ*Æ)Í��CÈ ÈCÇ�ÇQÈ��xÍ�Í�ÌKÅvÍ�Ê�Í�ÌKÌ-×�Ê)Ê)×�Ê�Í�Ô
Îaè�Í�Ç�É|émÊ�ÅvÊ)Ê�È,Ç�èmêmÅ*Ö�Ö�È,Í�Ï�Ç)Å*Õ�Æ)è�Í�Ç)È��CÈ�Ï�éxÉ(�CÈ�É|émÊ�ÅvÏ�È�Ï�Ç�Í�êmÅ*Æ)Í#�¡È ÈCÇ�Ç)È|��!oêmÅ*Ö�Ö�Í�Ê�Å*Ï�Å=Ê�Í�ÌKÅ*Æ�Ô
éxÍ�Ï�Ç)È�ËpÈ�ÉpéxÊ�ÅvÊ)Ê)ÈÁÖ�È�Ê�é�Å*Ç)È�È�Ï°Ê�Í�Í�Ê�7

d

dx
2(t− ln |1 + t|) =

( d

dt
2(t− ln |1 + t|)

) dt

dx
= 2

(

1 − 1

1 + t

) d

dx

√
x

= 2
1 + t− 1

1 + t
· 1

2
√
x

=
t

1 + t
· 1

t
=

1

1 + t
=

1

1 +
√
x
.

�m� ìíÍ�Æ�Æ)Å�ÇQ×�×�ÏKéxÉ(�CÈ�ÉpéxÊ�Å*Ï
f
é�É%�¡È ÈCÎ�È
Æ)É|ÉmÇ�ÉpËpÈ�Ë$Å*Æ)Í�Ö�Ö�Å_4©Ç�Ì-Êv� 56Î�ÈnÌ�Í�Ç)È�Ç)È È�Ï-Ê�ÅvÏ
Î�È,Ê�É|è�Ô

Æ�Í�Å*Ï
x = a

$
x = b

Î�È
y = 0

ÆQÈCÎ�È È�Ì-È�ÏÝÈ�Ö�É|Å*ÅvÏ Ë|Í�Ï�Ç)È�Ô�È�Ö�Èp�Q!öêmÅ*Ö�Ö�Í�Ê�Å*ÏÝÅvÊ�Í�ÌKÅ*Æ)éxÍ�Ï
Ç)È�ËpÈ�É|émÊ�ÅvÊ)Ê�È ËzÈ�Ë$Å*Æ)Í�Ö�Ç)ÈøÊ)È�È ê|È�È�Ïí�pÅ*Ö�Ëzè�ÊaÇ)Í

A ≈ 0, 45
$íémÊv�oéxÉ(�CÈøq|��r�� çxÉ|É|Æ)Å*Ì�Ô

Ë|Í@Ç)È�Æ�éxéxÉ|ÉpÊÏ�CÈ�È�Ç�Í�Í1ÅvÏ|Å*ÌKÌ-×�Ïõ�xÉ|è�Ö�Å*Ö�Ö�Í�Ê�É|ÉmÇ�Ç)È é�É%�¡È ÈCÎ�È�Ï�Ë|Í�Í�Æ)Æ�è�Ê�Ê)ÈnÎ�È Ë|Í�Ï ÇQÈCÔ�È�Ö�È�Ï
ÌKÍÿÇ�Ç)È�È�ÌKÍ�Ê�ÅvÊ)Ê�Èp�

�%�
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f(x)

ÃnÉ(�CÈKq|��r�7|ÃnÉ(�CÈ�É|émÊ�ÅvÏ
x 7→ 1/(1 +

√
x)
éxÉ(�CÈ ÈCÎ�È0�¡×�Ö�Í�Ö�Ö�×

[1, 2]
�

 -{|z�±§� Z1�z¹ø{pZNu=ZBU { &VÖ�é�èxè�Ï
f : [−a, a] → 8 $ a > 0

$�è�Ï°ÒhÍ�ÅvÌKÈ�Ï|ÏmÔ�Í�Ï�Ç)Å*Õ�Æ)è�Í�Ç�É%�¡Èp��� è Ê
f� � �������"� Å*Ö�Í f(x) = −f(x)

é¡È�Í�éxÍ�Ö�Ö�È
x ∈ [−a, a] $mÏpÍ�Í�Ï
∫ a

−a

f(x) = 0.

��è�Ê
f
è�Ï�� � �����������ß�
� Å*Ö�Í f(x) = f(x)

éCÈ�Í�éxÍ�Ö�Ö�È
x ∈ [−a, a] $mÏ|Í�Í�Ï

∫ a

−a

f(x) = 2

∫ a

0

f(x) dx.

9 ×�ÌK×iéCÈ�È��CÈCÇ1è Ê�è�Í�Ç�Å�ÇQÈ�È�Ï�ÌÁÉ|É|Ç�Ç�É�Î�È�Ï��CÈ�Í#�pêmè�Ö�Ö�È(7)Îaè Ê
f
è ÏÁËpÈ�Æ�Í�Ç�è Ï-$vÏpÍ�Í�Ï0�CÈ�Ö�Í�Ç)È È�Ï

y = −x $Îaè�Ö�Ö�è Í�Ï
dx = −dy Î�È

∫ 0

−a

f(x) dx =

∫ 0

a

f(−y) (−dy) = −
∫ a

0

f(y) dy.

��è�ÊöÇ)È�È Ê
f
è Ï ËpÈ�Æ�Í�Ö�Ö�Í�Ï|Å*Ï®$|Ï|Í�Í�Ï

∫ 0

−a

f(x) dx =

∫ a

0

f(y) dy.

q�S



�������xw

� ��M_c�O �G� O�O*J�L � P J�\ÁP �G]?^a`3` O�JQP

Ò�Í�Å*Ì-È�Ï|Ï|Ô;Í�Ï�Ç�Å*Õ Æ)È È�Ö�Í�Ï ∫ b

a
f
Ì-×�×�Æ�Í�Ç�ÅvÖ�Ì-× Ê�Ê)×��¡È È�êmÍ�Ç�Ç)Í�Í�Ï-$1Å�Ç�Ç)×'Í�Ï�Ç�Å*Õ Æ�è ÍÿÇQÈ��CÈ�)YÉpÏ|é�Ç�Í�è

f
Î�È

Í�Ï�Ç)Å*Õ�Æ)è�Í�ÌKÍ�ÊC�C×�Ö�Í
[a, b]

è.�¡È�Ç � � ���"�������|�1��� � ­
��+�× Ê�Ê)×iÖ�É(�xÉpÊ)Ê�È
Ö�È�È�ÎaÅ*Ï|Ï|Å*Ç)È È�Ï�Í�Ï�Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�Í�ÏcéC× Ê�Í�ÔÇ�ÅVÌ3��ë�ÊoÊ�Å*Ö�Ö�È�Í�Ê�Í�Í�Ï-ÇQÈ�ËpÈ�É|émÊ�Í�Í�Ï-$�Îaè Í�Ê)Ê�È
f
Å*Í6è�Ö�ÅhÆQÈCÎaè�Í�Ç�Å*Ç�Ç)É-Ç)È�ÍzÍ�Ï�Ç�Å*Õ Æ�è Í�ÌKÍ�Êg�C×�Ö�Ízè�Ï�ÌcÉ|è�Ç)è È

]−∞, a]
$
[a,∞[

Ç)È�Í
]−∞,∞[

� ) ÏpÏ|Å�ÇQÈ�È�Ï Å*ÏpÊ�Í�Ì�Ì-×�Í�Ê�Å*émÊ�ÍpÍ�Ï Ç)Å*Õ Æ�è Í�ÌKÍ�Êg�C×�Ö�Í�Ï-è�Ö�Ö�ÈÁÆ)È�Îaè�Í�Ç�Ô
Ç)È�ÌKÈ�Ç�è Ï-$mÌÁÉmÇ�Ç)È�Ë|Í�êmÅ�ÇQ×�×�Ï�éxÉ(�CÈ�ÉpÊ Æ)È�Îaè�Í�Ç�Å*Ç�Ç�ÉpÏpÈ|�
¥®{|z�} ß|ßmyCWYu=\�}9¹øß { ` ��~¢� �����.�

f : [a,∞[→ 8 ���q�������C�.���1� �.� ����� � �¡������� ���.� ������� � [a, c]
�

c > a
�£�0� ��� ��������� f � � � �"���6�
�������ß�
�õ���%�s���"� ��� �*�l�.�

∫ ∞

a

f =

∫ ∞

a

f(x) dx : = lim
c→∞

∫ c

a

f,

������� � � � � � � � Û � � � �§�"�í�.�#�
� � �6� � ° ��Ù;���w���¡� � �.�6�>� � � � � � � � Û � � � �õ�.� ��� �K�
�������ß�
�%��%������� � �Q�"� ��� �(�¢�
�1� � ∫ ∞
a
f
��� ��� ���Q�6���

a ��~¢� �����.�
f : ]−∞, a] → 8 ���%�s���"�C�"���|� �.� ����� � �¡������� �_�.� �*����� � [c, a]

�
c < a

���0� �.� ���.�
���
f
� � � �"���6�
���*���Q���õ���q������� ��� ���'�.�

∫ a

−∞
f =

∫ a

−∞
f(x) dx : = lim

c→−∞

∫ a

c

f,

�����x� � � � � � � � Û � � � �²�.�·�.�#�
� � �6� � �JÙ;�������¡� � �.�6�?� � � � � � � � Û � � � � �"� ��� �K�
�������ß�
�%��%������� � �Q�"� ��� �(�¢�
�1� � ∫ a

−∞ f
�6� ��� ���Q�6���

b �y�0� ��� ��������� f : ] −∞,∞[→ 8 � � � �"���6�
���*���Q���õ���q������� ��� ���l�"�
∫ ∞

−∞
f =

∫ ∞

−∞
f(x) dx : =

∫ a

−∞
f +

∫ ∞

a

f,

�����,���"��� � �"��� a ∈ 8 ���6� � ∫ a

−∞ f
���|� � ∫ ∞

a
f
��� ��� �
�ß� �.� �s�Ù;���3� � � �"���6�
���*���Q���õ���q������� ��� ���l���u��� ��� �
�ß���,�q������� � �ß�.� ��� �%�����|� � ���yû � � ��� �%�1�;�%�

¥®{�� T
U=W~¹ø\�y¡�H�z\�Ü=ß { r �hçxÉ|Ë|Ë$Å*Ï|ÅvÅ*é è ∫ ∞
1

1
x dx ¤ ÃnÉ(�CÈ�ÉzÊ 1

x

è�Ï�Î�ÈCÇ�éxÉ(�CÈ%$*Îaè�Ç�Å*Ï Ê�ÅVè�Ï
Í�Ï�Ç)Å*Õ�Æ)è�Í�Ç�É%�¡È�éCÈ�Í�éxÍ�Ö�Ö�È0�C×�Ö�ÅvÍ�Ö�Ö�×

[1, c]
$
c > 1

�zçxÍ�Ç�Å*Ï
∫ c

1

1

x
dx =

/c

1

lnx = ln c− ln 1 = ln c→ ∞,
éxÉ|Ï

c→ ∞.

9 ×�Í�Ï�è Ö�Ö�Å*Ïné��mÊ�ÅvÍ�ÏpÅ*Ï,Å*Ëz×�è�Ö�Å*ÅvÖ�Ö�Í�Ï|Å*ÏnÍ�Ï Ç)Å*Õ Æ)È È�Ö�Í.�pÈCÎ�È È�Ï�Ç�É|ÉN��=?Í�Ê�×�émÊ�Í ∫ ∞
1

1
x dx = ∞.

´�µ�y�¾
Â�¹»ÍG¹»À»À�½,¼�½6¹�Ê�¸�Â�À»¹�½g¾
Â�¹»ÍG¹»À»À�¿,¾�¿6À»Ã/¹»À»À�¿
]a, b[ Æ ]a, b]

É|½
[a, b[

¹»È
¼1Ã���Á|½�½6À»¹(Â�È¢É|Â�Â�¹»Å�ÃC½6º�¼�½�½6È?ÍH¿�¿6Á�¹ ¼|ÃgÀ ¼�Ñ Æº|¹»À»À�¿D¹»È
¼1Ã���Á|½�½6À»¹�Ã/¹.Á�¹»¹»Ê�¸¢¹»È
¼1Ã���Á�Â�¹ ¼�½/¾�½6ÈHÓ#¸�È�Å�¼|¹»Â�ÈG½6Á@¾
Â�¹»º|¼1½uÑ�Å�º1¹ ¼�¼�¿6¹»º|¹»º1º1¿uÊ�¹»º|¼|Ã/¹»º1º�¿�µ
Ç�½6ÍGÂ�¹»È¢Â�È¢Â�¹»Å�Ãg½6º|¼1½�½6ÈÍH¿�¿6Á�¹ ¼1Ã/À ¼�Ñ�Ã/º|¹»ÍGÃgÁ�Å�¹»Å�º|¹®Å�¸�¾6½6¸�Å�º|Ã/È
f : ] − 1, 1[\{0} → Z , f(x) = x Æ ¹»È
¼1Ã���Á�Â�¹ ¼1¸�¾�¸�¸�º'É|½3¹»È
¼1Ã���Á|½�½6À»¹¡µWu¸�¾6½6¸�Å�º1Ã/ÈxÍH¿�¿6Á�¹ ¼|¼|Ã/À ÑKÉ�Â�¸�Å�Â�º|¼1½wÊ�¸�¸�¼|¼|¸�¸xÑ�Å�º|¹uÊ�¹»º|¼|Ã Æ Í�¸�¼|¼1½Lº1ÃJ¾
Â�¹»Ò�½�½6È�º1¹»È�È�Ã?À»¹»º�¿K¼1¿yÉ|½LÍH¿�¿6Á|¹ ¼|Ã/À»À�¿Å�¸�¾�½6¸�ºßÂ�Á|¹���Â�º|º�½fÍG¹ ¼|ÃgÈl¼�½6Î.½6È�º�½�µ9WDÂ�Á*É1½K¼|¸�ÈGÅ�¸�¾�½6¸�Å�º|ÃgÈH¹»È
¼1Ã���Á|½�½6À»¹�Ã/¹.Á�¹»¹»Ê�¸¢º|¹»¹ ¼�¿ Æ ÍG¹»ÅK¿u½6Á�¾
Â'Å�¸�¾�½6¸�Å�º1Ã/À»À»ÃÂ�Á�¹���Â�º1º1½¢½6È�È�Ãs¼1½�½6È<µ�óa¿6¹»È R 1

−1 f =
R 1
−1 x dx = 0

µË�µ¬Ì®¿6À»À�¿'¼1½6Á�Å�Â�¹ ¼1Ãs¼1½�½6È_¼1¿6º1º1¿�À»¸�¾�¸�º1º1½�º1¹ ¼1¿ Æ Ãs¼�¼�¿¢Á|½KÉ|½KÖ@½6Á@¾
ÂGÂ�ÈJ¿�¿6Á�ÃgÀ»À»¹»È�ÃgÈ Æ ∞ ¼1½6¹ −∞ µ
q|r



�m�hçxÉ|Ë|Ë$Å*ÏpÅ*Å*é è ∫ ∞
1

1/xp dx
$=éxÉ|Ï

p 6= 1 ¤ ÃnÉ%�¡È�ÉpÊ 1/xp è Ï�Î�ÈCÇ)éxÉ(�CÈ@Îaè�éCÈ�Í�Ê�Å*Ö�Ö�È¢�C×�Ö�Í�Ö�Ö�×
[1, c]

$
c > 1

$¡Îaè�Ç�ÅvÏ�Ê�Å�Ê�Å
è Ï ÏpÍ�Í�Ö�Ö�×KÍ�Ï Ç)Å*Õ Æ�è ÍÿÇ)É(�CÈhÎ�È
∫ c

1

1

xp
dx =

/c

1

1

1 − p
x1−p =

1

1 − p
(c1−p − 1) →

{ 1
p−1 ,

Îaè Ê
p > 1,

∞,
Îaè Ê

p < 1,

éxÉ|Ï
c → ∞ � 9 ×�Í�ÏÝÅ*Ëp×�è�Ö�Å*Å*Ö�Ö�Í�Ï|ÅvÏØÍ�Ï�Ç�Å*Õ Æ)È È�Ö�Í ∫ ∞

1 1/xp dx
Ê�É|Ë|Ë$Å*ÏpÅ*Å�$xÎaè�Ê

p > 1
� É|É|Ö�Ö�è�Í�Ï�Ê�Å?�pÈ�Î�È�È�Ï�Ç)É|É?�

q|�hçxÉ|Ë|Ë$Å*ÏpÅ*Å*é è ∫ ∞
−∞ x

Å −x2

dx ¤ ÃnÉ(�CÈ�ÉzÊ x Å −x2 è Ï
Î�ÈCÇ�éxÉ(�CÈ%$�Îaè�Ç)Å*Ï�Ê�Å�è�Ï�Í�Ï�Ç�ÅvÕ�Æ)è�Í�Ô
Ç�É(�CÈ
Îaè é¡È�Í�Ê�Å*Ö�Ö�È0�C×�Ö�Í�Ö�Ö�×

[a, b] ⊂ 8 �q&VÖ�é�èxè�Ï c > 0
�pçxÍ�Ö�Ö�è Í�Ï

∫ c

0

x
Å −x2

dx =

/c

0

−1

2

Å −x2

=
1

2
− 1

2

Å −c2 → 1

2
,
é�ÉpÏ

c→ ∞,

∫ 0

−c

x
Å −x2

dx =

/0

−c

−1

2

Å −x2

= −1

2
+

1

2

Å −c2 → −1

2
,
éxÉ|Ï

c→ ∞.

çxÍ�Ç�Å*Ï+Å*Ëp×�è�Ö�Å*Å*Ö�Ö�Í�Ê�Å�Ç°Í�Ï�Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�Í�Ç ∫ ∞
0 x

Å −x2

dx
Î�È ∫ 0

−∞ x
Å −x2

dx
Ê�É|Ë|Ë$Å*Ï|Å��¡È�Ç�$

Îaè�Ç)Å*Ï�Ç)È�Æ�éCÈ�Ê�Ç�ÅvÖÿÇQÈ��CÈ�éxÍ�Ï Å*Ëp×�è�Ö�Å*ÅvÖ�Ö�Í�ÏpÅ*Ï�Í�Ï�Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�ÍHÊ�É|Ë|Ë$Å*Ï|ÅvÅöÎ�È
∫ ∞

−∞
x
Å −x2

dx =

∫ 0

−∞
x
Å −x2

dx+

∫ ∞

0

x
Å −x2

dx = −1

2
+

1

2
= 0.

¦p�hçxÉ|Ë|Ë$Å*ÏpÅ*Å*é è ∫ ∞
0 cosx dx ¤ Ãiè�Ê�Í�Ï|Í1è�Ï�Î�È�Ç�éxÉ(�CÈ($�Îaè�Ç�Å*Ï Ê�Åcè ÏØÍ�Ï Ç)Å*Õ Æ�è ÍÿÇ)É(�CÈ,Îaè�éCÈ�ÍÿÔÊ�ÅvÖ�Ö�ÈL�C×�Ö�Í�Ö�Ö�×

[0, c]
$
c > 0

�|Ãiè�Ê�éCÈ
∫ c

0

cosx dx =

/c

0

sinx = sin c
Î�È

lim
c→∞

sin c

Å*Í?è Ö�Ånè Ö�ÅvÌKÈ Ê�Ê)È($xÏ|Í�Í�Ï�é��mÊ�Å*Í�Ï|Å*Ï�Å*Ëp×�è�Ö�Å*ÅvÖ�Ö�Í�ÏpÅ*Ï�Í�Ï�Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�Í6Å*Í?Ê�É|Ë|Ë$Å*ÏpÅ��
«m�hçxÉ|Ë|Ë$Å*ÏpÅ*Å*é è ∫ ∞

−∞ x dx ¤ ì3×�Ç�Å*Åné��xÖ�Ö�×�éxÍ�Ï
∫ c

−c

x dx =

/c

−c

1

2
x2 =

1

2
c2 − 1

2
c2 = 0 → 0,

éxÉ|Ï
c→ ∞.

çxÍ�ÖÿÇ)ÍNé��mÊ�ÅvÍ�Ï|ÅvÏ Í�Ï�Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�Íß�pÈCÎ�È È�Ï�Ç�ÉpÉ-$mÊ�Í�Ö�Ö�×�éCÈ�Í�é�Í�Ö�Ö�È
b ∈ 8

∫ c

b

x dx =

/c

b

1

2
x2 =

1

2
c2 − 1

2
b2 → ∞,

éxÉ|Ï
c→ ∞

Å*Ö�Í ∫ ∞
b x dx

�pÈCÎ�È È�Ï�Ç�É|ÉN�
çmÈ�Ö�Ö�ÍÿÇQÈ�È�ÏKÊ�Å*É|ÆQÈ�È��CÈ�émÊ�Í�éxÉ(�CÈ�ÉpéxÊ�Å*Ï�è�Ö�Ö�ÈiÆQÈCÎaè ÍÿÇ�Ç)È�Ì-È�Ç�è�ÏcÍ�Ï�Ç)Å*Õ�Æ)è�Í�Ï�Ç�Í#�C×�Ö�Í�ÏcËp×�×�Ç�Å*ËpÍ�Ê�Ô

Ç�ÅvÍ�êmÅvÏ�Ö�×��|Å*Ö�Ö�×p�
¥®{¡ �} ß|ßmyCWYu=\�}9¹øß {�~�� �����.�

f : [a, b] → 8 � a, b ∈ 8 � a < b
�

` �0Ù;���
f
�.�����q�������C�.���1� �.� ����� � �¡������� ���.� ������� � [a, c]

�
a < c < b

�,�%����� � ���
�s�
� ��� �
∫ b

a

f =

∫ b

a

f(x) dx : = lim
c→b−

∫ c

a

f,

�����?� � � � � � � � Û � � � ���"�õ�"���
� � �6� � �,Ù��.�Ï���0�.�����¡� � ����� ��� �C���������Q���(�'�q������� � �ß�.� ��� �(��
�1� � � � � �.���6���������Q�������%�s�1��� ��� ��� ∫ b

a f
�6� ��� ���Q�6���

a �0Ù;���
f
�.�����q�������C�.���1� �.� ����� � �¡������� ���.� ������� � [c, b]

�
a < c < b

�,�%����� � ��������� ��� �
∫ b

a

f =

∫ b

a

f(x) dx : = lim
c→a+

∫ b

c

f,

�����?� � � � � � � � Û � � � ���"�õ�"���
� � �6� � �,Ù��.�Ï���0�.�����¡� � ����� ��� �C���������Q���(�'�q������� � �ß�.� ��� �(��
�1� � � � � �.���6���������Q�������%�s�1��� ��� ��� ∫ b

a
f
�6� ��� ���Q�6���

q �



b �0Ù;���f���.��� � �.��� c ∈]a, b[
���6� � ∫ c

a f
���1� � ∫ b

c f
��� ��� �
�ß� �.� �|�,�%����� � ��������� ��� �

∫ b

a

f =

∫ b

a

f(x) dx : =

∫ c

a

f +

∫ b

c

f

� � � � �Q�.� ��� �(�����1� � � � � � � � � �.�#�K���������ß�
�����%�s���"� ��� �*�f��� ��� �
�ß�K���Ù;���3� � � �"���6�
���*���Q���õ���q������� ��� ���l���u��� ��� �
�ß���,�q������� � �ß�.� ��� �%�����|� � ���yû � � ��� �%�1�;�%�
¥®{#¥ T
U=W~¹ø\�y¡�H�z\�Ü=ß { r �hçxÉ|Ë|Ë$Å*Ï|ÅvÅ*é è ∫ 1

0
1/

√
x dx ¤ ÃnÉ(�CÈ�ÉpÊ 1/

√
x
è�Ï�Î�È�Ç�éxÉ(�CÈ($xÎaè�Ô

Ç�ÅvÏ�Ê�Å,è�Ï�Í�Ï Ç)Å*Õ Æ�è ÍÿÇ)É(�CÈhÎaè é¡È�Í�Ê�Å*Ö�Ö�È0�C×�Ö�Í�Ö�Ö�×
[c, 1]

$
0 < c < 1

�pçxÍÿÇ)Å*Ï
∫ 1

c

1√
x
dx =

/1

c

2
√
x = 2 − 2

√
c→ 2,

é�ÉpÏ
c→ 0 + .

çxÍ�Ç�Å*Ï'é��mÊ�Å*Í�Ï|Å*Ï�Í�Ï�Ç)Å*Õ�ÆQÈ�È�Ö�Í6Ê�É|Ë|Ë$Å*Ï|ÅvÅ Î�È-Ê�Ånè�Ï
2
�

�m�hçxÉ|Ë|Ë$Å*ÏpÅ*Å*é è ∫ 1

0 1/xp dx
$
p > 0 ¤ v�Ï Ç)Å*Õ Æ�è ÍÿÇQÈ��¡ÈÝéxÉ(�CÈ�ÉzÊ�è�Ï Î�È�Ç�éxÉ(�CÈ�Îaè é¡È�Í�Ê�Å*Ö�Ö�È�C×�Ö�Í�Ö�Ö�×

[c, 1]
$
c ∈]0, 1[

$¡Îaè�Ç�ÅvÏ�Ê�Ånè�Ï�Ï|Í�Í�Ö�Ö�×KÍ�Ï�Ç�ÅvÕ�Æ)è�Í�Ç�É(�CÈiÎ�È

∫ 1

c

1

xp
dx =







/1

c

lnx = − ln c→ ∞,
Îaè Ê

p = 1,
/1

c

1
1−px

1−p = 1
1−p (1 − c1−p) →

{ ∞,
Îaè�Ê

p > 1,
1

1−p ,
Îaè Ê

0 < p < 1,

éxÉ|Ï
c→ 0+

�mçxÍ�Ç�Å*Ï é��xÊ�Å*Í�Ï|ÅvÏ°Í�Ï Ç)Å*Õ Æ)È È�Ö�ÍpÊ�ÉpË|ËzÅvÏ|Å*Å�$=Îaè Ê
0 < p < 1

��� è Ê
p ≥ 1

$�Ê�Å
�pÈCÎ�È È�Ï�Ç�ÉpÉ?�<FiÉ|è�Ì-È È($�Å*Ç�ÇQ×�Îaè Ê

p ≤ 0
$ Ï|Í�Í�Ï

1/xp è�ÏnÎ�È�Ç�éxÉ(�CÈ_�C×�Ö�Í�Ö�Ö�× [0, 1]
Î�ÈcÊ�Í�émÊ�Í

Í�Ï�Ç)Å*Õ�Æ)è�Í�Ç�É%�¡ÈL�C×�Ö�Í�Ö�Ö�×
[0, 1]

�
q|�hçxÉ|Ë|Ë$Å*ÏpÅ*Å*é è

∫ 1

−1

1√
1 − x2

dx ?

v�Ï�Ç�Å*Õ Æ�è ÍÿÇQÈ��CÈÁéxÉ(�CÈ�ÉzÊ è�Ï�Î�ÈCÇ)é�É%�¡ÈVÎaè é¡È�Í�Ê�Å*Ö�Ö�È0�C×�Ö�Í�Ö�Ö�×
[−c, c] $ c ∈]0, 1[

$�Îaè�Ç�ÅvÏ'Ê�Ånè�Ï
Ï|Í�Í�Ö�Ö�×KÍ�Ï�Ç�ÅvÕ�Æ)è�Í�Ç�É(�CÈ|�|çxÍ�Ï|Í�Ï�é¡× ×�Ï�Ç�ÅvÍ�Ê�éxÉ(�CÈ�É|émÊ�Å*Ï�êmÅ*Æ)Í�� è�Í�Ï�Ç�Í�é¡È È��CÈ�Ï°Ë$Å*Æ)ÉpÊ�Ç�ÅvÅ*Ö�Ö�È

∫ c

0

1√
1 − x2

dx =

/c

0

arcsinx = arcsin c→ π

2
,
éxÉ|Ï

c→ 1 − .

çmÈ�ÌKè Í�Ï
∫ 0

d

1√
1 − x2

=

/0

d

arcsinx = − arcsind → π

2
,
éxÉ|Ï

d→ −1 + .

çxÍ�Ç�Å*Ï'é��mÊ�Å*Í�Ï|Å*Ï�Í�Ï�Ç)Å*Õ�ÆQÈ�È�Ö�Í6Ê�É|Ë|Ë$Å*Ï|ÅvÅ Î�È-Ê�Ånè�Ï π
2 + π

2 = π.

¥®{�¯�� Z1�$¹ø{|ZBuvZ1U { ��è�ÊnÍ�Ï�Ç�ÅvÕ�Æ)è�Í�ÌKÍ�ÊC�C×�Ö�Í3è�Ï
] − ∞,∞[

ÇQÈ�ÍíÍ�Ï�Ç�Å*Õ Æ�è ÍÿÇQÈ��CÈ éxÉ(�CÈ�ÉpÊ,Å*Íoè�Ö�Å
Æ)È�Îaè�Í�Ç�Å*Ç�Ç�ÉºÍ�Ï�Ç�ÅvÕ�Æ)è�Í�ÌKÍ�ÊC�C×�Ö�Í�Ï

[a, b]
éxÉ|ÌKÌKÈ�Ï|éCÈ�È�ÏºËp× ×CÇ�ÅvË|Í�ÊaÇ)Å*Å*ÏºÖ�×��|Å*Ö�Ö�×%$@Ï|Í�Í�ÏºÌ-× ×�Æ)ÍÿÇ)Å*Ö�Ô

ÌKÍ�Ê)Ê�× ¦p��rVÎ�È ¦z� q Í�Ï Ç)Å*Õ Æ�è Í�ÌKÍ�Êg�C×�Ö�ÍzÎ�È�Å�ÇQÈ�È�ÏØéCÈ"��Ç�ÅvÅ*ÏÝè Ê)È�È�ÏØÏ|Í�Í�Ï®$HÅ�Ç�ÇQ×�é�ÉpÌ�Ì-È�Ï|éxÍ�ÏÝè Ê)È�Ï
Å*Ëp×�è�Ö�Å*ÅvÖ�Ö�Í�Ê�Å*ÏKÍ�Ï�Ç�Å*Õ Æ)È È�Ö�Í�ÏKÇ)É|Ö�Í�Ê�Í$Ê�É|Ë$Å�ÇQÈ|�mçmÈ�Ì-È�Ö�Ö�È,ËzÅvÆ�Í�È�È�Ç�Ç)Å*Å*Ö�Ö�È,Ì-×�×�Æ)Í�Ç�Å*Ö�Ö�×�×�ÏKÅvËp×�è Ö�ÅvÅ*Ö�Ö�Í�Ô
Ê�Å*Ç1Í�Ï�Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�Í�Ç|Î�ÈiÏpÍ�Í�êmÅ*Ï�Ê�ÉpË|ËzÅvÏ|Å*ÌKÍ�Ï|Å*ÏcÇ)È�ËpÈ�ÉpéxÊ�Í�Ê�Ê)È($�Îaè�Í�Ê�Ê)Èhè Ï|Õ�ÅvÖ�Ì-È�ËpÍ�Ê�Ç�Å�³íè�ÏÁÍ�Ï�Ç�ÅvÕ�Æ)è�Í�Ô
ÌKÍ�ÊC�C×�Ö�Í�Ï�Ê�Í�Ê)×�Ö�Ö�×ÁÇ)È�Í?Ï|Í�ÍÿÇQ×Kè�Ï�Ì�è Ï�Ç)È|�
¥®{¡± T
U=W~¹ø\�y¡�H�z\�Ü=ß { r �hçxÉ|Ë|Ë$Å*Ï|ÅvÅ*é è

J : =

∫ 3

0

1

(x− 1)3
dx ?

v�Ï�Ç�Å*Õ Æ�è ÍÿÇQÈ��CÈ°éxÉ(�CÈ�ÉzÊ
1/(x − 1)3

è�Ï�Î�ÈCÇ)éxÉ(�CÈ éCÈ�Í�éxéxÍ�È�Ö�Ö�È ËpÈ�Í�Ç)Ê�Í3Ë|Í�ÊaÇ)Å*ÅvÊ)Ê)×
x = 1

$
Îaè�Ï|éCÈKÖ�×"�|ÅvÖ�Ö�×KÊ�ÅnÅvÍ?è�Ö�ÅnÆ)È�Îaè�Í�Ç�Å�Ç�Ç�É?�pçmÍÿÇ)Å*Ï

∫ 3

0

1

(x− 1)3
dx =

∫ 1

0

1

(x − 1)3
dx +

∫ 3

1

1

(x− 1)3
dx =: J1 + J2.

×�µ Ç�¹»¹»º-Ê�¹»º�¼1Ã Æ É|Â�È�ÅK½�À�¿6Î�Ã/À»À�¿�¹»È
¼1Ã���Á�Â�¹ ¼�½/¾�½GÅ�¸�¾�½6¸�ºDÃ/¹<Â�À»ÃfÁ|½KÉ|Â�¹ ¼|Ãs¼|¼|¸<µ
q�q



9 ×�Í�Ê�Ç)×�Å*ÏzÊ�Í�ÌKÌK×�Í�ÏpÅ*Ïx�pÈCÎ�È È�Ï�Ç�ÉpÉ-$|Ê�Í�Ö�Ö�×
∫ c

0

1

(x− 1)3
dx =

/c

0

−2

(x − 1)2
=

−2

(c− 1)2
+ 2 → −∞,

é�ÉpÏ
c→ 1 − .

çxÍ�Ç�Å*Ï'Ì0��ë�Ê
J
�pÈCÎ�È È�Ï�Ç�ÉpÉ?�

�m�hçxÉ|Ë|Ë$Å*ÏpÅ*Å*é è

J : =

∫ 9

0

1
3
√
x− 1

dx ?

v�Ï�Ç�Å*Õ Æ�è ÍÿÇQÈ��CÈhéxÉ(�CÈ�ÉpÊ
1/(x−1)1/3 è�ÏiÎ�ÈCÇ�éxÉ(�CÈVéCÈ�Í�é�éxÍ�È�Ö�Ö�ÈiËpÈ�Í�Ç)Ê�ÍxË|Í�ÊaÇ)Å*ÅvÊ)Ê)× ð x = 1

$
Îaè�Ï|éCÈKÖ�×"�|ÅvÖ�Ö�×KÊ�ÅnÅvÍ?è�Ö�ÅnÆ)È�Îaè�Í�Ç�Å�Ç�Ç�É?�pçmÍÿÇ)Å*Ï

∫ 9

0

1
3
√
x− 1

dx =

∫ 1

0

1
3
√
x− 1

dx+

∫ 9

1

1
3
√
x− 1

dx =: J1 + J2.

9 ×�ÌK×KÌKè Ö�ÅvÌ�Ì-È�Ç�Ê�É|Ë|Ë$Å*ÏpÅ��CÈCÇ�$pÊ�Í�Ö�Ö�×
∫ c

0

1
3
√
x− 1

dx =

/c

0

3

2
(x − 1)2/3 =

3

2
(c− 1)2/3 − 3

2
→ −3

2
,
éxÉ|Ï

c→ 1−,
∫ 9

c

1
3
√
x− 1

dx =

/9

c

3

2
(x− 1)2/3 =

3

2
(23)2/3 − 3

2
(c− 1)2/3 → 6,

éxÉ|Ï
c→ 1+

�pçxÍÿÇ)Å*Ï
J
Ê�É|Ë|Ë$Å*ÏpÅ*Å Î�È

J = J1 + J2 = − 3
2 + 6 = 4 1

2

�

üHegd " t-é<ä,p(tfilk�k;mz@0é<t åæmgi>ä,p(tfilk<k(m�'?o-p%m/tutak;o
!íËp×�è�Ö�Å*Å*Ö�Ö�Í�Ê�Å*Ï�Í�Ï Ç)Å*Õ Æ)È È�Ö�Í�Ï'Ê�É|Ë|Ë$Å*Ï|ÅvÌ�Í�Ï|ÅvÏ�Ç)È�ÍD�pÈCÎ�È È�Ï�Ç�ÉpÌ�Í�Ï|ÅvÏÞ��è�ÍBÊ�ÅvÉ|Æ)È�Ç)Èw�|ÅvÖ�Ë$è Ê�Ç�Í1Ê�è�Ô
Ë|Í#�¡È�Ï�� Å*Æ�Ç)È�Í�Ö�É|Í�Ï Ç)Å*Õ Æ)È È�Ö�Í�Ï�éC×���Ç�ÇQ×���Ç/��ÌKÍ�Ê�Å=ÊaÇQ×|�
¥®{�Ø�¦ {|Z1Uv\ { ` ��~¢� �����.�

f : [a,∞[→ [0,∞[
���%�s�1���C�"���|� �.� ï.���u����� � �¡����� �.� �*��� [a, c]

�
c > a

��© � ����ª.��� ∫ ∞
a
f
��� ��� �
�ß�K�
�������D� �L�.� ���?���.�J�"�Þ�"����� � �K� � M > 0

�6���s���(�,�
�1� �
∫ c

a

f ≤M
� � ���"����� � c ≥ a.

a ��~¢� �����.�
f : [a, b[→ [0,∞[

���%�s�1���C�"���|� �.� ï.�*�%����� � �¡����� ��� ����� [a, c] ⊂ [a, b[
�Ï© � ����ª.���

∫ b

a f
��� ��� ���Q�6���(���.�,� �2�.� ���0�����3�.���.����� � �6� � M > 0

�����s�
�%�l�
�1� �
∫ c

a

f ≤M
� � ���"����� � c ∈ [a, b[.

©%���.�¡���1����� +NèmêmÍ�ÊaÇ)Å�ÇQÈ�È�Ï�Å*ÏzÊ�Í�ÌKÌK×�Í�ÏpÅ*Ï�é�è�� ÇQÈ|�|çxÉ|Ë$Å�Ç)é�èxè�Ï ∫ ∞
a
f
ÅvÖ�Í

lim
c→∞

∫ c

a

f = α ∈ [0,∞[.

Ãiè�Ê�éCÈÁé�É%�¡È�ÉpÊ
c 7→ F (c) =

∫ c

a
f
è Ï éCÈ Êg�CÈ��CÈ($mÏ|Í�Í�Ï

F (c) ≤ α
éCÈ�Í�éxÍ�Ö�Ö�È

c
�

&VÖ�é èxè�Ï
F (c) ≤M

éCÈ�Í�é�Í�Ö�Ö�È
c > a

�|Ãiè�Ê�éCÈ
F
è Ï éCÈ Êg�CÈ��CÈhÎ�ÈL�xÖ#�p×�×�ÖÿÇQ×ÁÆQÈCÎaè ÍÿÇ)Å�Ç�Ç)É-$

Ï|Í�Í�Ï�è�Ï�è�Ö�Å*Ì-È Ê�Ê)ÈÁÆQÈCÎ�È�Ô�È�ÆC� è
limc→∞ F (c)

�%+Bè�Í�Ê�Í�Ï�Ê)È�Ïpè�ÅvÏ ∫ ∞
0
f
Ê�É|Ë|Ë$Å*Ï|ÅvÅ��

+Nè Í�ÏpÅ*Ï�é�è�� ÇQÈ�Ç)èmêmÍ�Ê�Ç�Å*Ç)È È�Ï�Ê�È�Ì�è Í�ÏN� ¹ { � { u {
¥®{¡à�¦ {|Z1Uv\ { Üvu�� ���.� � �%�1�|��ÛÏ� � �0���ß�.� � �%�1�|� � �
��� ��� �s��� Ý ~�� �����.� −∞ ≤ a < b ≤ ∞ � ��.� �.� ���.���
� f, g : ]a, b[→ [0,∞[

���������(�?�
�1� � g ≤ f
� � �Q�Þ� ��� �3���q�������C�.���1� � � � ����� � �¡���
��� �

��� ������� � [c, d] ⊂]a, b[
�
a < c < d < b

�
ò µ·Õ(½6Á�¹ ¼1Â�È
¼�½GÊ"Â6¼|ÃgÈ�º1º1¹�½'¾�½6º|¼1½�½g¾6½K¼ßÉ�¸�¸�Á�Ãs¼aÂ�ÈÏÍH¿�¿6Á|¹ ¼|Ã/À ¼�ÑÏÅK½6¹»Å�Å�¹�½6À»À�½�µ[�%º1¹»ÍGÃ/Á�Å�¹»Å�º1¹

3
√
−8 = −2

µ
q�¦



Ü/� ÝíÙ;��� ∫ b

a f
��� ��� ���Q�6���,�q����� ∫ b

a g
��� ��� ���Q�6���

Ü�G ÝíÙ;��� ∫ b

a
g
û � � ��� �q�|�;���l�%����� ∫ b

a
f
û � � ��� �q�|�;�%�

©%���.�¡���1����� +BèmêmÍ�ÊaÇ)Å�Ç)È È�Ï§�¡×�ÍÿÇ�Ç�ÅvÅ�ÇnÇ)È�ËpÈ�É|émÊ�ÅvÊ)Ê�È
a ∈ 8 Î�È b = ∞ �-� è Ê ∫ ∞

a
f
Ê�É|Ë|Ë$Å*ÏpÅ*Å�$

Ï|Í�Í�Ï�Ö�È�ÉpÊ�Å*Í�êmÅ*Ï'�m����«hÎ�È�¦p�´³ÁÏ|è�Î�È�Ö�Ö�È�è�Ï
M > 0

Ê�ÍÿÇ)Å*Ï-$pÅ�Ç�ÇQ×
∫ c

a

g ≤
∫ c

a

f ≤M
éCÈ�Í�éxÍ�Ö�Ö�È

c > a.

=NÈ�ÉpÊ�ÅvÅ*Ï ¦p�´³�Ïpè�Î�È�Ö�Ö�È ∫ ∞
a
g
Ê�É|Ë|Ë$Å*Ï|ÅvÅ��

��è�Ê ∫ ∞
a
g
�pÈCÎ�È È�Ï�Ç�ÉpÉ-$xÏ|Í�Í�Ï�Ö�È�ÉpÊ�Å*Í�êmÅ*Ï��m����«hÎ�È�¦p�´³ÁÌÁÉ|éCÈ�È�Ï

∫ c

a

f ≥
∫ c

a

g → ∞,
éxÉ|Ï

c→ ∞.

çxÍ�Ç�Å*Ï ∫ ∞
a f

�zÈCÎ�È�È�Ï�Ç�É|É?�
+BÈ�ËpÈ�ÉpéxÊ�Å�Ç

a = −∞ Î�È
b ∈ 8 Ç)È�Í a, b ∈ 8 Î�ÈnéxÉ(�CÈ�É|émÊ�Å�ÇíÆQÈCÎaè�Í�Ç�ÇQÈ�Ì-ÈCÇ�Ç�è Ì�Í�ÈÏ�¡È�Í�Ï���pêmÅ*Ï3�¡×�Ö�Í�Ï

[a, b]
Ëp×�×�Ç�Å*ËpÍ�Ê�Ç�ÅvÅ*Ï�Ö�×"�|ÅvÖ�Ö�× Ç)èxê|Í�Ê�Ç�Å*Ç)È�È�ÏÁÊ)È�ÌKè�Í�Ï?��+1È�ËzÈ�É|émÊ�Å�Ç

a = −∞ Î�È b =
∞ Ç)È�Í

a, b ∈ 8 Î�ÈKé�É%�¡È�É|émÊ�Å*ÇhÆ)È�Îaè�Í�Ç�ÇQÈ�Ì-ÈCÇ�Ç�è�ÌKÍ�ÈL�¡×�Ö�Í�Ï [a, b]
éxÉ|ÌKÌKÈ�Ï|éxÍ�Ï�Ëp× ×CÇ)Å*Ë|Í�ÊaÇ)Å*ÅvÏ

Ö�×��|Å*Ö�Ö�×ÁËpÈ�Ö�È�ÉmÇ�É%�¡È�ÇhÏp×�Í#�|Í�Ï?� ¹ { � { u {
¥®{¡ê�� Z1�$¹ø{|ZBuvZ1U { r ��ÃnÉ(�CÈ�ÉpÊ

1/xp $ p > 0
$|è�Ï������¡×L� Å*Æ�Ç)È�Í�Ö�É;)YÉ|Ï|é�Ç�Í�èp�

�m�  ÈCÎaè Æ)È�Ï�Ç�Ç�Í�Ô6Î�ÈKÌKÍ�Ï|è Æ)È�Ï�Ç�Ç�Í�Ë$Å*Æ)Í�È ÈCÇ�Å
Ëp×�Ç�Å*ÅJ�CÈ�Í�Ï�Å*Ëp×�Ï|Å*Õ�ÈCÇ)Í�Í#�xÍ�Ê�Í�Ö�Ö�ÅVéxÉ(�CÈ�ÉpéxÊ�Í�Ö�Ö�Å?{
q|�  ÈCÎaè Æ)È�Ï�Ç�Ç�Í�éxÉ(�CÈ�É|émÊ�Å*Ï-Í�Ï�Ç�Å*Õ Æ)È È�Ö�Í|è�Ï���Ö�×�È�ÆC�xÍ�è�Ê�ÉpË|ËzÅvÏ|Å��CÈ�Ö�Ö�ÅVÅvËp×�è Ö�ÅvÅ*Ö�Ö�Í�Ê�Å*Ö�Ö�ÅhÍ�Ï�Ç�Å*Ô
Õ�ÆQÈ�È�Ö�Í�Ö�Ö�Å��

¥®{|z�î T
UvW9¹ø\�y=�H�$\�Üvß { r��hçxÉpË|ËzÅvÏ|Å*Åvé�è

J : =

∫ ∞

1

| cosx|
x2

dx ?

ÃnÉ(�CÈ�É|émÊ�Å�Ç | cosx|/x2 Î�È 1/x2 è.�CÈCÇ,Î�È�Ç�éxÉ(�xÍ�È�Îaè éCÈ�Í�Ê�ÅvÖ�Ö�Èõ�¡×�Ö�Í�Ö�Ö�× [1, c]
$
c > 1

$
Îaè�Ç)Å*Ï�Ï|Å,è.�CÈCÇ�Ï|Í�Í�Ö�Ö�×cÌ0��ë�Ê Í�Ï�Ç�ÅvÕ�Æ)è�Í�Ç�É(�xÍ�È|�;=?Í�Ê)×�émÊ�Í

0 ≤ | cosx|
x2

≤ 1

x2

éCÈ�Í�é�Í�Ö�Ö�È
x > 1

Î�È ∫ ∞

1

1

x2
dx
Ê�ÉpË|ËzÅvÏ|Å*Å

,

Îaè�Ç)Å*Ï�Ì-ÈCÎaè�ÆQÈ�Ï�Ç�Ç�Í�ËzÅvÆ�Í�È�È�Ç�Ç�ÅvÅ*Ï Ï|è�Î�È�Ö�Ö�ÈÁÌ0��ë�Ê
J
Ê�ÉpË|ËzÅvÏ|Å*Å Î�È

0 ≤ J ≤
∫ ∞

1

1

x2
dx = 1.

�m�hçxÉ|Ë|Ë$Å*ÏpÅ*Å*é è

J : =

∫ 1

0

sinx

x2
dx ?

ÃnÉ(�CÈ�É|émÊ�Å�Ç
sinx/x2 Î�È 1/2x

è.�¡È�ÇíÎ�ÈCÇ)éxÉ(�xÍ�ÈÁÎaè�éCÈ�Í�Ê�Å*Ö�Ö�È��C×�Ö�Í�Ö�Ö�×
[c, 1]

$
0 < c < 1

$
Îaè�Ç)Å*ÏØÏpÅÁè.�CÈCÇ
Ï|Í�Í�Ö�Ö�×°Í�Ï�Ç�ÅvÕ�Æ)è�Í�Ç�É(�xÍ�È|�$Ãiè�Ê�éCÈ

x/2 ≤ sinx ≤ x
éCÈ�Í�é�Í�Ö�Ö�È

x ∈ [0, π
2 [
$

Ï|Í�Í�Ï
0 ≤ 1

2x
≤ sinx

x2

é¡È�Í�éxÍ�Ö�Ö�È
x ∈]0, 1].

Ãiè�Ê�éCÈ ∫ 1

0 1/(2x) dx
�pÈ�Î�È�È�Ï Ç)É|É-$íÏpÍ�Í�Ï ÌKÍ�Ï|è Æ)È�Ï�Ç�Ç�Í�Ë$Å*Æ)Í�È ÈCÇ�Ç)Å*ÅvÏ Ïpè�Î�È�Ö�Ö�È Ì3��ë�Ê

J�pÈCÎ�È È�Ï�Ç�ÉpÉ?�

q «
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OQ\cP �G]_^a`_` O�J�O ` L �_� \�\ ` \áL®c(} � O�O � P ��� LBJ `

+�×�Ê)Ê�×iÖ�É%��ÉzÊ�Ê)ÈVÊ�è.��ÅvÖ�Ö�Å�ÇQÈ�È�Ï�Í�Ï�Ç)Å*Õ�ÆQÈ�È�Ö�Í�ÏÁéC× Ê�Í�Ç�Å*Ç�Ç)×iÇ)È Ê�è�È�Ö�É|Å*Í�êmÅvÏÁË|Í�Ï�Ç)ÈCÔ�È�Ö�È�È�Ï-$=Ë<� ë�ÆQ×"�pê(�xÊ�Ô
éCÈ�Ë|ËpÈ�Ö�ÅvÅ*Ï°Ç�Í�Ö�È��xÉ|ÉmÇ)Å*ÅvÏ�Ê�Å*éC×cÌKÈ�Ç�éCÈ�È�Ï-$mÏ|è ËzÅvÉmÇ�ÅvÅ*ÏcÎ�ÈcéxÍ�Í���Ç/������� Ç)Å*ÅvÏ?�;=?è�ËpÉ|émÊ�Í$Ç�É|Ç�ÉpÊ�Ç�ÉmÔ
Ç)È È�Ï�Ò�Í�ÅvÌ-È�Ï|ÏmÔ�Í�Ï Ç)Å*Õ Æ)È È�Ö�Í�ÅvÏ�Ö�È Ê�é Å*ÌKÍ�Ê�ÅvÅ*Ï°ÏxÉ|ÌKÅvÅ*Æ)Í�Ê�ÅvÊ�Ç�Í;�

�¢egd �Ltuç<ä,tfÿCýHo-o®i#'ymgilk;tD@�tfÿ/t
Ò�Í�Å*Ì-È�Ï|Ï|Ô;Í�Ï�Ç�Å*Õ Æ)È È�Ö�Í@ÌK× ×�Æ)ÍÿÇ)Å*Ö�Ç�Í�Í�ÏEÏpÍ�Í�Ï-$NÅ*Ç�ÇQ× ∫ b

a
f
è�ÏøÊ�Å*Ï ÇQÈ�Ê�è È�Ö�É|ÅvÅ*ÏÝË|Í�Ï ÇQÈCÔ�È�Ö�È($mÎaè Ï|éCÈ

Æ)È�Î�È�È��CÈCÇhÊ�É|è�ÆQÈCÇ
x = a

$
x = b

Î�È
y = 0

Ê�Å*éC×-éxÉ(�CÈ�É|émÊ�Å*Ï
f
éxÉ(�CÈ�ÈCÎ�È°È�Í�ÏpÈ�éxÍ�Ï-$CÎaè Ê

f
è�Ï

Î�ÈCÇ)é�É%�¡ÈcÎ�È�Å*Ëz×�Ï|ÅvÕ ÈCÇ)Í�Í#�xÍ�ÏpÅ*Ï?�?çxÅvÉ|Æ)È È��CÈ°Ì-×�×�Æ�Í�Ç�ÅvÖ�Ì-×��xÖ�ÅvÍ�Ê�Ç)× ×°Ë|Í�Ï�Ç)È�Ô�È�Ö�È�ÏØÌ3� ë Ê
Å*Ëz×CÎ�ÈCÇ�Ô
éxÉ(�xÍ�Ö�Ö�Å÷Î�ÈKÏ|ÅvÕ È�Ç�Í�Í��xÍ�Ê�Í�ÈcÈ�ÆC� è�Î�ÈcÊ�È È���Í�Ö�Ö�Å
éxÉ(�CÈ�É|émÊ�Í�Ö�Ö�Å �
¯£{|z�} ß|ßmyCWYu=\�}9¹øß {�~�� �����.�

f, g : [a, b] → 8 ���%�s�1���C�"���|� � � � �~KÏ� ��� �*�������.�

A =

∫ b

a

|f(x) − g(x)| dx 4;«m��r�5
�.� �"� �.� ��������� f � � g �.� �.��� �����
�õ� � ���%�"�����
� x = a

� � x = b
� � � ��� � � � � � ��� � ���%�6�
�� ���q� � Û � � � �

−1

−0.5

 0

 0.5

 1

 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3

y

x

f(x)=sin x
g(x)=cos x

ÃnÉ(�CÈE«m��r�7íÃnÉ(�CÈ�ÉpéxÊ�Í�Å*Ï
f(x) = sinx

Î�È
g(x) = cosx

Î�ÈEÊ�É|è�Æ)Í�Å*Ï
x = 0

Î�È
x = πÆ)È�Î�È�È�ÌKÈ�Ï°È�Ö�É|ÅvÅ*Ï�Ë|Í�Ï�ÇQÈCÔ�È�Ö�È|�

¯£{�� T
U=W~¹ø\�y¡�H�?W { r �G=NÈ�Ê�é�Å*Ç)È È�ÏKéC×���Æ)Í�Å*Ï
y = sinx

Î�È
y = cosx

�C×�Ö�Í�Í�Ï,Î�× ×��C×nË|Í�Ï�ÇQÈCÔ
È�Ö�È($méxÉ|Ï

0 ≤ x ≤ π
�(!íÏpÊ�Í�Ï�è Ï�Ö�È Ê�é Å�Ç�ÇQÈ��¡ÈcÏp×�Í�êmÅvÏ éC×��xÆ)Í�ÅvÏ°Ö�Å*Í�é�éCÈ�ÉpÊ�ËpÍ�Ê�Ç�ÅvÅ�Ç�7

sinx = cosx =⇒ tanx = 1 =⇒ x =
π

4
+ n · π, n ∈ ì .

q�¯



9 ×�Í�Ê�Ç)×L�CÈ�Í�Ï π
4

è Ï��C×�Ö�Í�Ö�Ö�×
]0, π]

�(=NÈ�Ê�é�Å*Ç�ÇQÈ��¡ÈcË|Í�Ï�Ç)ÈCÔ�È�Ö�Ècè�Ï�Ê�Í�Ç�ÅvÏ

A =

∫ π

0

| sinx− cosx| dx =

∫ π/4

0

(cosx− sinx) dx

+

∫ π

π/4

(sinx− cosx) dx =

/π/4

0

(sinx+ cosx) +

/π

π/4

(− cosx− sinx)

=
1√
2

+
1√
2
− 0− 1 + 1 + 0 − (− 1√

2
− 1√

2
) = 2

√
2.

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1

 1.1

 0  1  2  3  4  5  6

y

x

f(x)
y=1

ÃnÉ(�CÈØ«m���;7@ÃnÉ(�CÈ�ÉpéxÊ�Å*Ï
f(x) =

Å x /(1 +
Å x )

éxÉ(�CÈ�È�Î�È�Ï�Î�ÈØÊ�É|è Æ�Í�Å*Ï
y = 1

Î�È
x = 0Æ)È�Î�È�È�ÌKÈ�Ï°È�Ö�É|ÅvÅ*Ï�Ë|Í�Ï�ÇQÈCÔ�È�Ö�È|�

�m�G=NÈ Ê�é Å�Ç)È È�ÏEéC×��xÆ)×�Ï
e =

Å x /(1 +
Å x )

Î�È Ê�É|è Æ�Í�Å*Ï
y = 1

Î�È
x = 0

Æ)È�Î�È�È�ÌKÈ�Ï
éxÉ(�xÍ�è ÏºË|Í�Ï�Ç)ÈCÔ�È�Ö�È|�f+�×�ÌK×ØéxÉ(�xÍ�èÝÅ*Í�è Ö�Å�Æ)È�Îaè�Í�Ç�Å*Ç�Ç�É®$1ÌcÉmÇ�ÇQÈ Ê�Í�ÖÿÇ)Í�éCÈ�È��CÈ²4;«m��r�5Áè�Ï
Ö�Épè�Ï|Ï|è Ö�Ö�Í�Ï|Å*Ï Ç�ÉpÖ�éxÍ�Ï ÇQÈÝé�É%��Í�è�Ï Ë|Í�Ï�Ç)ÈCÔ�È�Ö�È�émÊ�Í|$zÎaè�éCÈ Ê�ÍÿÇ)Å*Ï è�Ï Å*Ëp×�è�Ö�Å*Å*Ö�Ö�Í�Ï|ÅvÏ5Í�Ï�Ç�Å*Ô
Õ�ÆQÈ�È�Ö�Í

∫ ∞

0

∣
∣
∣1 −

Å x

1 +
Å

x

∣
∣
∣ dx = lim

c→∞

∫ c

0

(

1 −
Å x

1 +
Å

x

)

dx

= lim
c→∞

/c

0

(

x− ln
(
1 +

Å x
))

= lim
c→∞

(
c− ln(1 +

Å c ) + ln 2
)

= lim
c→∞

(
c− ln

Å c − ln(
Å −c + 1) + ln 2

)
= ln 2 ≈ 0, 693.

ÃnÉ(�CÈ�Ê�Ç)Èn«m���hÈ�ÆC�xÍ�è�Í�ê|È�È�Ï-$*Å*Ç�Ç)×Vé��mÊ�ÅvÍ�Ï|ÅvÏÁË|Í�Ï�Ç)È�Ô�È�Ö�Èiè�Ï�Ö�Í�éxÍ�Ì-È�Í�Ï 1
2 ·0, 5·2, 8 = 0, 7

�

�¢e|á 3�$R�'pietV>n�$Hç<èat='j'>tfÿ/o®o®iXk(mgÿgt£rHý>ý>ç
&VÖ�é èxè�Ï

f : [a, b] → [0,∞[
Î�ÈCÇ)éxÉ(�CÈ|�íÃnÉ|Ï Ê�ÅvÏºéxÉ(�CÈ�È�Î�ÈØË�� ë�ÆQ×"��Ç)× ×

x
Ô�È�émÊ�Å*Ö�Í�Ïí��ÌKËp×�Æ�Í1$

Êg�xÏ�Ç/���-éCÈ�Ë|ËpÈ�Ö�Å�$¡Îaè�Ï|éCÈ�Ç)Í�Ö�È��xÉ|ÉpÊ è�Ï

V =

∫ b

a

πf(x)2 dx.
49«|� ��5

��è éCÈ�Í�Ê�ÅvÖ�Ö�È
x ∈ [a, b]

Ë�� ë�ÆQ×"�pê;�mÊ�éCÈ�Ë|ËpÈ�Ö�ÅvÅ*Ï�Ë$è�Í�éxéxÍ�Ö�Å*Í�éxé¡È�ÉpÊnè�Ïõ�xÌKË<�xÆQ×($xÎaè Ï|éCÈ�Ê)×�ê|Å�è Ï
f(x)

Î�È�Ë|Í�Ï�Ç)È�Ô�È�Ö�Ècè�Ï�Ê�Í�Ç�ÅvÏ
πf(x)2

�|ì,��ë Æ)×��pê;�mÊ�é¡È�Ë|ËpÈ�Ö�Å*Ç�Ç)È3��è Í�ê|È È�Ï�È�Ë|Ë|Æ)è�émÊ�Í�ÌKè Í�ê|ÈÁË|Í�Ô
Ï|è�Ö�Ö�È�éxÍ�Åvéxé�è�Î�Èp�<+�×�Ö�Ö�È�Í�Ï|ÅvÏ°éxÍ�Åvéxé�è�ËpÍ�Ï|è�Êg�xÏ�Ç/����$�éxÉ|Ï éxÉ(�CÈ�ÉpÊaÇQÈ

f
È�Ë|Ë|Æ)è�émÊ�Í�ÌKè Í�ê|È È�Ï-Ë$è�Æ�Ô

Æ)È Ê/)YÉpÏ|é�Ç�Í�è�Ö�Ö�È
g
�1ÃnÉpÏ|éxÍ�ÏøéxÍ�Å*é è�Ï Ç�Í�Ö�È���ÉpÉpÊ�è Ï

πg(x)2(xj − xj−1)
$1éxÉ|Ï

x ∈]xj−1, xj [
�

q�³



ÃnÍ�Åvéxé�è�ÎaÅvÏºè��|Å�Ç)ÅvÊ)Ê�È Å*Ö�ÍhË$è�Æ)Æ)È Ê/)YÉ|Ïpé Ç)Í�è ÏØÎ�È�è�Ï5Ç�Í#�|Å�Ç)ÅvÊ)Ê�× Ê)È�È ê|È�È�ÏºÆQÈCÎ�È�Ö�Ö�È�Ç)Í�Ö�È��xÉ|ÉpêmÅvÖ�Ö�Å
Ö�È�ÉpÊ�Å*é�Åw49«|� ��5��
¯£{¡  T
U=W~¹ø\�y¡�H�z\�Ü=ß { r �G��è��pêmÅ�ÇQÈ�È�Ï Ç�ÉmÇ�Ç�É éCÈ�Æ�Ç�Í�è�Ï Ç)Í�Ö�È��xÉ|ÉpêmÅvÏ+éCÈ�È��CÈ

V = 1
3Ah

$
ÌKÍ�Ê)Ê�×

A
è�Ï Ê�Å*Ï Ëzè��CÎ�È�Ï È�Ö�È°Î�È

h
é è�Æ)é�ÅvÉpÊ*�,&VÖ�é�èxè�ÏºË$è���Î�È�Ï Ê�× êmÅ

r > 0
$6Îaè ÖÿÔ

Ö�è Í�Ï Ë$è���Î�È�Ï È�Ö�È
A = πr2

�oÃ,È�Æ�Ç)Í�èEÊC��Ï�Ç/����$3éxÉ|Ï Î�È�ÏpÈ
y = r

hx
$

0 ≤ x ≤ h
$

Ë���ë�ÆQ×���Ç�Å*Ç)×�×�Ï
x
Ô�È�émÊ�Å*Ö�Í�Ï��xÌKËp×�Æ)Í9�|Ã,È�Æ�Ç)Í�è Ï�Ç)Í�Ö�È��xÉ|ÉpÊ è�Ï�éCÈ�È��CÈ�Ï�49«|� ��5öÌÁÉ|éCÈ�È�Ï

V =

∫ r

0

π
( r

h
x
)2
dx =

πr2

h2

/h

0

1

3
x3 =

πr2

h2

1

3
h3 =

1

3
(πr2)h =

1

3
Ah.

�m��Ã,×��xÆ)×
y = x2 Ë�� ë�ÆQ×�� Ç)Å�ÇQ×�×�Ï x Ô�È�émÊ�Å*Ö�Í�Ï��xÌKËp×�Æ)Í'�C×�Ö�Í�Ö�Ö�× 0 ≤ x ≤ 2

�@ç��xÏ�Ç/�<�C×�Ï
Ë���ë�ÆQ×"�zê;�mÊ�éCÈ�ËpËpÈ�Ö�Å*ÅvÏ-Ç�Í�Ö�È��xÉ|ÉzÊ è�Ï

V =

∫ 2

0

π(x2)2 dx =

/2

0

π

5
x5 =

32π

5
≈ 20, 11.

�¢e|ñ " tak;èDt&�_iHäR'?o®ý>ç�é�t èGmgm�Vlk%$¢r&$&$Hç
��è�Ê éCÈ�Ë|ËpÈ�Ö�ÅÁÖ�Í�Í�éxéxÉ|É�Ì-ÈCÇ)é¡È�Ï

s
È�Î�È�Ê)Ê�È

t
$|Ï|Í�Í�ÏØÊ�ÅvÏ ���
�C�.���ß� � �
��� è�Ï

v = s/t
�ß&VÖ�Å�Ç)Å�Ç)È È�Ï-$

Å�Ç�Ç)× éCÈ�Ë|ËzÈ�Ö�ÅÞ��è�Í�Ö�Í�Í�éxéxÉpÈ Ë|Í�Ç�éxÍ�Ï Ê�É|è Æ)È È°Î�È Å*Ç�ÇQ×
s(t)

è�Ï Ê�Å*Ï Ê�Í Î�È�Í�Ï�Ç�ÍH�pÅ�Ç�é Å*Ö�Ö�×
t
����è�Ê

s(t)
è�ÏKéCÈ�ÊC�CÈ��¡È
ÅvÖ�Ízé¡È�Ë|ËpÈ�Ö�Å Ö�Í�Í�éxé�ÉpÉ��¡È�Í�Ïw����Ç�ÅvÅ*Ï-Ê�ÉpÉ|Ï�Ç)È�È�ÏÞ4@�CÈ�Ê�Å*ÌKÌ-È�Ö�Ç)È
è�Í�é�Å=È�Ö�Ö�Å�5�$CÏ|Í�Í�Ï

ÈCÎ�È Ê�Ê)È
t1 − t

Ê�ÅnÖ�Í�Í�é�éxÉ|É�Ì-ÈCÇ)éCÈ�Ï
s(t1) − s(t)

$�Î�È-Ê�ÅvÏ é ÅvÊ�é�Í�Ï|è ËzÅvÉpÊ è�Ï
s(t1) − s(t)

t1 − t
.

=-���|ÅvÏ ÇQ×�Ì-×�Ö�Ö�×-ÈCÎ�È�Ï�Î�È�émÊ�è�È
[t, t1]

ÆQÈCÎ�ÈCÇ�Ç)È�Ê)È�È ê|È�È�Ï�ÌK× ×�Æ)ÍÿÇ)Å*Ö�Ç/� ×KéCÈ�ËpËpÈ�Ö�Å*ÅvÏ �Q� � �����
v(t)�|Å�Ç)é�ÅvÖ�Ö�×

t
7

v(t) : = lim
t1→t

s(t1) − s(t)

t1 − t
.

9 è ËzÅvÉpÊ è�Ï�Ê�Í�Í�Ê�éxÉ(�CÈ�É|émÊ�Å*Ï
s(t)

êmÅ*Æ)Í��CÈ ÈCÇ�ÇQÈÁÅvÖ�Í
v(t) = s′(t)

�
��è�Ê

v(t)
è�Ï�Î�ÈCÇ�éxÉ(�CÈ%$$ÏpÍ�Í�ÏØÍ�Ï�Ç�Å*Õ Æ)È È�Ö�Í�Ö�È�Ê�é�ÅvÏ|ÏpÈ�Ï�Ëz×�×�Ö�È�ÉzÊ�ÅvÅ*Ï'ÌÁÉpé¡È È�Ï�éCÈ�Ë|ËpÈ�Ö�Å*ÅvÏ

Ê�Í�Í�Æ�Ç/�xÌ-×cÈ�Í�éCÈ��C×�Ö�Í�Ö�Ö�×
[t0, t1]

è Ï

s(t1) − s(t0) =

∫ t1

t0

v(t) dt.
49«m� q�5

Ã,È�Ë|ËzÈ�Ö�Å*Å*Ï éxÉ|Ö�é Å*Ì-È�é�è é�è�ÏzÈ�Í�Ê�Ì-ÈCÇ)éCÈ°È�Í�éCÈ��C×�Ö�Í�Ö�Ö�×
[t0, t1]

è�Ç�Ç)È È���Épè�ÌKÍ�èxè Ï Ì-È"�zêmè�Ö�Ö�Í�Ê�Å*Ï
ÅvêmÅ=ÊaÇQÈ�éCÈ�Í�Ê�Í�Ï é�ÉpÖ ÎaÅ=Ê�é Å*Ö�É|Ï?�zçxÅnè ÏQ­

l(t1) − l(t0) =

∫ t1

t0

|v(t)| dt. 49«m� ¦<5
&VÖ�é èxè�Ï

s(t)
éCÈ�Ë|ËpÈ�Ö�Å*ÅvÏ�Ê�Í Î�È�Í�Ï Ç)Í;�|Å�Ç)é�ÅvÖ�Ö�×

t
��Ã,È�Ë|ËpÈ�Ö�ÅvÅ*ÏÁÏpè�Ë$Å*ÉpÊ

v(t)
�|Å*Ç�é�ÅvÖ�Ö�×

t
è Ï

é�Å=Ê�éxÍ�ÌK× ×�ÆQ×�Í�Ê�ÅvÏnÏ|è�Ë$Å*Épê|Å*ÏÁÆQÈCÎ�È�Ô�È�ÆC� è Å*Ö�Í|êmÅ*Æ)Í��CÈ ÈCÇ�ÇQÈ
s′(t)

��çmÈ�Ì�è Í�ÏcéCÈ�Ë|ËpÈ�Ö�ÅvÅ*Ï �.����û;�|ï � ï.ï���|Å�Ç)é�ÅvÖ�Ö�×
t
è�Ï é�Å=Ê�éxÍ�ÌK× ×�ÆQ×�Í�Ê�ÅvÏEéxÍ�Í#��Ç/�<�����mêmÅ*ÏU4v�VÏpè�Ë$Å*ÉpêmÅvÏ5ÌcÉ|ÉmÇ)è Ê��CÈ�Í�éCÈ��C×�Ö�Í�ÏøËpÍÿÇ)É|ÉpÊ65

Æ)È�Î�ÈCÔ�È�ÆK��è,ÅvÖ�ÍNê|Å*Æ)Í��CÈ�È�Ç�ÇQÈ
v′(t) = s′′(t)

�
��è��pêmÅ*Ç)È�È�ÏØÇQÈ�Ê)È�Í�Ê�Å=ÊaÇ)Í3éxÍ�Í#��Ç/�<�C×�Ï 4YÇ)È�Í'�|Í�êpÈ�Ê�Ç�É(�CÈ�ÏQ5iÖ�Í�Í�éxé�ÅvÅ*Ï éCÈ�È��CÈCÇ=�HÃnÍ�Í#��Ç/�<�����mÊ

è�Ï�Ê�Í�Í�Êu�CÈ�é�Í�è
Å*Ö�Í
s′′(t) = a

$CÌKÍ�Ê�Ê)×
a ∈ 8 è�ÏL�CÈ�éxÍ�èp�CÃ,È�Í�éxé�ÍxéxÍ�Í���Ç/�����<�mêmÅvÏcÈ�Ï Ç)Í�ê|Å*Æ)Í��CÈ�È�Ç)È�Çè.�CÈCÇ

s′(t) = at + C1
$÷ÌKÍ�Ê)Ê�×

C1 ∈ 8 è Ïj�¡È�éxÍ�èz�l+�×�Ê�Ç)×ºÊ�È È�ê|È È�Ï é¡È�Í�éxéxÍ
Ï|è�Ë$Å*Épê|Å*Ï
È�Ï�Ç�Í�êmÅvÆ�Í#�CÈ�ÈCÇQÈCÇ

s(t) = 1
2at

2 + C1t + C2
ÌKÍ�Ê)Ê)×

C2 ∈ 8 è Ïj�¡È�éxÍ�èz� 9 ×�Í�Ï ÇQÈ�Ê)È�Í�Ê�Å=ÊaÇ)Í
éxÍ�Í#��Ç/�<�C×�Ö�Ö�ÅVÖ�Í�Í�éxé�ÅvÅ*Ö�Ö�Å

v(t) = at+ C1
Î�È

s(t) =
1

2
t2 + C1t+ C2.

´�µ ÄaÈ�ÍH½6Î�Ò�Â�À»À»¹»º|¼1½yÍH¿�¿6Á|¹ ¼|Ã/À»À�¿GÉ1½JÍG¹ ¼1½K¼�½JÅK½6Ê�Ê.½6À»Ã/Ã/È�È�Â�Ê�Ã/¸�º�Ãgº|¹»ÍGÃ/Á|Å�¹»Å�º|¹ß¾�½6¹»Èw¼|Â�¹»º1Ê�¸�Â�À»Ãg¹»º�¼1Ã/È2Ò�Ã/Á�¹ Ö¾6½�½K¼|¼|Â6É�ÃgÈy½g¾�¸�À»À�½�µ�ÌD¿6ÍH¿,Â�È>À»¸�Â�È�¼|Ãs¾�½�½l¼|Ô�Á�ÍH¿gÑ�Å�º|¹»ÃgÈH¼1½6Á|ÅK½6º|¼|ÃgÀ»Ã/ÍG¹»º|Ãgº|º�½�µ�Q
Â�º-È�Â�Ê"Ã/¸�Ò�Ãs¼®ÂC¾6½K¼D�®¹»Ã/ÍH½6È�È�Ö¹»È
¼1Ã���Á�Â�¹ ¼1¸�¾�¹�½fÅ6½6¹»Å�¹»À»À�½a¾�¿6À»Ã/¹»À»À�¿ Æ È�¹»¹»È¢Å6½�½/¾�½K¼D�	��µ ×��"É1½��l��µ ò �(Âg¾�½K¼qÑ�Î.¿u¾
Â�¹»ÍH½6º|º�½ Æ Íl¸�¼�¼�½uÅK½6Ê�Ê.½6À»Ã/Ã/È>º|¹ É1½6¹»È
¼|¹¼1½6¹<Å�¸�À É�Ã/¼�¼|¸JÍH½K¼1ÅK½�Ã/¹ ¾�¿K¼-¾�¿6À ¼�¼1¿6ÍH¿K¼|¼1¿¢Â�À»ÃfÒ�Ã/Á|¹ ¾
Â�¹ ¼|¸�¾�¹�½¢Å�¸�¾�½6¸�Å�º1¹�½�µ
q?�



: È�éxÍ�è�Ç
C1
Î�È
C2
Ì-×�×�Æ)×���Ç/���C×CÇ � � �"�%�Kû%���"�¡�6� � s(0) = s0

Î�È
v(0) = v0

�1ç|È�È�êpÈ�È�Ï®$HÅ�Ç�ÇQ×
C1 = v0

Î�È
C2 = s0

�zçxÍ�Ç�ÅvÏ

v(t) = at+ v0
Î�È

s(t) =
1

2
at2 + v0t+ s0.

49«|� «�5
¯£{#¥ T
U=W~¹ø\�y¡�H�?W { !oÍ�ÏpÊ�Ç�ÅvÍ�ÏpÍ�Ï0�|Í�Ê)Ê�Í9� ) Ö#�zÅvÆ�Ça!íÍ�ÏzÊaÇ)Å*Í�Ï|Í�ÏcÅ*é��xÍ��CÈ�Ö�ÅvÏpÊ�Ê�Í�ËzÅvÆ�Í�È�È�Ç�Ç�ÅvÅ*Ï
ÌÁÉ|éCÈ È�Ï
Õ�ÆQÈ��xÍÿÇQÈ�ÈCÇ)Í�è�Ô@Î�È'Í�ÏpÅ*Æ�Ç�Í�È�Ì-È�Ê)Ê�È�ÅvÖ�ÍöËpÈ�Í�Ï|è.� è�Í�ÌKÈ�Ô3Î�ÈÞ�|Í�Ç)È�ÉpÊ�Ì-È Ê�Ê)È�è.�CÈCÇ3����Ç)× Ê�É|ÉpÆ�Å*Çv� 9 Í�Í�Ï
è�Ö�Ö�ÅvÏ0�CÈ�ËpÈ�È ÊaÇ)ÍmË|ÉmÇ�è�È��CÈ�Ê)Ê�È>�|Í�Ê)Ê�Í�Ê)Ê�×
ÅvÍ|è�Ö�Å ËpÈ�Í�Ï|è.��è Í�Ì-È È($��¡È È�ÏL�|Í�Ê�Ê�Í�ÏKÌ-ÈCÇ)éxÉpÊaÇQÈCÎ�È�Ç@é è�é Å�Ô
�CÈCÇBÈ�Í�êmè Ï,ËpÈ�Í�Ï|è�Ç�Ç�è Ì-È�ÏnÇ�Í�Ö�È�Ï?�CçxÅ*Ö�Ö�È�Í�ÊaÇQÈG�|Í�Ê�Ê�Í�×iÊ�È�Ï|è�ÇQÈ�È�ÏJ!íÍ�ÏpÊ�Ç�ÅvÍ�Ï|Í�Ï3�pÍ�Ê)Ê�Í�émÊ�Í;��=BÈ�Ê�é�Å*Ç)È�È�Ï-$
éCÈ�ÉpÈ�Ï|é�ènËpÈ�Í�Ï|è�Ç�Ç)è�ÌÁÉpÉpêmÅvÊ�Ç)È_��è�ÍpÏpÈ�ÉmÇ�Ç�Í�È($�éxÉ|Ï��|Í�Ê�Ê�Í�Ï��¡È�ËpÈ�ÈnËpÉmÇ�è�È�ÌKÍ�Ê�Ì-ÈCÇ)é¡Ènè Ï°q�S S
Ì��
&VÏ�Ê�Í�Í�Ê

s0 = 0 = v0
Î�È
a = 9, 81

Ì��CÊ 2 �zçxÍ�Ç�Å*Ïx�CÈ�ËzÈ�È�Ï�Ë|ÉmÇ)è È�Ì�Í�Ê�Å*Ï�ÈCÎ�È�Ï Ëp×CÇ)Å*Å

v(t) = at
Î�È

s(t) =
1

2
at2
Å*Ö�Í

t =

√

2s(t)

a
.

: È�ËpÈ ÈÁËpÉmÇ�è�È�ÌKÍ�ÏpÅ*Ï�é�Å=ÊaÇQ×�×�Ê�Í�Í�Ê�È�Î�È�Ï

t =

√

2 · 300m

9, 81m/s
2 ≈ 7, 8 s.

Ê�ÅvÏ Ëz×�×CÇ�Ç/��Å=Ê�Ê)×�Ï|è ËzÅvÉpÊ
v(t) = at = 9, 81

Ì���Ê 2 · 7, 8 Ê�� 76, 7
Ì���Ê^��� ³C¯céxÌ����?�

�¢e@ü � ýÏå o-o-p%mCç�k;t mCi'k;o-ã'p(ä'mgilk(m/t
 è�ÏpÅ*ÏÞ�CÈ�ÆQÊ�Í�ÏÞ�xémÊ�Í�Ï|é�ÅvÆ�ÇQÈ�Í�Ê�ÅvÏ�é�É%�¡È�É|émÊ�ÅvÏ 4YéxÉmÇ)Å*Ï Å x2 5iÈ�Ï�Ç�Í�êmÅvÆ�Í#�CÈ�ÈCÇ�Ç)È ÈKè�ÏÞ�CÈ�Í�é�Å=ÈKÇ)È�Í
Îaè�ËpÈ�Ì-È��pêmè�Ç)è�ÏEÖ�È�Ê�é�Å=È�È�Ö�é Å*Í�Ê�éxÉ(�CÈ�ÉpÊaÇ)Å*Ï È��xÉ|Ö�Ö�È|� 9 Í�Í�Ï|Ëz×�Ò�Í�Å*Ì-È�Ï|Ï|Ô;Í�Ï�Ç�Å*Õ Æ)È È�Ö�Í�ÅvÏ Ö�È�Ê�é�Å*Ô
ÌKÍ�Ê�Å*émÊ�Í6Ç)È�ÆK�xÍÿÇQÈ�È�Ï°ÌÁÉpÍÿÇQÈcé Å*Í�Ï|è�Î�Èp� � émÊ�ÍHÏ|Í�Í�Ê�Ç)×Kè�Ï �%�;���6�
�����ß�
�����%�s�1���C�"���%�1� �

&VÖ�é èxè�Ï
f : [a, b] → 8 Í�Ï Ç)Å*Õ Æ�è ÍÿÇ)É(�CÈ|�-v�Ï�Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�Í�Ï ∫ b

a
f
Ö�È�Ê�é�ÅvÌ�Í�Ê�Å*émÊ�Íoé�è�ÆK�CÈCÇQÈ�È�Ï

éxÉ(�CÈ�ÉpÊ
f
éxÉ(�CÈ�É|émÊ�ÅvÖ�Ö�È

f̃
$QÎaè éCÈVè ÏcÖ�Í�é�Í�Ì-È�Í�Ï

f
Î�ÈoÎaè Ï|éCÈ
Í�Ï�Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�Í�Ö�È Ê�é Å�ÇQÈ�È�Ï3�|Å*Ö�Ëzè�ÊaÇ)ÍmÇ�Í�Å�Ô

Ç�è é�è�ÏpÅ*Å*Ï®$ Ö�È�Ê�éxÍ�ÌKÅ*Ï°Ç)È�Í$Ö�È�Ê�éxÉmÇ�Í�éxÉ|Ï�È���ÉpÖ�Ö�È|��+ Í�Å*Ç�è é�è�ÏpÅ*Í�êmÅ*Ï�é Å��|Í�Ç�Ç/�xÌKÍ�Ï|Å*ÏcÎ�È3�xÖ�Å*Í�ÊaÇ/�xÌKÍ�Ô
Ï|Å*ÏØè�Ï'Ç)Å��|Ï���Ç
ÏxÉ|ÌKÅvÅ*Æ)Í�Ê�Å*Ï�Í�Ï�Ç�ÅvÕ�Æ)è�Í�Ï|Ï|Í�ÏÞ�|Å*Ö�Ëzè émÊ�Í1$zÌcÉmÇ�ÇQÈ°ÏxÉ|ÌKÅvÅ*Æ)Í�Ê�Å*Ö�Ö�È�Í�Ï�Ç�ÅvÕ�Æ)è�Í�Ï|Ï|Í�Ö�Ö�È
è�ÏÞ�xÉ|è�Ê�Í�Ê�È�Ç�è�ÎaÅ*Ï��|Í�Ê�Ç�è Æ�Í�È�Ç�Í�Å�Ç)Å*Í�Ê�Ê)×|�q!oÊ�Í�ÌKÅ*Æ)éxÍ�émÊ�ÍD� è��pÈ�Ï|Ï|Å=ÊhÃnÅ*Ë|Ö�Å*Æ04ar=«�³xr��$rv¯ q�S<5íéC×���Ç�Ç)Í
Ç)× Ê�Ê)×�Ö�É(�xÉpÊ)Ê�ÈcÅvÊ�ÍÿÇ)Å*Ö�Ç)×��C×�×�çxÍ�Ì�ËzÊ�è Ï|Í�Ï ÌKÅ*Ï|Å*Ç�Å*Ö�Ì-×�×�°"$;�CÈ�Í�éxé¡Ècé�è é�è�Í�Ï�Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�Í�Ï�éC×�Ê�ÍÿÇ)Å�Ç�ÇQ×
Å*Ízè�Ö�Ö�ÉmÇl�p×�Ï|ÅvÏ�È�Í�éCÈ�ÏpÈ È�ÏL��Í�Å*Ö�×,é Å*Ö#��è�Ö�Ö�Í�Ê�ÅvÊ�Ç�ÍmÌ-×�×�Æ�Í�Ç�ÅvÖÿÇ/� ��ÃVè Ê�é¡È

f ≈ f̃
$ Ï|Í�Í�Ï�Ö�È�ÉpÊ�Å*ÅvÏ��m����«

Ï|è�Î�È�Ö�Ö�È
∫ b

a

f ≈
∫ b

a

f̃ .
49«|� ¯<5

9 É|ÌKÅvÅ*Æ)Í�Ê�Å*Ï�Í�Ï�Ç)Å*Õ�Æ)è�Í�Ï�Ç�Í�ÌKÅ*Ï|Å*Ç�Å*Ö�Ì-×�Ïõ49«m� ¯�5 � ���Cû(� è�Ï

E(f) : =

∫ b

a

f −
∫ b

a

f̃ .

: È�Ö�ÍÿÇQÈ�È�Ï§�C×�Ö�Í�Ï
[a, b]

ÇQÈ�Ê)È��¡×�Ö�Í�Ï|ÅvÏ°Î�È�é�è
(x0, x1, . . . , xn)

$
n ∈ ë �1çxÅ*Ï�Î�È�é è.�C×�Ö�Í�Ï Ë|ÍÿÇ)É|ÉpÊè�Ï

h : = (b− a)/n
Î�È
Î�È�é è�Ë|Í�Ê�Ç�Å

xj = a+ jh
$
j = 1, 2, . . . , n.

¯£{#¥®{|z�H Z1�zy¡{|�|{|W~ù1\xUvß|ßpt6uvü
: È�Ö�ÍÿÇQÈ�È�Ï�È�Ë|Ë|Æ)è�émÊ�Í�Ì-È�È�Ç�Í�éxÊ�Í

f̃
� �.��� � �g�"� �.� ���

f̃ : [a, b] → 8 , f̃(x) =

{
f(xj),

Îaè�Ê
x ∈]xj−1, xj ], j = 1, 2, . . . , n,

f(a),
Îaè�Ê

x = a.

çxÍ�Ö�Ö�è�Í�Ï�Ê)È�È ê|È�È�Ï ���%�.� � � � �����
� ��� �%�sª
∫ b

a

f ≈
n∑

j=1

f(xj)h = h

n∑

j=1

f(a+ jh).
49«m�´³"5

Ë�µ µ/µgµ�É|½>´g×���¾�¸�Â6¼�¼�½¢Ã/È�È�ÃgÈyÌ®Î�Â�ÍH½6ºaÇ�¹»ÍGÊ�º1Â�È�¹�½J�
q?�



¯£{�¯ T
U=W~¹ø\�y¡�H�?W { =BÈ�Ê�é�Å*Ç)È�È�Ï°Í�Ï�Ç�Å*Õ Æ)È È�Ö�Í
∫ 2

1

1

x
dx =

/2

1

lnx = ln 2 ≈ 0, 6931471806

Ê�Épè�ÆQÈ�éCÈ�Í�êmÅvÊ)×�×�Ï|Ï|ë Ö�Ö�×|� 9 � Ç
a = 1

$
b = 2

Î�È
f(x) = 1/x

�H&VÖ�é èxè�Ï
n = 2

$1Îaè Ö�Ö�è�Í�Ï
h = b−a

n = 1
2

$CÎ�È
∫ 2

1

1

x
dx ≈ 1

2

( 1

1 + 1
2

+
1

2

)

=
7

12
≈ 0, 583333.

: Í�ÆC�pÅ
è Ï
ln 2 − 0, 583333 ≈ 0, 109814 ≈ 0, 11

�;��è�Ê
n = 4

$mÏ|Í�Í�Ï
h = 1

4

Î�È

∫ 2

1

1

x
dx ≈ 1

4

( 1

1 + 1
4

+
1

1 + 2
4

+
1

1 + 3
4

+
1

1 + 4
4

)

=
1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8
≈ 0, 634524.

: Í�ÆC�pÅ
è Ï
ln 2 − 0, 634524 ≈ 0, 058623 ≈ 0, 06

�;��è�Ê
n = 8

$mÏ|Í�Í�Ï
h = 1

8

Î�È

∫ 2

1

1

x
dx ≈ 1

8

( 1

1 + 1
8

+
1

1 + 2
8

+ · · · + 1

1 + 8
8

)

=
1

9
+

1

10
+ · · · + 1

16
≈ 0, 662872.

: Í�ÆC�pÅ
è Ï
ln 2 − 0, 662872 ≈ 0, 030275 ≈ 0, 03

�
: Í�ÆC�pÅ°Ïp×���Ç�ÇQ×�×'ËpÉ|è�Ö�ÍÿÇ�Ç�É(�CÈ�Ï-$@é�ÉpÏ'Î�È�é è.�¡×�Ö�ÍoË|É|è�Ö�Í�Ç�Ç�ÉpÉ?�íçxÅ*É|ÆQÈ�È��CÈ�Ö�È�ÉpÊ�Å2�C×�Í�Ç�ÇQ×�×%$

Å�Ç�Ç)×�Å*ÏpÍ�ÌKÌ-×�Í�Êg�xÍ�ÆC�pÅ�è ÏEÊ�É|è Æ)È È�Ï§��Å*Æ)ÆQÈ�Ï|Ï|è Ö�Ö�Í�Ï|Å*Ï°Î�È�é�è.�C×�Ö�Í�Ï ËpÍÿÇ)É|ÉmÇ�ÅvÅ*Ï-$pÎaè�Ö�Ö�è Í�ÏEÈ�Í�ÏpÈ�éxÍ�Ï
Å*Ï|Í�ÌKÌ-×�Í�Êg�xÍ�ÆC�|Å
Ë|É|è Ö�Í�Ç�Ç)É|É-$zé�ÉpÏÁÎ�È�é�è.�C×�Ö�Í6Ë|É|è�Ö�Í�Ç�Ç�ÉpÉ?�
¯£{¡±�¦ {|Z1Uv\ {x~¢� �����.�

f : [a, b] → 8 � � ���"� �.� � � M1 > 0
�H~¢� �����"�

f
���¡� � �����>������� � �.���1� ���

��� ������� � ]a, b[
� � |f(x)| ≤M1

� � ���"����� � x ∈]a, b[
�DùQ�������.���§���%�.� � � � �����
� ��� �q�Qª.� � ���Cû(� E(f)���"�����;�1� ���

|E(f)| ≤ b− a

2
M1h

� � ���"����� � n ∈ ë .
©%���.�¡���1����� IVÍ��$ÅvÆ�ÅvÏ Ç)Í�È È�Ö�Í�Ö�È�Ê�é�ÅvÏ|ÏpÈ�Ï �C×�Ö�Í�È�ÆC� è�Ö�È�ÉpÊ�Å*ÅvÏEÌÁÉ|éCÈ�È�Ï�Îaè é¡È�Í�Ê�Å*Ö�Ö�Å

x ∈]xj−1, xj ]è�Ï�è�Ö�Å*Ì-È�Ê)Ê)È
ξj ∈]xj−1, xj [

Ê�ÍÿÇ)Å*Ï-$pÅ�Ç�ÇQ×

|f(x) − f̃(x)| = |f(x) − f(xj)| =
∣
∣f ′(ξj)(xj − x)

∣
∣ ≤M1(xj − x).

çxÍ�Ç�Å*Ï

|E(f)| =
∣
∣
∣

∫ b

a

f −
∫ b

a

f̃
∣
∣
∣ =

∣
∣
∣

∫ b

a

(f − f̃)
∣
∣
∣ ≤

∫ b

a

|f − f̃ | =

n∑

j=1

∫ xj

xj−1

|f − f̃ |

≤
n∑

j=1

∫ xj

xj−1

M1(xj − x) dx =

n∑

j=1

M1

/xj

xj−1

(
xjx− 1

2
x2

)

= M1

n∑

j=1

1

2
(xj − xj−1)

2 = M1

n∑

j=1

1

2
h2 = M1n

1

2
h2 =

b− a

2
M1h.

¹ { � { u {
¯£{#¥®{���� ZB�$}~W9UvZ1Z1tBt1WY�|{|U=U=ß|ß|t6uvü
: È�Ö�ÍÿÇQÈ�È�Ï�È�Ë|Ë|Æ)è�émÊ�Í�Ì-È�È�Ç�Í�éxÊ�Í

f̃
ËpÈ�Ö�è ÍÿÇ�Ç)È�Í�Ï�Ö�Í�Ï|ÅvÈ È�Æ)Í�ÏpÅ*Ï�é�É%�¡È�ÉpÊ�$¡Îaè�Ö�Ö�Å

f̃(a) = f(a)
Î�È

f̃(x) = f(xj−1) +
f(xj) − f(xj−1)

h
(x− xj−1),

Îaè Ê
x ∈]xj−1, xj ], j = 1, 2, . . . , n.

¦ S



+�×�Ö�Ö�ë Í�Ï
f̃(xj) = f(xj)

éCÈ�Í�éxÍ�Ö�Ö�È
j = 0, 1, . . . , n

�%=?Í�Ê)×�émÊ�Í
∫ xj

xj−1

f̃ = f(xj−1)(xj − xj−1) +
f(xj) − f(xj−1)

h

/xj

xj−1

(1

2
x2 − xj−1x

)

= f(xj−1)h+
f(xj) − f(xj−1)

h
· 1

2
h2 =

f(xj−1) + f(xj)

2
· h.

+�×�Ì-×�è�Ï�Ç�É|Ç�Ç�ÉØË|É|è�Ö�Í�Ê�É|ÉpÏ|Ï|Í�é�éCÈ È�Ï�Ë|Í�Ï�ÇQÈCÔ�È�Ö�È�Ï�éCÈ�È��CÈx4Yé�Å=Ê�éxÍ�È�ÆK��ècÆ�ÅvÉ|ÏpÈ�é è�Æ)é�ÅvÉ|émÊ�Í�ÊaÇQÈ ×Ö�Å���Å��xÊ65�$xÎaè�Ç�ÅvÏÝÍ�Ï�Ç�ÅvÕ�ÆQÈ�È�Ö�Í�È È�Ë|Ë|Æ)è�émÊ�Í�ÌKè�Í�ê|È�È�Ï�éxÉ|Ö�Ö�È�é�Í�Ï�Î�È�é è.�¡×�Ö�Í�Ö�Ö�× Ë|É|è Ö�Í�Ê�ÉpÉ|Ï|Ï|Í�éxé¡È È�Ö�Ö�È%$
Îaè�Ï|éCÈ,éC×�Æ�éxÍ�Å*Ï�éCÈ�É|Ç�Ç)È_)YÉ|Ï|é�Ç�Í�è�Ï

f
é�É%�¡È ÈCÎ�È,éxÉ|Ö�é�ÅvÅ��<+�×�Ê�Ç)×nÇ)É|Ö�ÅvÅVÌKÅvÏ|Å�Ç)Å*Ö�ÌK×�Ï�Ï|Í�ÌKÍ%� �%�.Û

���¡���;�;�%�q��� � �K� ��� �%�sª�� çxÅvÏ�ÌcÉ|éCÈ�È�Ï
∫ b

a

f ≈
n∑

j=1

∫ xj

xj−1

f̃ =

n∑

j=1

f(xj−1) + f(xj)

2
h

= h
(1

2
f(a) + f(x1) + · · · + f(xn−1) +

1

2
f(b)

)

.

=
h

2

(
f(a) + f(b)

)
+ h

n−1∑

j=1

f(a+ jh).

¯£{�Ø T
U=W~¹ø\�y¡�H�?W { =BÈ�Ê�é�Å*Ç)È�È�Ï�Ë|É|è�Ö�Í�Ê�É|ÉpÏ|Ï|Í�é¡È Ê�Ê)×�×�Ï|Ï|ë Ö�Ö�× ∫ 2

1
1
x dx

$6éxÉ|Ï
n = 2

$
n = 4

Î�È
n = 8

�pçmÈ È�ê|È È�Ï Ê�Å*ÉpÆ)È È��¡ÈÁÇ)È�É|Ö�É|éxé�èp�
n h

∫ 1

0
f̃ E(f)

2 1
2 0, 708333 −0, 0151862

4 1
4 0, 697024 −0, 003877

8 1
8 0, 694122 −0, 000975

� È�é�è.�C×�Ö�Í�Ï Ë|Épè�Ö�ÍÿÇ�Ç�É|Å=Ê�Ê)Èw�xÍ�ÆK�|Å�Ë|Í�Å*ÏpÅ*Ï|ÅvÅ�Ï|è�Í�Ï'Ï|ÅvÖ Î�× Ê�è�Ê�È�éxÊ�Í1$¡Îaè�Ç�ÅvÏ��xÍ�ÆK�|Å�Ïz×�� Ç�Ç)× ×cè Ö�Å��CÈ�Ï
Ê�Épè�ÆQÈ�È�Ï���Å*Æ)ÆQÈ�Ï|Ï|è Ö�Ö�Í�Ï|Å*ÏÁÎ�È�é�è.�C×�Ö�Í�Ï°Ë|Í�Ç�ÉpÉpêmÅ*Ï�Ï|ÅvÖ�Í�ëxë�Ï?�
¯£{¡à�¦ {|Z1Uv\ {x~¢� �����.�

f : [a, b] → 8 � � ���"� �.� ���|�¢������� � �"���|� �.� � � M2 > 0
�D4f�¡� � �.�6�H�"� �����.�

f ′′(x)
�.����� � �K� � � � |f ′′(x)| ≤ M2

� � ���"����� � x ∈]a, b[
��ùQ�������.��� � �%�.���¡���;�;�%�q��� � �6� ��� �q�Qª.�

� ���Cû%� E(f)
�s�.�s�
�;�1� ���

|E(f)| ≤ b− a

12
M2h

2 � � ���"����� � n ∈ ë .
©%���.�¡���1����� çxÍ#�xÉ|ÉmÇ)Å�Ç)È È�Ï?�,+BèmêmÍ�ÊaÇ)ÉpÊ�è�Ï5Ê)È�Ì-È�Ï|éCÈ�Ö�Ç)È�Í�Ï|ÅvÏºéxÉ|Í�Ï5Ê�É|è�ÆQÈ�éCÈ�Í�êmÅ=Ê�× ×�Ï|Ï|ë Ï«�xÍ�Æ�Ô
�|ÅvÈ�ÆC�xÍ�è�Ï°Ç�èmêmÍ�ÊaÇ)ÉpÊ*� ¹ { � { u {
¯£{#¥®{¡ �H W9¹EX@Uv�$tBW9tºU=ß|ß|t6u=ü
&VÖ�Å*Ç�Å*Ç)È�È�Ï-$@Å�Ç�Ç)× Î�È�é è.�¡×�Ö�Í�Å*ÏºÌK× ×�ÆQ×

n ∈ ë è ÏºËpÈ�Æ�Í�Ö�Ö�Í�Ï|Å*Ï?� : È�Ö�Í�Ç)È È�Ï È�Ë|Æ)è�émÊ�Í�Ì-È�È�Ç�Ç)Í
f̃Ê�Í�Ç�ÅvÏ-$�Å�Ç�ÇQ×cÊ�Åiè Ï�éCÈ"�pê|Å*Ï�Î�È�é�è.�C×�Ö�Í�Ï-ËpÈ�Ö�è�Í�Ê�Ê)È,ËpÈ�Æ)È È"�$Å*Ö�Í|$*Îaè�éCÈ�è�Ç�ÇQÈ�È�Î�È�é�è Ë|Í�Ê�Ç�ÅvÍ�Ê)Ê)×�Ê�È�Ì-ÈCÇ

È�ÆK��è�Ç@éxÉ|Í�Ï
f
� 9 è�Í�Ö�Ö�ÈnËpÈ�Ö�è�Í�Ö�Ö�È

f̃(x) = αx2 +βx+γ
$CÌ�Í�Ê)Ê�×né è�Ö�Ì�Å�é Å*Æ)Æ�è Í�Ï�ÇQÈ

α, β, γ ∈ 8Ì-×�×�ÆQ×���Ç/���L�xémÊ�Í�éC×�Ê�Í�Ç�Ç�ÅvÍ�Ê�ÅvÊ�Ç�Í6é è�Ö�Ì�Å=ÊaÇQÈL�<��ÇQ×�Ö�ë Ê�Ç)×
f(xj) = f̃(xj), j = 2l− 2, 2l− 1, 2l.

+�×�Ö�Ö�ë Í�Ï�Ê�È È�ê|È È�Ï ùq��� � ���.�q����� ��� �%�sª
∫ b

a

f ≈ h

3

(
f(a) + 4f(x1) + 2f(x2) + 4f(x3) + . . .

+2f(xn−2) + 4f(xn−1) + f(b)
)

=
h

3

(

f(a) + 4

n/2
∑

j=1

f(x2j−1) + 2

n/2−1
∑

j=1

f(x2j) + f(b)
)

.

¦pr



¯£{¡ê T
U=W~¹ø\�y¡�H�?W { =BÈ�Ê�é�Å*Ç)È�È�ÏâçxÍ�ÌKËpÊ�è�ÏpÍ�Ï+Ê)×�×�Ï|Ï|ë Ö�Ö�× ∫ 2

1
1
x dx

$ éxÉ|Ï
n = 2

$
n = 4

Î�È
n = 8

�pçmÈ È�ê|È È�Ï Ê�Å*ÉpÆ)È È��¡ÈÁÇ)È�É|Ö�É|éxé�èp�
n h

∫ 1

0 f̃ E(f)
2 1

2 0, 694444 −0, 001297
4 1

4 0, 693254 −0, 000107
8 1

8 0, 6931545 −0, 0000074

: Í�ÆC�pÅcÏp×���Ç�Ç)×�×�Ç�É|Ö�Å��CÈ�Ï Ï|è Í�Ï5r��mr=«D�xè Ê)È�émÊ�Í1$|éxÉ|Ï°Î�È�é�è.�C×�Ö�Í1Ë|É|è Ö�Í�Ç�Ç)É|É?� : Í�ÆK�|Å�Ö�Í�Å*Ï|ÅvÅ-Ê�É|è�Ô
Æ)È È�Ï���Å*Æ)ÆQÈ�Ï|Ï|è Ö�Ö�Í�Ï|Å*Ï,Î�È�é�è.�C×�Ö�Í�Ï Ë|Í�Ç�ÉpÉpêmÅ*Ï�Ï|ÅvÖ Î�×�Ï�Ç�Å*ÅvÏ�Ëzè�Ç�Å*ÏzÊ�Ê�Í�Í�Ï?�
¯£{|z�î§¦ {pZBU=\ {�~¢� �����"�

f : [a, b] → 8 � � �@�"� ��� �6�1�G������� � �"���|� �.� ���"�����3������� ��� � � M4 > 0
�

4u�¡� � �.���,�.� �����"� f (4)(x)
�.����� � �6� � � � |f (4)(x)| ≤M4

� � ���"����� � x ∈]a, b[
�-ùq�������"����ùQ��� � �
�"Û

�%���Þ� ��� �%�ßª.� � ���Cû%� E(f)
�s�.�s�
�;�1� ���

|E(f)| ≤ 4(b− a)

45
M4h

4 � � ���.����� � n ∈ ë .
©%���.�¡���1����� çxÍ#�xÉ|ÉmÇ)Å�Ç)È È�Ï?�,+BèmêmÍ�ÊaÇ)ÉpÊ�è�Ï5Ê)È�Ì-È�Ï|éCÈ�Ö�Ç)È�Í�Ï|ÅvÏºéxÉ|Í�Ï5Ê�É|è�ÆQÈ�éCÈ�Í�êmÅ=Ê�× ×�Ï|Ï|ë Ï«�xÍ�Æ�Ô
�|ÅvÈ�ÆC�xÍ�è�Ï°Ç�èmêmÍ�ÊaÇ)ÉpÊ*� ¹ { � { u {
¯£{|zqzx� Z1�z¹ø{pZNu=ZBU { ÃVè���Ç�É|ÉpÖ�Ö�Í�Ê�Å*Ö�Ö�È5Ö�È�Ê�éxÉmÇ�Í�éxéxÉmÔKÇ)È�ÍÁé<�xÏp× Î�È ËpÈ�ËzÅvÆ�ÍnÔ;Ç/��ë�Ê�é Å*Ï�Ç�ÅvÖ��xÖ�Ö�×
Ëp×�× ÊaÇQ×�×�Ï«�p×�ÌKÌ-×�Ê�Ç/��Ç�Ç)×��C× ×�ÏEÉpÊ�ÅvÈ�ÏºêmÅvÊ�Í�ÌKÈ È�Ö�Í�ÏºÇ)È�Æ�éxéxÉ|ÉmÇ)Å*Å*ÏN�@çxÍ�émÊ�Í ÏxÉ|ÌKÅ*ÅvÆ�Í�Ê�Ç)È�Í�Ï�Ç�Å*Ô
Õ�Æ)è�Í�Ï�Ç�Í�È Î�ÈÁÅvÆ�Í�Ç/�xÍ�Ê�ÅvÊ�Ç�ÍHçxÍ�ÌKËpÊ�è Ï|Í�Ï ÌKÅ*ÏpÅ�Ç�ÅvÖ�Ì-× ×�éC×���Ç�Å�Ç�Ç�Í�Í�Ï�È"�pé�Å*ÆQÈ�Ê�Ç�Í�ÎaècÅvÏ|Ï|ÅvÏ°éxÉ|Í�Ï°Ç)Í�Å*Ô
Ç�è é�è�ÏpÅ*Å�Ç¢�xÖ�ÅvÍ�Ê�Ç/�xÍ��C×�Çv�

¦��



M IwN O®O

� O���� �·Vþ� PSRUOßNXN � O���� RF� ��� OßRF�



�������o�

� \�LNJ /�/ M�J*L � \ �_�¢^ P ` O � } � \.��J�� �¢^u� \cPBJ `_` O�J�  � PBM�O�RnP

+�×�Ê)Ê�× Ö�É(�xÉpÊ)Ê�Èhè�Ë|Í�Ç)È È�Ï�ÅvÏpÊ�Í�ÌKÌ-×�Í�Ê�ÅvÏ,é�Å*Æ�Ç)È�Ö�É%��ÉpÏ�êmÍ*�6Å*Æ)Å*Ï�Ç)Í�È È�Ö�Í�����Ç)×�Ö�ë Ï Î�ÈiÊ�Å*Ï�ÆQÈCÇ)é¡È�Í�Ê�É|Ï
éC×�Ê�ÍÿÇ�Ç�Å*Å*ÇhÊ�Åvé¡×KÊ�Å*ËpÈ�Æ�è Í�Ï�Ç)Í�ÌKÅ*ÏpÅ�Ç�ÅvÖ�Ì-×�êmÍ��$ÅvÆ�ÅvÏ Ç)Í�È È�Ö�Í�����Ç)×�Ö�ë Ï°ÆQÈCÇ)é¡È�Í�Ê�Å*ÌKÍ�Ê�ÅvémÊ�Í;�

&VÖ�é èxè�Ï
∆ ⊂ 8 �C×�Ö�Í|$¡Îaè Ö�Ö�è�Í�Ï�è�Ï��<�zêmÅ*émÊ)×�Ï�ÌKÈ��pêmè Ö�Ö�Í�Ê�É|ÉmÇ�Ç)È%7

∆ = 8 , ∆ = [a,∞[, ∆ =]a,∞[, ∆ =] −∞, b[, ∆ =] −∞, b],
∆ =]a, b[, ∆ = [a, b[, ∆ = [a, b]

ÇQÈ�Í
∆ =]a, b],

ÌKÍ�Ê)Ê�×
a, b ∈ 8 Î�È a < b

�  Å*Æ)éxÍÿÇQ×�×�Ï éxÉ(�CÈ�ÉpéxÊ�Å*Ï
y : ∆ → 8 êmÅ*Æ)Í#�¡È ÈCÇ�Ç)È�È y′ �

±-{|z�} ß|ßmyCWYu=\�}9¹øß {�~�� �����.�
A ⊂ 8 3 � � F :A→ 8 �j¡£û�� � ��ª �

F (t, y, y′
)

= 0
4~¯p��r�5

� � �Q�"� ��� �§ï.���
�¡���6�����l���(�����L� � �¡���
��������� � ��� � �;�§�.� ¢Ï�
�C���%�1� ��� ����ï�û�� � �#ª��.�6���
±-{�� T
U=W~¹ø\�y¡�H�z\�Ü=ß { r �G=?É|è Ï|Ï|è�Ö�Ö�Í�Ê�ÅvÊ)Ê�Èhé¡È Êg�xÉpÊ)Ê)È�éCÈ�ÊC��ÉpÏ|è�Ë$Å*ÉpÊBè�Ï�Ê�Épè�ÆQÈ�È�Ï?� Å*Æ)Æ)È�ÏmÔ

Ï|è�Ö�Ö�Í�Ï|ÅvÏ Ëz×�×�è Ì-È�È�Ï®$�Îaè�Ç�Å*Ï Ê�ÍÿÇQ× éxÉ(�CÈ È�����Ç)×�Ö�ë
y′ = αy

Å*Ö�Í
y′ − αy = 0

$6ÌKÍ�Ê)Ê�×
α > 0

è�ÏnÎaè�éxÍ�Ï��CÈ�éxÍ�èhÎ�È
y(t)

ÅvÊ�Í�Ç�Ç)× ×,Ëp× ×�è�Ì-È ÈL4~ÅvÊ�Í�ÌKÅvÆ�éxÍ�éxÊ�Í|Ë|ÉpÉ|Ï�Ì-È�Ê)Ê�È È�5a�|Å*Ç�Ô
é�ÅvÖ�Ö�×

t
�íÃJ�mÊ�Å*Å=Ê�Ê)×'è�Ï5Å*ÏpÊ�Í�Ì�Ì-×�Í�Ê�Å*Ï5é�Å*Æ�Ç)È�Ö�É%��ÉpÏºêmÍ��$ÅvÆ�ÅvÏ Ç)Í�È È�Ö�Í�����Ç)×�Ö�ëq$1Ê�Í�Ö�Ö�×�� è�Í�Ô

ê|È�È�Ï�È Ê�Å*Ç�ÇQÈ�È
A = 8 3 Î�È F (x1, x2, x3) = x3 − αx2

�
�m� � ��Ç)×�Ö�ë

y′ + y2 = 0
è Ï Ì3��ë�ÊKÅ*ÏpÊ�Í�Ì�Ì-×�Í�Ê�Å*Ï é�ÅvÆ�ÇQÈ�Ö�É(�xÉ|Ï êmÍ��$ÅvÆ�ÅvÏ Ç)Í�È È�Ö�Í�����Ç)×�Ö�ëq$

ÌKÍ�éC×KÏp×��pê|×�×�Ï�È Ê�Å*Ç�ÇQÈ�Ì-È�Ö�Ö�È
A = 8 3 Î�È F (x1, x2, x3) = x3 + x2

2

�
q|� � ��Ç)×�Ö�ë

(y′)2 + 2ty′ + t2 = 0
è�ÏÝÌ3� ë Ê
Å*ÏpÊ�Í�Ì�Ì-×�Í�Ê�Å*ÏÝé�ÅvÆ�ÇQÈ�Ö�É(�xÉ|Ï êmÍ��6Å*Æ)Å*Ï�Ç�Í�È�È�Ô

Ö�Í#����Ç)×�Ö�ë%$|Ê�Í�Ö�Ö�×KÈ�Ê�Å�Ç�Å*Ç)È È�Ï
A = 8 3 Î�È F (x1, x2, x3) = x2

3 + 2x1x2 + x2
1

�
±-{¡ �} ß|ßmyCWYu=\�}9¹øß {LÙ��.��������� ����� �1� � y′ � �.��� ��� �U� � ����� � �L�;�;�|� � � � � t � � �"� �.� ���.�
��� y
�.� �;��� � �
���

y′ = f(t, y),
4~¯|����5

�0�¡�6� � f :B → 8 � � B ⊂ 8 2 �G�%�����«� � �ß�.� ��� �(�>�
�1� � �.ï����6�
�K� � �.�«�Q�"��� ��� �����L�%�.�s�.���ß�
��
�%�����0� � �¡�����x���
��� � ��� � �;�§�"� ¢>�
�K�
�q�|� ��� ����ï�û;� � ��ª��
±-{#¥ T
U=W~¹ø\�y¡�H�?W { !öêmÅ*Ö�Ö�Í�Ê�Å*Ï�ÅvÊ�Í�ÌKÅvÆ�éxÍ�Ï°Å*ÏzÊ�Í�ÌKÌK×�Í�ÏpÅ*Ï ê|Í*�6Å*Æ)Å*Ï�Ç�Í�È�È�Ö�Í#����Ç)×�Ö�ëÁè Ï��CÈ�Ö�ÌKÍ�Í�émÊ�Í
Ï|è�Æ)Ì-È�È�Ö�Í�ÌÁÉ|è�Ç�è Í�Ï|ÅvÏ?�3çxÅ*Ï éCÈ�émÊ�Í�ÌÁÉ|É|Ç)ÈEêmÍ��$ÅvÆ�ÅvÏ�Ç�Í�È�È�Ö�Í#�<��ÇQ×�Ö�ë ×�� è�Í�ê|È�È�Ï5ÌcÉ|É|Ï�Ç)È ÈÝÏ|è�Æ�Ô
Ì-È�È�Ö�Í�ÌÁÉ|è�Ç�è�Í�Ê�Í�émÊ�ÍzÆQÈCÇ)é¡È�Í�Ê�Å*Ì-È�Ö�Ö�ÈÁÏpÍ�Í�ÊaÇQ×

y′
7

y′ = −y2, y′ = −t.
IiÍ��6Å*Æ)Å*Ï�Ç�Í�È�È�Ö�Í#��� ÇQ×�Ö�ë Ê�Ç)×

F (t, y, y′) = 0
Ç)È�Í

y′ = f(t, y)
Ë��xÆ�Í�Ç)× ×�Ï'ÆQÈCÇ)é¡È�Í�Ê�Å*Ì-È È�Ï

éxÉ(�CÈ�ÉpÊ
y
�|ÒhÈ�Ç�éCÈ�Í�Ê�ÉpÏ éC×�Ê�Í�Ç�Å,è�Ï��xÉ|è�Ö�Å*Ö�Ö�ÈÁÇQ×�Ê�ÌKÅ*Ï|Ï|Å*Ç�ÇQ×��¡×p�

±-{�¯�} ß|ßmyCWYu=\�}9¹øß {J�3� �.� ����� � y : ∆ → 8 � � �ß�.� ��� �j�.� ¢Ï�
�C���%�1� ��� ����ï�û�� � �#ª.� Ü�£ � a Ý�� � �1Û� � �¡��������� �.� ������� � ∆ ⊂ 8 �(�����` �L������� ����� �1� � y′(t) �"�õ�.�#�
� � �6� � ����� � �¡���
��� � t ∈ ∆
�

a � (
t, y(t)

)
∈ B

����� � �¡���
��� � t ∈ ∆
�%� �b �

y′(t) = f
(
t, y(t)

) ����� � �¡���
��� � t ∈ ∆
�

¦�¦



çmÈ�ÌKè Í�Ï-Ì-×�×�Æ�Í�Ç�ÅvÖ�Ö�×�×�Ï��xÖ�ÅvÍ�Ê�Å*Ï-ÅvÏpÊ�Í�ÌKÌ-×�Í�Ê�ÅvÏ�é�ÅvÆ�ÇQÈ�Ö�É(�xÉ|Ï�êmÍ��$ÅvÆ�ÅvÏ Ç)Í�È È�Ö�Í�����Ç)×�Ö�ë Ï-Æ)È�Ç�éCÈ�Í�Ê�É-7
±-{¡±�} ß|ßmyCWYu=\�}9¹øß {J�3� �.� ����� � y : ∆ → 8 � � �ß�.� ��� �j�.� ¢Ï�
�C���%�1� ��� ����ï�û�� � �#ª.� Ü�£ � ` Ý�� � �1Û� � �¡��������� �.� ������� � ∆ ⊂ 8 �(�����` �L������� ����� �1� � y′(t) �"�õ�.�#�
� � �6� � ����� � �¡���
��� � t ∈ ∆

�
a � (

t, y(t), y′(t)
)
∈ A

����� � �¡���
��� � t ∈ ∆
�(� �b �

F
(
t, y(t), y′(t)

)
= 0

����� � �¡������� � t ∈ ∆
�

±-{�Ø T
U=W~¹ø\�y¡�H�z\�Ü=ß { r ��ÃnÉ(�CÈ�É|émÊ�Å�Ç
t 7→ y(t) = C

Å αt $ C ∈ 8 $$è.�¡È�ÇiÖ�É|è�Ï|Ïpè�Ö�Ö�Í�Ê�ÅvÏéCÈ�ÊC��É%�<��ÇQ×�Ö�ë�Ï
y′ = αy

ÆQÈCÇ)éCÈ�Í�Ê�ÉCÎ�È0�C×�Ö�Í�Ö�Ö�×
∆ = 8 , Ê�Í�Ö�Ö�×�êmÅ*Æ)Í#��è�Í�Ï�Ç�Í6è Ê�è�Í�Ç�ÇQÈ�È%$ Å*Ç�Ç)×éCÈ�Í�é�éxÍ?Ì-× ×�Æ)ÍÿÇ)Å*Ö�ÌK×�Ï ¯p� «cÅ��zêmè�Ç Ç�è�Ç�Å*Ç�ÉmÇ)É(�CÈCÇv�

�m�GIiÍ��6Å*Æ)Å*Ï�Ç�Í�È�È�Ö�Í#��� ÇQ×�Ö�ë�Ï
y′ + y2 = 0

ÆQÈCÇ)éCÈ�Í�Ê�ÉCÎ�È0�C×�Ö�Í�Ö�Ö�×
[0,∞[

è.�CÈ�Ç÷éxÉ(�CÈ�ÉpéxÊ�Å�Ç

t 7→ y(t) =
C

1 + Ct
, C ∈ [0,∞[,

Ê�Í�Ö�Ö�×-êmÅvÆ�Í#��è Í�Ï�Ç)Í$è�Ê�è ÍÿÇ�Ç)È È($xÅ�Ç�Ç)×KéCÈ�Í�éxé�ÍHÌ-× ×�Æ)ÍÿÇ)Å*Ö�ÌK×�Ï ¯p� ¯�Å��zêmè�Ç Ç�è�Ç�ÅvÉmÇ�É(�CÈ�Çv�
q|�GIiÍ��6Å*Æ)Å*Ï�Ç�Í�È�È�Ö�Í�Ç/��� ÇQ×�Ö�ë�Ö�Ö�×

(y′)2 + |y| + 1 = 0
ÅvÍiè Ö�Å�ÆQÈCÇ)éCÈ�Í�Ê�ÉpÈ ÌKÍ�Ö�Ö�×�×�Ï �¡×�Ö�Í�Ö�Ö�×

∆ ⊂ 8 $pÊ�Í�Ö�Ö�×KÊ�Í�Ö�Ö�è Í�Ï�Ë|Í�Ç)×�Í�Ê�ÍHè�Ö�Ö�È y′(t)2 < 0
�

¦p�GIiÍ��6Å*Æ)Å*Ï�Ç�Í�È�È�Ö�Í#��� ÇQ×�Ö�ë�Ï
y′ = f

$|ÌKÍ�Ê�Ê)×
f(t) = cos t

ÆQÈCÇ)éCÈ�Í�Ê�ÉCÎ�ÈL�C×�Ö�Í�Ö�Ö�× 8 è.�CÈCÇ y =
sin t+C =

∫
cos t dt

�  É|Í�Ç)È�ÆQÈCÇ�éCÈ�Í�Ê�ÉCÎ�È_�C×�Ö�Í�Ö�Ö�× 8 Å*ÍHè Ö�Å�$|Ê�Í�Ö�Ö�×cÌ-×�×�Æ)Í�Ç�Å*Ö�Ì-×�Ï�¯|��«ÌÁÉ|éCÈ È�ÏÁÆQÈCÇ)éCÈ�Í�Ê�É�è ÏÁéxÉ(�CÈ�ÉpéxÊ�Å*Ï
f
È�Ï�Ç�Í�êmÅvÆ�Í#�CÈ�ÈCÇ�Ç)Èp� ) Ï Ç)Í�ê|Å*Æ)Í��CÈ�È�Ç�ÇQÈiè Ï�Ö�Í�Ê)×CÇ�ÇQ×��C×�×

�CÈ�éxÍ�è�Ç)ÈL�CÈ�Í�Ö�Ö�ÅJ�xéxÊ�Í�é¡× Ê�Í�Ç�Ç)Å*Í�Ï|Å*Ï«4~Ö�È�ÉpÊ�ÅKr � ¦�5��
«m�GIiÍ��6Å*Æ)Å*Ï�Ç�Í�È�È�Ö�Í#��� ÇQ×�Ö�ë�Ï

y′ = f
$NÌKÍ�Ê)Ê)×

f : ∆ → 8 è�ÏEÍ�Ï�Ç�Å*Õ Æ�è ÍÿÇ)É(�CÈ«4©ÇQÊ*�@Ê�Í�Ö�Ö�×�è ÏÈ�Ï�Ç�Í�êmÅvÆ�Í#�CÈ�ÈCÇ�Ç)È<5oéCÈ�Í�éxéxÍHÆ)È�Ç�éCÈ�Í�Ê�ÉmÇG�¡×�Ö�Í�Ö�Ö�×
∆
è.�CÈ�Ç

y(t) =

∫

f(t) dt.

¯|�GIiÍ��6Å*Æ)Å*Ï�Ç�Í�È�È�Ö�Í#��� ÇQ×�Ö�ë�Ö�Ö�×
y′ = f

$mÌKÍ�Ê�Ê)×

f : 8 → 8 , f(t) =

{
0,

Îaè Ê
t ≤ 0,

1
Îaè Ê

t > 0,

Å*Í?è Ö�ÅnÆQÈCÇ)é¡È�Í�Ê�ÉpÈp��� è Ê�Ê�Í�Ö�Ö�×�è�Ö�Í�Ê�ÍHÆ)È�Ç�éCÈ�Í�Ê�É
y
$mÏ|Í�Í�Ï

y : 8 → 8 , y(t) =

{
C1,

Îaè Ê
t < 0,

t+ C2
Îaè Ê

t > 0,

ÌKÍ�Ê)Ê�×
C1, C2 ∈ 8 �(+�×�Ì-×�Å*Í?éxÉ|Í�Ç�ÅvÏ|éCÈ�È�Ï�è�Ö�Å,êmÅ*Æ)Í#��è�Í�Ç�É%�¡Ècè�Æ)Í�Õ�è Ê)Ê)È<­v�

 Í�Ç�Å*Ï-Ö�ë.�mêmÅ�ÇQ×�×�ÏÁéCÈ�Í�éxé�ÍxÇQÈ�Æ)éCÈ�Ê�Ç�Å*Ö�Ç)È��CÈ�ÏcêmÍ��$ÅvÆ�ÅvÏ�Ç�Í�È�È�Ö�Í#�<��ÇQ×�Ö�ë�ÏÁÆQÈCÇ)éCÈ�Í�Ê�ÉmÇ ¤ +�×��p×�Ïè�Ï�ÌKè�Ï|Í�È�é�Å*Í�Ï|è�Î�ÈcÈ�ÆC�CÈ�È�ÌKÍ�Ê�ÅvÊ�Ç)ÈcÈ�Ö�é¡È�Å*Ï?�

�¢egd ¤�o~'Ïtup(ä'mgilk(mgå o®i>o£k;o®ÿgå¥e
+�×�Ê)Ê�×°È�Ö�È�Ö�É(�xÉpÊ�Ê)ÈKÇ)ÉmÇ�ÉpÊ�Ç�É|Ç)È�È�Ï Ê�Å*ËpÈ�Æ�è Í�Ï�Ç)Í�ÌKÅ*ÏpÅ�Ç�ÅvÖ�Ì-× ×�Ï'Å*ÏzÊ�Í�ÌKÌK×�Í�Ê�Å*ÏØé�Å*Æ�Ç)È�Ö�É%��ÉpÏ�êmÍ*)©Ô
)YÅ*Æ)Å*Ï�Ç�Í�È�È�Ö�Í#����Ç)×�Ö�ë�Í�êmÅvÏ�Æ)È�Ç�éCÈ�Í�Ê�Å*ÌKÍ�Ê�Å*émÊ�Í9�
±-{¡à T
U=W~¹ø\�y¡�H�z\�Ü=ß { r �¢!3Ç)Ê�ÍÿÇQ×�×�Ï�ê|Í*�6Å*Æ)Å*Ï�Ç�Í�È�È�Ö�Í#����Ç)×�Ö�ë�Ï

y′ = y
ÆQÈCÇ)é¡È�Í�Ê�ÉmÇG�C×�Ö�Í�Ö�Ö�× 8 �~¢� �����.�

y
ÆQÈCÇ�éCÈ�Í�Ê�É?�u��è�Ê

y(t) 6= 0
éCÈ�Í�éxÍ�Ö�Ö�È

t ∈ 8 ��è�Í�ê|È È�Ï«����Ç)×�Ö�ë-Î�È�é¡È ÈØÊ�Í�Ö�Ö�×($
Îaè�Ö�Ö�è Í�Ï�é Å�Ç~ÎaÉzÊ�× ×�Ï|Ï|ë Ï°Ï|è�Î�È�Ö�Ö�È

1 =
y′(t)

y(t)
=

d

dt
ln |y(t)| éCÈ�Í�éxÍ�Ö�Ö�È t ∈ 8 .

´�µ��®½K¼1ÅK½6¹»º1¸�ÈlÅ6¿6º|¹ ¼1Ãs¼�¼�¿D¾
Â�¹»Ò�½�½6Èl¼|Â�º1¹»È'À»¹»Ã/¾
Ã/È
¼�¿�¿�ôK¾�½�½6Ò�¹ ¼1½�½6È Æ Ãs¼�¼�¿ y
Â�È'Ò�Ã/Á�¹ ¾
Â�¹ ¼1¸�¾6½uÍGÃ/À»Å�Ãg¹»È,ÅK½6¹»Å�Å�¹�½6À»À�½É|½aÃs¼|¼1¿

y′
Â�È0�®¹»Ã/ÍH½6È�È�Ö�¹»È�¼|Ã���Á|Â�¹ ¼|¸�¾6½�µ�Ì®¿6À»À»Ô�¹»È

f
º1½6¹»º1¹.Â�À»À�½aÃ/º|¹»ÍGÃgÁ�Å�¹»Å�º|¹�Á1½CÉ|Â�¹ ¼|Ãs¼|¼|¸,É1½uÊ.½6À»Â�¹ ¼�¼1½6¹»ÈfÉ1½K¼|Å�¸�¾�½�µ

¦�«



v�Ï�Ç�Å*Õ Æ�è Í�êpÈ�È�Ï°Ç)×�ÌK×�Ë|Épè�Ö�ÍÿÇ�Ç)È�Í�Ï%°�$CÎaè�Ö�Ö�è Í�Ï

t+ C̃ = ln |y(t)| Å*Ö�Í y(t) = ± Å C̃+t = ± Å C̃ Å t = C
Å t éCÈ�Í�éxÍ�Ö�Ö�È t ∈ 8 ,

ÌKÍ�Ê)Ê�×
C̃ ∈ 8 Î�È C ∈ 8 \ {0} �-IiÅvÆ�Í#��è Í�Ï�Ç)Í3è Ê�è�Í�Ç�Ç)È È($HÅ*Ç�Ç)×�Ö�ë.�mêmÅ�Ç/��Ç,éxÉ(�CÈ�É|émÊ�Å�Çè.�CÈCÇ'����Ç)×�Ö�ë Ï

y′ = y
ÆQÈCÇ)é¡È�Í�Ê�ÉCÎ�ÈJ�C×�Ö�Í�Ö�Ö�× 8 �  � ë Ê@Ï|è Ö�Ö�È�éxÉ(�CÈ�ÉpÊ3è�Ï-ÆQÈCÇ)éCÈ�Í�Ê�É-$�Îaè�Ç�ÅvÏÊ�È�Ö�Ö�Í�Ç)È�È�Ï

C = 0
�%=Në.�mêmÅ�Ç�Ç�Í�Í�Ï|é ëcéCÈ�Í�éxéxÍ?ÆQÈCÇ�éCÈ�Í�Ê�ÉmÇ ¤ ì@× ×CÇ�Ç�Å*Ö#�°è Ï�ÌÁÉ|ÉmÇ)Å*Ï�Ç/���xË|Ë|Í�×

⇒ $mÌcÉmÇ�ÇQÈ�è�Ö�Å�Ç�Å*Ç�Ç)Í�Í�Ï-$|Å*Ç�Ç)×
y(t) 6= 0

éCÈ�Í�éxéxÍ�È�Ö�Ö�È|�mçxÍ�éxÊ�Í?È�Í�ÏpÈ�é�Í�Ï����pê|ÅvÊ)Ê�×cË|Í�ÊaÇ)Å*ÅvÊ)Ê)×
Ï|è�Ö�Ö�ÈCÔ�È�ÆK��è�Í�Ï|ÅvÏVéxÉ(�CÈ�ÉzÊ�$�Îaè�éCÈ�Å*Í�è�Ö�ÅíÏ|è Ö�Ö�È éCÈ�Í�éxé�Í�È�Ö�Ö�È($
� è�Í�Ê�Í è�Ö�Ö�È Ö�ë.��Ç/��Ì-×�Ç�Ç)×1Î�× ×�Ï���Ç
Æ)È�Ç�éCÈ�Í�Ê�É%³��

�m�GFiÈ�Å�Ç)È È�Ï�Ê�È�Ì-È�Ö�Ö�ÈcÌKÅ*Ï|Å*Ç�Ç�ÅvÖ��xÖ�Ö�×-ê|Í*�6Å*Æ)Å*Ï�Ç�Í�È�È�Ö�Í#����Ç)×�Ö�ë�Ï
y′ = t3(1 + y2)

Æ)È�Ç�éCÈ�Í�Ê�ÉmÇ2�C×�Ö�Í�Ö�Ö�×
∆ ⊂ 8 ��&VÖ�é�èxè�Ï y Ê�Å*Ï Æ)È�Ç�éCÈ�Í�Ê�Éí�C×�Ö�Í�Ö�Ö�× ∆

�l� È�Å�Ç)È È�Ï ��� ÇQ×�Ö�ë
Ç�Åvé�Í Î�×�Ö�Ö�×

1 + y2 > 0
$¡Îaè�Ö�Ö�è Í�Ï�é�Å*Ç~ÎaÉpÊ)×�×�Ï|Ï|ë Ï°Ï|è�Î�È�Ö�Ö�È

t3 =
y′(t)

1 + y(t)2
=

d

dt
arctan y(t)

éCÈ�Í�éxÍ�Ö�Ö�È
t ∈ ∆.

v�Ï�Ç�Å*Õ Æ�è Í�Ì-È�Ö�Ö�ÈÁËpÉ|è�Ö�ÍÿÇ�Ç)È�Í�Ï'Ê)È�È�êpÈ�È�Ï
1

4
t4 + C = arctan y

ÅvÖ�Í
y = tan

(1

4
t4 + C

) é¡È�Í�éxÍ�Ö�Ö�È
t ∈ ∆.

&VÏ«�CÈ�È�ê|ÍÿÇ�Ç)È��CÈ($?Å*Ç�ÇQ×'Ç)È�Ï|Õ�ÅvÏ�Ç�Í�ÏÝÌcÉ|ÉmÇ�Ç�ÉCÎ�ÈØè�Ï«�C×�Ö�Í�Ö�Ö�×
] − π/2, π/2[

4YÇ)È�Íl�C×�Ö�Í�Ö�Ö�×
]π/2, 3π/2[

ÇQÈ�ÍH�*�v�K5�� 9 ×�Í�ÏL�¡È�éxÍ�è�Ç)È
C
Æ)È�Îaè�Í�Ç�ÇQÈ�ÈH�C×�Ö�Í

∆
�"IVÅ*Æ)Í�� è�Í�Ï Ç)Íxè Ê�è�Í�Ç�Ç)È È($¡Å�Ç�Ç)×

Ö�ë.�mêmÅ*Ç/��Ç
y
è.�CÈCÇ é<�mÊ�Å*Í�Ê�ÅvÏ�ê|Í*�6Å*Æ)Å*Ï�Ç�Í�È�È�Ö�Í#����Ç)×�Ö�ë�Ï Æ)È�Ç�éCÈ�Í�Ê�ÉCÎ�È|�  ÉpÍÿÇQÈcÆQÈCÇ)éCÈ�Í�Ê�ÉCÎ�È�ÅvÍ

è�Ö�Å�$pÊ�Í�Ö�Ö�×�Ö�È Ê�éxÉpÊ)Ê�Ècè�Ö�Å�Ç)Å�Ç�Ç�Í�Í�Ïx�CÈ�Í�Ï-$mÅ�Ç�Ç)×
y
è Ï ÆQÈCÇ)éCÈ�Í�Ê�É?�

q|�G+NÅ��pê|× ×�Ï�ÅvêmÅvÖ�Ö�Í�Ê�Å*Ï�Å=Ê�Í�ÌKÅ*Æ)é�Í�Ï�Ö�È Ê�éxÉ�é¡× Ê�Í�Ç�Ç)Å*Ö�Å*Ì-×�Ö�Ö�×cêmÅvÆ�Í#�CÈ�È�Ç�Ç)È ÈÁè�Ê�È�Ì-×�×�ÆQ×�Ïz×(7
dy

dt
= t3(1 + y2) ′′ ⇒′′ dy

1 + y2
= t3dt ′′ ⇒′′

∫
dy

1 + y2
=

∫

t3dt

⇒ arctan y =
1

4
t4 + C ⇒ y = tan

(1

4
t4 + C

)
.

FhÉ|è Ì-È�È($NÅ�Ç�ÇQ×�Ç)×�Ì-×'è�Ï éC×CÇ)Å��C×�ÌÁÉ|Í�Ê�Ç�Í�Ê�× ×�Ï�Ç�ëKÎ�È'Ö#���|Å*ÏpÏ<�mÊ�ÌKÅ*Æ)é�Í�Ï�Ç)×�éxÉmÇ�ÅvÏøÊ�È�Ô
Ì-È�Ï|Ö�È�Í�Ï|Å*Ï�éxÍ�Æ~Îaè ÍÿÇ)ÉpÊaÇQÈ�ËpÈcÌÁÉpÉmÇ�Ç)ÉCÎ�È�Ï��CÈ�Í#��Ç�è�Ö�È�ÉzÊ�ÅvÅ*Ï�Ê�è.� Å*Ö�Ç)È�ÌKÍ�Ê�Å=Ê�Ê)È|�

� Ö�Ö�×�è�Ö�Å��xÍ�Ê)Ê)ÈKÅvÊ�Í�ÌKÅ*Æ)é�ÅvÍ�Ê)Ê)×Ké¡×���Ç)Å�Ç�Ç/��×KÌKÅ*Ï|Å*Ç�Å*Ö�Ì-×�× Ê�È�Ï|è�ÇQÈ�È�Ï ��� � � �C�.���q�|�����
�ß�
�s����� � ����� $é�è�Ê�éCÈ�Ê�Í�Í�Ïz×cÅvÆ�è�Ç�ÅvÖ�Ö�È�È�Ï°ÌÁÉpÉmÇ�Ç)ÉCÎ�ÈCÇ
y
Î�È
t
Å*Æ)ÍHË|É|è Ö�Í�Ö�Ö�Å?����Ç)×�Ö�ë ×p�

±-{¡ê�} ß|ßmyCWYu=\�}9¹øß {�~�� �����.�
∆, I ⊂ 8 �.� �.���L� �x��� ����� � � � f : ∆ → 8 � g : I → 8 � � �@�"�;Û

� � � �M¦��%�6���L� � �¡���
�Þ������� � ��� � �;�§�.� ¢Ï�
�C���%�1� ��� ����ï�û�� � �#ª �
y′(t) = f(t)g(y)

49¯|� q�5
� � �Q�"� ��� ���
� � � �C�"���|� �.� �.�����

+BÈ�Æ�éCÈ ÊaÇ)Å*Ö�Ö�È È�Ï Ê�Å*ËzÈ�Æ)è�Í�Ç�É(�CÈ�È���� ÇQ×�Ö�ë ×õ4~¯p� q<5  Å*Æ)éxÍÿÇQ×�×�Ï éxÉ(�CÈ�É|émÊ�Å*Ï
y 7→ 1/g(y)Í�Ï�Ç)Å*Õ�ÆQÈ�È�Ö�Í�)YÉ|Ï|é�Ç)Í�è�Ç)È

G(y)
��çxÅ è�ÏÁè Ö�ÅvÌ-È�Ê)Ê�ÈíÎ�ÈVêmÅvÆ�Í#��è ÍÿÇ)É(�CÈ($�Îaè Ê

g(y) 6= 0
�C×�Ö�Í�Ö�Ö�×

I
��çxÍ�Ö�Ö�è Í�Ï

êmÍ��$ÅvÆ�ÅvÏ Ç)Í�È È�Ö�Í�����Ç)×�Ö�ë�ÊaÇQ×�49¯|� q�5÷Ê�È È�ê|È È�Ï�Ê�ÅvËpÈ�Æ)è�Í�Ï�Ç�Í�Ì�ÅvÏ|Å�Ç)Å*Ö�Ì-×�Ö�Ö�×
∫

dy

g(y)
=

∫

f(t) dt
Å*Ö�Í

G(y) = F (t) + C, t ∈ ∆,
4~¯p� ¦�5

Ë�µ�:D½6Ã/¼1½�½6È_º1¹»¹»º®¾�½6º1Ã/ÍGÍH½6È¢É|½¢Â�¹»Å�Ãg½6È_Ê�¸�Â�À»Ã/È_½6È�¼|¹»Ò�Ã/Á�¹ ¾�½�½K¼1½K¼Cµ¨§aÎ�¼1¿6À»Ô�ÈHÉ1½G½6È
¼|¹»Ò�Ã/Á|¹ ¾6½�½K¼�½6È3Ñ�Å�º1¹»ÅK¿6º1¹ ¼�Ö¼|Ã/¹»º|Ñ�Ñ�º�¼1¸�À»Â�Å�º1Ã/ÈJÈ�Â6É1½6À»À�½'È�ÃfÂC¾6½K¼aº1½6ÍH½K¼-À»¹»º�¿K¼�¼�¿/¾�¿�¿�¾6½6Å�¹»Â6¼1½�¾�½6¹»À»À»Ã�µ×�µ Ç�Ã/À»À�½6¹»º�¼�½_Ã/¹®Å�¸�¹ ¼|Ã/È�Å6½�½6È�Â�À»ÃyÂ�À»Ã/ÍH½6º1º1½ Æ º1¹»À»À�¿d©aÁ�Â�È«ª-½6À»À»¹»È2Ã/Ê.¿/Ñ�Î
¼�¿6À»Ô�È�È�Â6É|½6À»À�½_½6À»Å�¸�½6Á�¾
Â6¼|Ã/Î�¼1¿g¾6¿6À»À�¿
y′ = y, y(t0) = 0 Æ Â�È>¾�½6¹»È>Ñ�Å�º1¹�Á|½K¼|Å6½6¹»º1¸ Æ Å�ºgµ�Ã/º1¹»ÍGÃ/Á�Å�Å�¹¨
�µ»´ ò µ ×�µ

¦ ¯



ÌKÍ�Ê)Ê�×
C ∈ 8 Î�È F è ÏºéxÉ(�CÈ�É|émÊ�Å*Ï f Í�Ï�Ç)Å*Õ�ÆQÈ�È�Ö�Í�)YÉ|Ï|é�Ç)Í�èz� � � ÇQ×�Ö�ë × G(y) = F (t) + CÊ�È�Ï|è�ÇQÈ�È�ÏøêmÍ*�6Å*Æ)Å*Ï�Ç)Í�È È�Ö�Í�����Ç)×�Ö�ë Ï·4~¯p� q<5 ��� � ���¡�������1�|�¡���6�����?� � ��� � �¡�����.��� �,��è�ÊÁéxÉ(�CÈ�ÉpéxÊ�Å*Ö�Ö�È Gè�Ï�éC×�×�Ï�Ç)Å*Í�Ê�éxÉ(�CÈ�ÉzÊ�$xÏ|Í�Í�Ïx����Ç)×�Ö�ë Ïõ49¯|� q�5 �K�.� � ���¡�������1�|���ß�
�õ� � ��� � �¡��� è�Ï

y(t) = G−1
(∫

f(t) dt
) é¡È�Í�éxÍ�Ö�Ö�È

t ∈ ∆.
4~¯p� «�5

&VÏ éxÉ|Í�Ç�ÅvÏ|éxÍ�Ï�éCÈ�émÊ�ÍHË|É|Ö�Ì-È�È(7pé¡× ×�Ï�Ç�ÅvÍ�Ê�éxÉ(�CÈ�ÉpÊ�Ç)ÈcÅ*ÍHè Ö�ÅnÇQÈ�Í?Ê�ÍÿÇQ×KÅ*Í?è�Ê�È�Ç)ÈcÖ�È Ê�é ÅvÈp��=NÍ�Ê)×�émÊ�Í
ËzÅvÖ�éxéC×øÊ�Å*ËpÈ�Æ�è Í�Ï�Ç)Í�ÌKÅ*ÏpÅ�Ç�ÅvÖ�Ì-×�Ï Ê�è.��ÅvÖÿÇQÈ�ÌKÍ�ÏpÅ*Ï Å*ÍiÇ)È�éCÈ È($oÅ*Ç�ÇQ×EÖ�ë.�mêmÅ*Ç�Ç/�5Æ)È�Ç�éCÈ�Í�Ê�Épé¡È�ÏpêmÍ�Ô
ê|È�È�Ç�Ç)Ípè�Ï-ÆQÈCÇ)éCÈ�Í�Ê�É?� � ��Ç)×�Ö�ë�ÊaÇQ×�4~¯|��«�53Ïp×"�pêp×�×�Ï®$�Å�Ç�Ç)×�Ê�Í�Í��|ÅvÏ-Æ�Í�Í�Ç�Ç)× ×($ Å�Ç�ÇQ×,éC×�×�Ï Ç)Å*Í�Ê�éxÉ(�CÈ�ÉpÊ
G−1 è�ÏÝè�Ö�Å*Ì-È Ê�Ê)È,Î�È�êmÅvÆ�Í#��è ÍÿÇ)É(�CÈ ð �?Ã,×���Ç)×�Ï|Ï|ë�Ê�Ê)×�è ÏØéC×CÇ)Å��xÍ�Ï�ÇQ×°ÇQÈ�Æ)éCÈ�Ê�Ç)È�È êmÅ*Æ)Í#��è�Í�êmÅvÏ-$Å�Ç�Ç)×�ÆQÈCÇ)éCÈ�Í�Ê�É|éCÈ�ÏpêmÍ�ê|È�È�Ç�Ç�ÍBè�Ï Æ)È�Ç�éCÈ�Í�Ê�É®$zÊ�Í�Ö�Ö�× Ê�È�Ì-È�Ö�Ö�È-Ì-È��pêmè�Ö�Ö�Í�Ê�Å�Ç
Ö�È Ê�éxÉ(�xÍ�ÆC�|ÅvÅ�Ç
ËpÈ�Ö Î�È�Ê�Ô
Ç�É(�CÈ�Çv�
±-{|z�î T
UvW9¹ø\�y=�H�?W {
ÒhÈCÇ)éCÈ�Í�ÊaÇQÈ�È�Ï�êmÍ��$ÅvÆ�ÅvÏ Ç)Í�È È�Ö�Í�����Ç)×�Ö�ë

y′ =
1

1 +
Å

y

�C×�Ö�Í�Ö�Ö�× 8 �  ÉpÉmÇ�Ç)ÉCÎaÍ�ÅvÏ�Ê�ÅvËpÈ�Æ)è�Í�Ï�Ç�Í�Î�ÈKÍ�Ï Ç)Å*Õ Æ�è Í�Ï�Ç�Í6Ë|Épè�Ö�ÍÿÇ�Ç)È�Í�Ï'È�Ï�Ç)È��CÈ�Ç
∫

(1 +
Å y ) dy =

∫

1 dt
Å*Ö�Í

y +
Å y = t+ C

é¡È�Í�éxÍ�Ö�Ö�È
t ∈ 8 ,

ÌKÍ�Ê)Ê�×
C ∈ 8 �pÃnÉ%�¡È�ÉpÊ y 7→ y +

Å y $ 8 → 8 $mè�Ï�È�Í�êmè Ê�Ç�ÍHéCÈ Êg�CÈ��CÈ($¡Î�È�Ç�éxÉ(�CÈVÎ�È
lim

x→±∞
(x+

Å x ) = ±∞,

Îaè�Ç)Å*Ï�Ê�Í�Ö�Ö�×�è�Ï�éC×�×�Ï Ç)Å*Í�Ê�éxÉ(�CÈ�ÉpÊ*�mÃnÉ|Í�Ç�ÅvÏ|éCÈ�È�Ï Í�ÌKË|Ö�Í�Ê�Í�Í�Ç�Ç)Í�Ê�ÅvÊ�Ç)×KÆQÈCÇ)é¡È�Í�Ê�ÉpÊ�Ç)È
y(t) +

Å y(t) = t+ C, t ∈ 8 ,
Å*ÍHè�Ê�È�Ç)ÈcÆ)È�Ç�éCÈ�Í�ÊaÇQÈ�Ö�É|éxÉpÈ

y(t)
éxÉ|Ö�Ö�ÅvéxÍ�Ï

t ∈ 8 �

�¢e|á hjÿ/èGýHtup;rläfk;oMVlk¨e-r=eak
!íÏpÊ�Í�ÌKÌ-×�Í�Ê�Å*ÏKé�ÅvÆ�ÇQÈ�Ö�É(�xÉ|Ï�ê|Í*�6Å*Æ)Å*Ï�Ç�Í�È�È�Ö�Í#����Ç)×�Ö�ë�Ö�Ö�×iè ÏÁÇQÈ��¡È�Ö�Ö�Í�Ê�Å=ÊaÇ)Í|×�×�Æ)Å�Ç�Ç�ë ÌK×�ÏcÌKè Ï ÇQÈ
Å*Æ)Í
Æ)È�Ç�éCÈ�Í�Ê�ÉpÈ|� 9 Í�Í�Ï|Ëp×�è�Ïx�CÈ�ÆQÈ�È�È�Ê�Å�Ç�Ç)È�ÈcÖ�Í�Ê)×�Å�� Ç)ècÆQÈCÇ)éCÈ�Í�Ê�É|Í�Ö�Ö�Å �
±-{|zqzx} ß|ß|y¡W~uv\x}~¹ºß {�~¢� �����"�

B ⊂ 8 2 � f :B → 8 � (t0, y0) ∈ B
� � ∆ ⊂ 8 �����s�
�%���
�1� �

t0 ∈ ∆
�¬¡£û�� � ��ª�ª.� y′ = f(t, y)

�������1�|ï.ï � � �"� � � � �.�s�Kû;� �"���
y′ = f(t, y), y(t0) = y0,

4~¯p� ¯<5
�0�¡�6� � �"�õû � �
�1� �"��� ���
��� � ���Q���²ï�û;� � ��ª.� y′ = f(t, y)

� � �@� � �¡��� �.� �*����� � ∆
�-����� � ���"�����;�|� ���

� � �"�%�6û(���"� y(t0) = y0
�~4f���.� � y0 � � �ß�.� ��� � � � �"� � � � ���.���%� � û(������� � t0 � � �"��û(�������6����� ú �

±-{|z;� T
UvW9¹ø\�y=�H�$\�Üvß { r��G+1È�Æ)éCÈ�Ê�Ç�Å*Ö�Ö�È�È�ÏÁË|É|É|Ï�Ö�Épè�Ï|Ï|è Ö�Ö�Í�ÊaÇQÈiéCÈ�ÊC�xÉpÈ
y′ = αy

$
α > 0

�
FhÅ*Ç�é�ÅvÖ�Ö�×

t = 0
Ë|É|É|Ï Ì-È�Ê)Ê�È,è Ö�é èxè�Ï

y0 > 0
�xÃ,È�ÊC�xÉ(��� ÇQ×�Ö�ë�ÏKéCÈ�Í�éxé�Í$ÆQÈCÇ�éCÈ�Í�Ê�ÉmÇ'�C×CÔ

Ö�Í�Ö�Ö�×
∆ = [0,∞[

è.�CÈCÇ
t 7→ y(t) = C

Å αt $ C ∈ 8 � ) Ö�éxÉ|Å���Ç�è y(0) = y0
éxÍ�Í�Ï|ÏpÍÿÇ�Ô

Ç)× ×°ËpÈ�Æ)È�ÌKÅ�Ç�Æ)Í�Ï
C
$?Ê�Í�Ö�Ö�×

C = y0
� ) Ö�éxÉpÈ�ÆC� è�Ç)Å���Ç)×��C×�Ö�Ö�×-è�ÏØÇ)È�Ê)È�Ï§�xéxÊ�Í@Æ)È�Ç�éCÈ�Í�Ê�É-7

t 7→ y(t) = y0
Å αt �mìíÉ|É|Ï'Ö�É|è Ï|Ï|è�Ö�Ö�Í�Ï|ÅvÏ éCÈ Êg�xÉ�è�Ï'Ê�Í�Í�Ê Å*émÊ�Ë$è�ÏpÅ*Ï�Ç�Í�È�È�Ö�Í�ÊaÇQÈ|��m�hçxÅ*ËzÈ�Æ)è�Í�Ï Ç)Í�ÌKÅvÏ|Å�Ç)Å*Ö�ÌK×�Ö�Ö�×�Ê�È È�ê|È È�Ï-$$Å�Ç�Ç)×'êmÍ��$ÅvÆ�ÅvÏ�Ç�Í�È�È�Ö�Í#�<��ÇQ×�Ö�ë�Ï

y′ + y2 = 0
ÆQÈCÇ�Ô

éCÈ�Í�Ê�ÉCÎ�È3�C×�Ö�Í�Ö�Ö�×
[0,∞[

è.�CÈCÇöÈ�Í�ÏzÈ�éxÍ�Ï-éxÉ(�CÈ�É|émÊ�Å*Ç
y(t) = 1/(t+C)

$
C > 0

�<=NÍ�Ê)×�émÊ�Í
Ï|è�Ö�Ö�È�éxÉ(�CÈ�ÉpÊ è Ï�Æ)È�Ç�éCÈ�Í�Ê�ÉN� 9 ×�Í�Ê�Ç)×KÈ�Ö�éxÉ|Å��pê|è�Ï

y(0) = 1
Ç�è�Ç)Å*ÉmÇ�Ç)È Ècè Ï�Ç)È�Ê)È�Ï��xémÊ�Í

Æ)È�Ç�éCÈ�Í�Ê�É��C×�Ö�Í�Ö�Ö�×
[0,∞[

7
t 7→ y(t) = 1/(1 + t)

�

ò µ�Wf¿�¿6È
¼1Ã/¹»º|Å�¸�¾6½6¸�º1À�½6¸�º1Ã/Ã/È?È�Â6É|½6À»À�½lÈ.¿6¹»ÈÏÂ�È Æ É�Â�º g
Â�È�É|½K¼1Å�¸�¾�½uÉ|½�È�Â�À»À�½6º�¼�½lÃgÁ�Â
½g¾6½¢Å6½6¹»Å�Å�¹�½6À»À�½�µ��µ·Õ%¸�Î�Ã>½6À»Å�¸�½6Á�¾
Â�º�¼�½?Â�ÈL¼|Ã/Å�È�¹»º�¼�¿�µi;<¸�Â�È�¼|Ãs¾�½6ÍGÍG¹»È3¾
Â�¹ ¼�½6¹»º|¹»¹»È0Ê�¸�Î�¸.½_½6À»Å�¸.½6Á@¾
Â6¼1Ã/Î
¼�¿/¾�¿6º|¼1¿ Æ É�Â�º t0 =

min∆ Æ À»Â�Ê�Ê�¸�½6Á�¾
Â6¼|Ã/Î�¼1¿g¾6¿6º|¼1¿ Æ É�Â�º t0 = max ∆ Æ É1½'Í�¸�¸�À»À»Â�¹»ÈH¾6¿6À»¹�½6Á�¾
Â6¼|Ã/Î�¼1¿g¾6¿6º|¼1¿�µ
¦x³



q|�G+BÈ�Æ�éCÈ ÊaÇ)Å*Ö�Ö�È È�Ï5Ê�Å*ÉpÆ)È È��¡È�émÊ�ÍöÖ�É|è Ï|Ï|è�Ç�è�Ï�ÇQÈØéCÈ�ÊC�xÉpÈ?���'FiÈ�Å�Ç)È È�Ï È�Ö�é�ÉzÈ�ÆK��è�Ç)Å���Ç)×��C×�Ï
y′ = y2 $ y(0) = 1

$ Æ)È�Ç�éCÈ�Í�Ê�ÉpÈ?�C×�Ö�Í�Ö�Ö�×
[0, 2]

�(&VÖ�é è�è Ï
y
ÆQÈCÇ)é¡È�Í�Ê�É?��Ãiè�Ê�éCÈ

y′ = y2 ≥
0
Î�È
y(0) = 1

$BÏpÍ�Í�Ï
y(t) ≥ 1

éCÈ�Í�éxÍ�Ö�Ö�È
t ≥ 0

� 9 Í�Í�Ï|Ëp×ØÊ�Å*ËzÈ�Æ)è�Í�Ï Ç)Í�ÌKÅvÏ|Å�Ç)Å*Ö�ÌK×�Ö�Ö�×
Ê�È È�ê|È È�Ï-$@Å*Ç�Ç)×õ�C×�Ö�Í�Ö�Ö�×

[0, 2]
ÆQÈCÇ�éCÈ�Í�Ê�ÉøÇ)è�Ç�ÅvÉmÇ�ÇQÈ�È − 1

y = t + C
$3ÌKÍ�Ê�Ê)×

C ∈ 8 �) Ö�éxÉ|Å���Ç�è�È�Ï�Ç)È�È −1 = 0 + C = C
$CÎaè�Ç)Å*Ï�Æ)È�Ç�éCÈ�Í�Ê�É|émÊ�Í$Ç�ÉpÖ�ÅvÅ

y(t) =
1

1 − t

éCÈ�Í�é�Í�Ö�Ö�È
t ∈ [0, 2].

+�×�Ì-×
y
Å*Í1è�Ö�Å�Î�È�Ç�éxÉ(�CÈ($�Îaè�Ç�ÅvÏ-Îaè Ê)Ê)È�éxÍ�Ï'è ÏÞ�xÍ�ÆK�|Å��HçxÅcè�ÏÞ�CÈ�Í�Ï�è�Ö�Å�Ç)É|émÊ�Å=Ê�Ê)È($pÅ�Ç�ÇQ×

Æ)È�Ç�éCÈ�Í�Ê�Éâè�Ïâè Ö�ÅvÌ-È�Ê)Ê�Èp� 9 Í�Í�Ï|Ëp×øÆQÈCÇ)éCÈ�Í�Ê�ÉpÈøÅ*Ínè�Ö�ÅØè Ö�ÅvÌKÈ Ê�Ê)È é�è é�è �C×�Ö�Í�Ö�Ö�×
[0, 2]

�
: ×�Ö�Í�Ö�Ö�×

[0, 1[
ÆQÈCÇ�éCÈ�Í�Ê�ÉÁè Ï

y(t) = 1/(1−t) ��FiÉ|è�Ì-È È($¡Å�Ç�Ç)×Vé¡È Êg�xÉ0�<��ÇQ×�Ö�ë�Ï y′ = y2ÌÁÉ|éCÈ È�Ï�è�Ï�Ï|Í�Í�Ï�Ï|è ËzÅ=È�È($xÅ*Ç�Ç)×-È�Í�éCÈ�Ö�è�Ë|Ë|ÉpÉ�é ÅvÊ�é�ÅvÏ?�
+BÈ�ÆC�xÍ�Ç)È È�Ï�é�ÅvÍ�Ï|è-Ê�Å*Ö#�xÍÿÇ�Ç)×�×%$|è�Ïpé�è�Ê�Å*ËpÈ�Æ�è Í�Ï�Ç�Í�ÌKÅ*Ï|Å*Ç�ÅvÖ�Ì-×�Ö�Ö�×ÁÇQÈ�Í?ÌcÉ|ÉmÇ)Å*Ï�Ö�ë.�mêmÅ�Ç�Ç/�

� � �����"� êmÍ��$ÅvÆ�ÅvÏ Ç)Í�È È�Ö�Í�����Ç)×�Ö�ë Ï ÆQÈCÇ)éCÈ�Í�Ê�É|éCÈ�ÏpêmÍ�ê|È�È�Ç�Í�Çv�?çxÅ*ÏÝÇ)Í�Å=êmè�ÏEÈ��xÉ|Ö�Ö�È�Ê�Å*Ö#��Í�×�×�Ê)È�Ì-È�Ö�Ö�È%$ÌKè�Ï�Ç)È�é�è�Æ)È�Ç�éCÈ�Í�Ê�ÉzÈÁéxÉ|Ö�Ö�È�éxÍ�Ï�È�Ö�éxÉpÈ�ÆK��è�Ç�Å���ÇQ×��¡×�Ö�Ö�×,è Ï?�pçxÍ�Í��|ÅvÏ'Ê�è Ë|Í�Í?Ê�Å*ÉpÆ)È È��¡È�Ç�É|Ö�è Êv�
±-{|z� s­ X@Z1}~{|Z1Uv\ { Ü^® �K�.�°¯ � �������%Û�±Ï������� � �%���õ�����0� � � � � ® �C�"�°¯ � ���*����� � � ï�û�� � ��ª�� Ý�~¢� �����.�
M ≥ 0

�
a, b ∈ 8 � a < b

�(� � φ, η : [a, b] → 8 � � �@�.� � � � �6���s���(�l���|� �
η(t) ≥ 0

� � φ(t) ≤M +

∫ t

a

η(s)φ(s) ds
� � ���.����� � t ∈ [a, b].

ùq�������"���
φ(t) ≤M exp

∫ t

a

η(s) ds
� � ���"����� � t ∈ [a, b].

©%���.�¡���1�����  ×�×�Æ�Í�Ç�ÅvÖ�Ö�×�×�Ï È�ËpÉ|éxÉ(�CÈ�É|émÊ�Å�Ç
ψ, ψ̃ : [a, b] → 8 $

ψ(t) = M +

∫ t

a

η(s)φ(s) ds, ψ̃(t) = ψ(t) exp
(

−
∫ t

a

η(s) ds
)

,

Îaè�Ç)é¡È�è.�CÈCÇhêmÅvÆ�Í#��è ÍÿÇ)É(�xÍ�Èp�%&VÖ�Å*Ç�É|émÊ�Å*Ï�ÌÁÉ|éCÈ�È�Ï
ψ′(t) = η(t)φ(t) ≤ η(t)ψ(t)

éCÈ�Í�éxÍ�Ö�Ö�È
t ∈]a, b[.

çxÍ�Ç�Å*Ï

ψ̃′(t) =
(
ψ′(t) − η(t)ψ(t)

)
exp

(

−
∫ t

a

η(s) ds
)

≤ 0
é¡È�Í�éxÍ�Ö�Ö�È

t ∈]a, b[.

+�×CÇ)Å*Ï
t 7→ ψ̃(t)

è Ï��C×"�|ÅvÏ|Å��C×($ Îaè�Ç)Å*Ï
ψ̃(t) ≤ ψ̃(a) = M

éCÈ�Í�éxÍ�Ö�Ö�È
t ∈ [a, b]

�-&VÖ�Å�Ç�ÉpéxÊ�Å*Ï
ÌÁÉ|éCÈ È�Ï

φ(t) ≤ ψ(t) = ψ̃(t) exp

∫ t

a

η(s) ds ≤M exp

∫ t

a

η(s) ds
éCÈ�Í�éxÍ�Ö�Ö�È

t ∈ [a, b].

¹ { � { u {
±-{|z<¥ T
UvW9¹ø\�y=�H�$\�Üvß { r��>&VÖ�é�èxè�ÏÁÎ�ÈCÇ)é�É%�¡ÈKéxÉ(�CÈ�ÉpÊ

f : [0, 1] → 8 Ê�ÅvÖ�Ö�È�Í�Ï|Å*Ï®$mÅ�Ç�ÇQ×

0 ≤ f(t) ≤
∫ t

0

99f(s) ds
éCÈ�Í�é�Í�Ö�Ö�È

t ∈ [0, 1]

A
Æ�è Ï�B÷È�Ö�Ö�Í�Ï Å*Ëp×�����Ç)×�Ö�ë�Ê�Ê)×�è Ï�Ç)×�Ö�Ö�ë�Í�Ï
M = 0

Î�È
η(t) = 99

$¡Îaè�Ç)Å*Ï
0 ≤ f(t) ≤ 0 · Å 99t = 0

é¡È�Í�éxÍ�Ö�Ö�È
t ∈ [0, 1].

çxÍ�Ç�Å*Ï
f(t) = 0

éCÈ�Í�é�Í�Ö�Ö�È
t ∈ [0, 1]

�


�µ�;�¸�Â�È�È�Â6¼�¼1Â�ÍH½6º�¼1¹�¾
Â�¹�Å6½6º|¾6½�½¢Ê"Ô�Á|º|º1¹»Â�º�½6Å�Å�Ã/Ã/È?Î�¹»È�¼1½l¼1½6¹�È.½6Á�Å�Â�ÍH½�½6È�¹»ÈyÎ�¸�¸�ÍGÃ/Ã/È�Å�¸�À»¸�¼|¸�ºCµ
¦X�



�m�G+BÈ�Æ�éCÈ ÊaÇ)Å*Ö�Ö�È È�Ï-È�Ö�éxÉpÈ�ÆK��è�Ç�Å���ÇQ×��¡× ×
y′ = αy

$
y(0) = 0

$
α ∈ 8 $<�¡×�Ö�Í�Ö�Ö�× [0,∞[

��FiÅ�Ç�Í
Ïp×"�zê|×�×�Ï-$pÅ*Ç�Ç)×°Ï|è�Ö�Ö�È�éxÉ(�CÈ�ÉpÊhè�ÏÞ�xémÊ�Í1Ê�ÅvÏ'Æ)È�Ç�éCÈ�Í�Ê�ÉN�ß&VÏ|é è-ÌÁÉ|Í�Ç)È ¤ &VÖ�é�èxè Ï y Ê�Å*ÏÆ)È�Ç�éCÈ�Í�Ê�É?�pçxÍ�Ö�Ö�è�Í�Ï

y′
4
= αy

5÷è�Ï�Î�ÈCÇ)é�É%�¡È%$¡Î�ÈKÖ�È�ÉpÊ�Å*Å*Ï�q|� �cÏ|è�Î�È�Ö�Ö�È

|y(t)| =
∣
∣
∣y(0) +

∫ t

0

y′(s) ds
∣
∣
∣ =

∣
∣
∣

∫ t

0

αy(s) ds
∣
∣
∣ ≤ 0 +

∫ t

0

|α| · |y(s)| ds

éCÈ�Í�é�Í�Ö�Ö�È
t ≥ 0

�®A
Æ�è Ï<B È�Ö�Ö�Í�Ï Å*Ëp×�����Ç)×�Ö�ë ÏØÏ|è�Î�È�Ö�Ö�È |y(t)| ≤ 0 · Å |α|t = 0
éCÈ�Í�éxÍ�Ö�Ö�È

t ≥ 0
�pçxÍ�Ç�ÅvÏ�Ï|è�Ö�Ö�È�éxÉ(�CÈ�ÉpÊ è Ï�È�Í�Ï|è�ÈÁÆQÈCÇ)éCÈ�Í�Ê�É?�

q|�>&
Ê�è ÍÿÇ)Å�ÇQÈ�È�Ï®$�Å�Ç�Ç)×,éCÈ�Í�éxéxÍpêmÍ��$ÅvÆ�ÅvÏ Ç)Í�È È�Ö�Í�����Ç)×�Ö�ë Ï
y′ = αy

$
α ∈ 8 $ Æ)È�Ç�éCÈ�Í�Ê�ÉmÇ,�C×�Ö�Í�Ö�Ö�×

[0,∞[
è.�CÈ�Ç

y(t) = C
Å αt , C ∈ 8 �£&VÖ�é�èxè�Ï y Îaè�éxÍ�Ï Æ)È�Ç�éCÈ�Í�Ê�É��C×�Ö�Í�Ö�Ö�× 8 �?çxÍ�Ö�Ö�è�Í�Ï

y − z
$öÌKÍ�Ê�Ê)×

z(t) = y(0)
Å αt $ è Ï·�xémÊ�Í
ÅvêmÅvÖ�Ö�Í�Ê�ÅvÏâé�è��pê|È�Ï�È�Ö�é�ÉzÈ�ÆK��è�Ç)Å���Ç)×��C×�ÏÆ)È�Ç�éCÈ�Í�Ê�É?��Ãiè�Ê�éCÈøÊ�Å è Ï·�xémÊ�Í�éC×�Ê�ÍÿÇ�Ç�ÅvÍ�Ï|ÅvÏøÎ�È Ï|è Ö�Ö�È�éxÉ(�CÈ�ÉzÊ�$÷Ï|Í�Í�Ï

y(t) = z(t) =
y(0)

Å αt éCÈ�Í�éxÍ�Ö�Ö�È t ≥ 0
�

¦p�G+BÈ�Æ�éCÈ ÊaÇ)Å*Ö�Ö�È È�Ï È�Ö�éxÉpÈ�ÆC� è�Ç)Å���Ç)×��C×�×
y′ = y2 Î�È y(0) = 0.

�C×�Ö�Í�Ö�Ö�×
[0, T ]

$
T > 0

�fFiÅ�Ç�Í�Ïz×"�pê|× ×�Ï-$@Å*Ç�Ç)×õ�xémÊ�Í�Ê�Å*Ï Æ)È�Ç�éCÈ�Í�Ê�Éºè�Ï5Ï|è�Ö�Ö�È�éxÉ(�CÈ�ÉpÊ
t 7→ 0

��&VÏpé�è,ÌÁÉpÍÿÇQÈ ¤ &VÖ�Å*Ç�Å*Ç)È�È�Ï-$�Å*Ç�ÇQ×,è�Ö�Í�Ê�ÍzÈ�Í�ÏzÈ�éxÍ�Ï��xémÊ�Í|$*Îaè�Ç)È�Ì�ÅvÆ�éxÍ�Ç)× ×�Ï y � ÃnÉmÔ�CÈ�ÉpÊ
t 7→ |y(t)| : [0, T ] → 8 è�Ï Î�ÈCÇ)é�É%�¡ÈcÎ�È'Ê�Å*ÏÝÌ-×�×�Æ)Í�Ç�Ç�ÅvÖ��=Îaè É|éxé�è�è�Ï Ê�É|Ö ÎaÅ�Ç�Ç�ÉÎ�È�ÆQÈCÎaè ÍÿÇ)Å�Ç�Ç)É-Îaè�Ç)Å*Ï�²ÝÅ*Í�Å*ÆQÊ�Ç�ÆQÈ%³�Í�Ï'Ö�È�ÉpÊ�Å*ÅvÏ'Ï|è�Î�È�Ö�Ö�È�Ê�Í�Ö�Ö�×�è�ÏØÊ�É|É|Æ)Í�Ï È�ÆK��èp�$çxÍ�Í�ÊVè�Ï

è�Ö�Å*Ì-È�Ê)Ê)È
N > 0

Ê�Í�Ç�ÅvÏ-$pÅ*Ç�ÇQ× |y(t)| ≤ N
é¡È�Í�éxÍ�Ö�Ö�È

t ∈ [0, T ]
�pÃVè Ê�éCÈ

y′
è ÏKÎ�ÈCÇ)é�É|Ô

�CÈ($�Ï|Í�Í�Ï�Ö�È�ÉpÊ�Å*ÅvÏ�q|� �,ÌÁÉpé¡È È�Ï-Í�Ï�Ç�Å*Õ Æ�è Í�êpÈ�È�ÏKêmÍ��$ÅvÆ�ÅvÏ�Ç�Í�È�È�Ö�Í#�<��ÇQ×�Ö�ë,Ë|É|è�Ö�Í�Ç�Ç)È�Í�Ï��¡×�Ö�Í�Ï
[0, t]

�xÖ�ÍxÎ�ÈKé¡×���Ç)Å�Ç)× ×�Ï�È�Ö�é�ÉpÅ���Ç�è�È|�|çxÍ�Ö�Ö�è�Í�Ï

|y(t)| = |y(t) − y(0)| =
∣
∣
∣

∫ t

0

y′(s) ds
∣
∣
∣ =

∫ t

0

y2(s) ds ≤
∫ t

0

N |y(s)| ds

éCÈ�Í�é�Í�Ö�Ö�È
t ∈ [0, T ]

�DA
Æ)è�Ï�B÷È�Ö�Ö�Í�ÏÝÅvËp×�����Ç)×�Ö�ë�ÏÝÏ|è�Î�È�Ö�Ö�È
0 ≤ |y(t)| ≤ 0

Å*Ö�Í
y(t) =

0
éCÈ�Í�éxÍ�Ö�Ö�È

t ∈ [0, T ]
�1çxÍÿÇ)Å*ÏøÏpè�Ö�Ö�È�é�É%�¡È�ÉpÊ,è ÏøÈ�Í�Ï|è È�é��mÊ�ÅvÍ�Ê�Å*ÏøÈ�Ö�éxÉpÈ�ÆC� è�Ç)Å���Ç)×��C×�Ï

Æ)È�Ç�éCÈ�Í�Ê�É?�
«m�G+BÈ�Æ�éCÈ ÊaÇ)Å*Ö�Ö�È È�Ï È�Ö�éxÉpÈ�ÆC� è�Ç)Å���Ç)×��xÍ�×

y′ = f(y), y(0) = y0
Î�È

z′ = f(z), z(0) = z0,

ÌKÍ�Ê)Ê�×
y0, z0 ∈ 8 Î�È

f : 8 → 8 è�Ï =?Í�ËpÊ´r6�pÍÿÇ�k*Í�ÏmÔ�Î�È�Ç�éxÉ(�CÈí�¡È�éxÍ�è Ö�Ö�È?�
L > 0

�
&VÖ�Å*Ç�Å*Ç)È�È�Ï-$¡Å�Ç�Ç)×y�C×�Ö�Í�Ö�Ö�×

[0, T ]
$
T > 0

$CÏp×�Í�Ö�Ö�×Vè�ÏcÆ)È�Ç�éCÈ�Í�Ê�ÉmÇ
y
Î�È
z
��çxÍ�Ö�Ö�è�Í�Ï

y′−z′ =
f(y) − f(z)

è�Ï�Î�ÈCÇ�éxÉ(�CÈ%$zÌKÍ�ÊaÇQ×�Í�Ï Ç)Å*Õ Æ�è Í�Ì-È�Ö�Ö�Èw��Ö�Ía�¡×�Ö�Í�Ï
[0, t] ⊂ [0, T ]

Ê)È�È ê|È�È�Ï-$
Å�Ç�Ç)×

|y(t) − z(t)| =
∣
∣
∣y(0) − z(0) +

∫ t

0

(

f
(
y(s)

)
− f

(
z(s)

))

ds
∣
∣
∣

≤ |y(0) − z(0)| +
∫ t

0

∣
∣f

(
y(s)

)
− f

(
z(s)

)∣
∣ ds

≤ |y0 − z0| +
∫ t

0

L|y(s) − z(s)| ds éCÈ�Í�éxÍ�Ö�Ö�È t ∈ [0, T ].

A
Æ�è Ï�B÷È�Ö�Ö�Í�Ï Å*Ëp×�����Ç)×�Ö�ë Ï°Ï|è�Î�È�Ö�Ö�È
|y(t) − z(t)| ≤ |y0 − z0|

Å Lt éCÈ�Í�éxÍ�Ö�Ö�È t ∈ [0, T ].
4~¯p��³�5

��è�Ê
y0 = z0

$@Ï|Í�Í�Ï
y(t) = z(t)

éCÈ�Í�é�Í�Ö�Ö�È
t ∈ [0, T ]

ÅvÖ�Í�È�Ö�éxÉpÈ�ÆK��è�Ç�Å�� ÇQ×��C×�Ï
y′ =

f(y), y(0) = y0
ÆQÈCÇ�éCÈ�Í�Ê�É è�Ï��xéxÊ�Í�é¡× Ê�Í�Ç�Ç)Å*Í�Ï|Å*ÏN�BÃ,È�È��CÈ�4~¯p��³�5
é�ÅvÆ�Ç)è�è'ÅvÏ|Å*ÌKÌ-×�Ï®7

È�Ö�éxÉpÈ�ÆK��è�Ç�Å���ÇQ×��¡×�Ï'Æ)È�Ç�éCÈ�Í�Ê�É�Æ�Í�Í�Ë|Ë|É|ÉÝËzÅvÆ)×�Ç�Íf=?Í�ËpÊ�r6�|Í�Ç´k*Í�ÏmÔ�Î�ÈCÇ)é�É%�¡È ÊaÇ)Í3È�Ö�é�ÉzÈ�ÆK��è Ê�Ç)È
4@�CÈ�éxÍ�èKè�Ï Å LT 5��

� µ ÄaÈÏº1¹»¹»º£Â�À»Ã/ÍH½6º1º1½
L > 0

º1¹ ¼|Ã/È Æ Ãs¼�¼�¿ |f(u) − f(v)| ≤ L|u − v| ÅK½6¹»Å�¹»À»À�½ u, v ∈ Z µ
¦X�



¯|�G+BÈ�Æ�éCÈ ÊaÇ)Å*Ö�Ö�È È�Ï È�Ö�éxÉpÈ�ÆC� è�Ç)Å���Ç)×��C×�×
y′ =

√

|y|, y(0) = 0,

�C×�Ö�Í�Ö�Ö�×
[0,∞[

�pçxÍ�Ö�Ö�×�è�Ï'×�×�Æ�Å*Ç�Ç�ë Ì-×�Ï�ÌKè�Ï�ÇQÈcÆQÈCÇ)éCÈ�Í�Ê�ÉpÈ%7

y(t) = 0
Î�È

y(t) =

{
0,

Îaè�Ê
0 ≤ t ≤ c,

1
4 (t− c)2,

Îaè�Ê
t > c,

ÌKÍ�Ê)Ê�×
c > 0

�pÃnÉ(�CÈ�ÉpÊ
y 7→

√

|y| Å*ÍBè�Ö�Å_=?Í�ËpÊ�r6�|ÍÿÇ�k*Í�ÏmÔ�Î�ÈCÇ�éxÉ(�CÈKÅvÍ�éC×Kè�Æ)Í�Õ�è�Ï�Ö�×"�|ÅvÖ�Ö�×��è Í�ê|ÈKÈ�ÆC�xÍ�è�Í�ê|È √

|y| ≤ N |y| éxÉmÇ)Å*Ï�éCÈ"�pê|ÅvÊ)Ê�È�Åvê|Å*Ö�Ö�Í�Ê�Å=Ê�Ê)×cé�è��zê|È�Ê)Ê�ÈÁè�Ö�Í9�

�¢e|ñ µ3mCiHo-tutup%mgç<o£k n>mz¶_o®p(o®ilk(m/tutfÿgmz$0VlkYefÿ��fk
!íÏpÊ�Í�ÌKÌ-×�Í�Ê�Å*Ï�é�ÅvÆ�ÇQÈ�Ö�É(�xÉ|Ï�ê|Í*�6Å*Æ)Å*Ï�Ç�Í�È�È�Ö�Í#����Ç)×�Ö�ë ×

y′ + p(t)y = 0
Ê�È�Ï|è�ÇQÈ�È�Ï �����ß� ��� ���¡���6������ � û%�.���C�<�6�
�q�¡�
�6�.�6� $ Îaè Ê p : ∆ → 8 �

±-{|z;¯�¦ {pZBU=\ {�~¢� �����"�
p : ∆ → 8 � � �@�.� �.� � � t0 ∈ ∆

�yùQ�������.���·� � �����.�?û(�"�w�K���6���%�¡����������Q� ��� ���¡���
�«�.� ¢Ï�
�C���%�1� ��� ����ï�û�� � �#ª.� y′ + py = 0
� � �@� � �¡���;� �.� ������� � ∆

� ��� �

y(t) = C
Å − R

t

t0
p(s) ds

, t ∈ ∆, C ∈ 8 .
©%���.�¡���1����� IVÅ*Æ)Í#��è�Í�Ï�Ç�Í@è Ê�è�Í�Ç�ÇQÈ�È%$zÅ*Ç�Ç)×�éCÈ�Í�éxéxÍ1Ïz×�Ì-×°éxÉ(�CÈ�É|émÊ�Å*Ç
è.�CÈCÇnÆQÈCÇ�éCÈ�Í�Ê�ÉCÎ�È|�?çxÅ�$HÅ�Ç�Ô
Ç)×�ÌÁÉpÍÿÇQÈ ÅvÍíè�Ö�Å�$Hè�Ê�è ÍÿÇ)Å�ÇQÈ�È�Ï§�|Å*Ö�Ë$è�Í�Ç�Å*Ï A
Æ)è�Ï�B È�Ö�Ö�Í�ÏØÅvËp×���� ÇQ×�Ö�ë�ÏÝÈ���ÉpÖ�Ö�È|�£FhÉpè�Ì-È�È%$HÅ�Ç�ÇQ×
Æ)È�Ç�éCÈ�Í�Ê�É|Ï°éCÈ�È��CÈ�Ö�ë.�xê|Å�Ç)× ×�Ï Ì3��ë�Ê Ê�ÅvËpÈ�Æ)è�Í�Ï�Ç�Í�Ì�ÅvÏ|Å�Ç)Å*Ö�Ì-×�Ö�Ö�×p� ¹ { � { u {
±-{|z�± T
UvW9¹ø\�y=�H�?W { IVÍ*�6Å*Æ)Å*Ï�Ç�Í�È�È�Ö�Í#����Ç)×�Ö�ë�Ï

y′ +
1

1 + t2
y = 0

éCÈ�Í�é�éxÍHÆQÈCÇ)é¡È�Í�Ê�ÉmÇG�C×�Ö�Í�Ö�Ö�× 8 è.�CÈCÇ

y(t) = C exp

∫ t

0

− 1

1 + s2
ds = C

Å − arctan t , C ∈ 8 .
!íÏpÊ�Í�ÌKÌ-×�Í�Ê�Å*Ï�é�ÅvÆ�ÇQÈ�Ö�É(�xÉ|Ï�ê|Í*�6Å*Æ)Å*Ï�Ç�Í�È�È�Ö�Í#����Ç)×�Ö�ë ×

y′ + p(t)y = q
Ê�È�Ï|è�ÇQÈ�È�Ï �����ß� ��� ���¡���6������ � � � � û(�"�w�K���6���%�¡���6����� $�Îaè Ê p, q : ∆ → 8 Î�È q ÅvÍHè�Ö�ÅnÏ|è�Ö�Ö�È�éxÉ(�CÈ�ÉpÊv�

±-{|z;Ø�¦ {pZBU=\ {�~¢� �����"�
p, q : ∆ → 8 � � �@�.� � � � � � t0 ∈ ∆

�%ùq�������"���0� � �����"�®� � � û(�.���K���6���%�¡���
������Q� ��� ���¡���
�«�.� ¢Ï�
�C���%�1� ��� ����ï�û�� � �#ª.� y′ + py = q
� � �@� � �¡�6�;� ��� ������� � ∆

� �.� �

y(t) = C
Å −P (t) +

Å −P (t)

∫ t

t0

Å P (s) q(s) ds, t ∈ ∆,
4~¯|� ��5

�0�¡�6� � C ∈ 8 � � P (t) =
∫ t

t0
p(s) ds

�

©%���.�¡���1����� Ãiè�Ê�éCÈ�Ê�ÅvéC×
p
Å*Ç�Ç)×

q
è.�CÈCÇ Î�ÈCÇ)é�É%��Í�È($HÏpÍ�Í�ÏEêmÅ*Æ)Í�� è�Í�Ï�Ç�Í3è Ê�è�Í�Ç�ÇQÈ�È%$$Å*Ç�ÇQ×�é¡È È��CÈ�Ï

4~¯p� �<5
y
è�Ï�ÆQÈCÇ)éCÈ�Í�Ê�É?�xçxÅ�$xÅ*Ç�Ç)×ÁÌÁÉ|Í�Ç)ÈcÆQÈCÇ�éCÈ�Í�Ê�ÉCÎ�È,ÅvÍzè Ö�Å�$ Ë$Å*Æ)ÉpÊ�Ç�Å*Ö�Ö�È�È�Ï�A
Æ�è Ï<B È�Ö�Ö�Í�Ï-ÅvËp×����mÔ

Ç)×�Ö�ë Ö�Ö�×|� ¹ { � { u {
±-{|z�à§� Z1�z¹ø{pZNu=ZBU { r���Ã,È È��¡È�Ï¬4~¯p� �<5?��è Í?Îaè�� ÇQÈ�ÈÞ�xÆ)ÍÿÇ�Ç�ÅvÅ*Ö�Ö�×

y(t) = C(t)
Å −P (t) $Îaè�éCÈÁê|Å*Æ)Í�� è�Í�ê|È�È�ÏVÎ�ÈcÊ�Í Îaè�Í�Ç�Å*Ç)È È�Ï�êmÍ��$ÅvÆ�ÅvÏ�Ç�Í�È�È�Ö�Í#�<��ÇQ×�Ö�ë�ë Ï?��+�×�Ö�Ö�ë�Í�Ï-Ö�×��pêmÅ*Ç)×�× ×�Ïw�|è�Ô

ÌKè�Õ�ÅvÅ*Ï|Í�Ê�Å*ÏÞ����Ç)×�Ö�ë�Ï'ÆQÈCÇ)éCÈ�Í�Ê�ÉpÊ�Ç)È%$|ÌÁÉ|Ç�Ç)È È�Ï|ÏpÅ�Ç)È È�Ïx�CÈ�éxÍ�è�Ï
C
Æ)Í�Í�Ë|Ë|ÉpÈ�ÌÁÉ|ÉmÇ�Ç�ÉmÔ

Î�È�Ê�Ç)È
t
�%+�×�Ç)×�ÌKÅ*Ï|Å*Ç�Ç�ÅvÖ���×�é�É|Ç)Ê�ÉmÇ)È È�Ï ��� �.���"� �.� �����"���0�¡���6����� ��m��Ã,È�È��CÈ�È�4~¯p� �<5÷Ê�È�Ï|è�ÇQÈ�È�Ï ��� �.���"� �.� �����"���0�¡�C� ���"��� ����� �

«�S



q|��Ã,È�È��CÈÞ4~¯p� �<5�È�Ï�ÇQÈ�È-è ÍÿÇ)Í�ÊVÈ�Ö�é�ÉzÈ�ÆK��è�Ç)Å���Ç)×��C×�Ï
y′ + py = q, y(t0) = y0

$zÆQÈCÇ)é¡È�Í�Ê�É|Ï
�C×�Ö�Í�Ö�Ö�×

∆
$méxÉ|Ï'Ê�Í Îaè ÍÿÇ)Å�Ç)È È�Ï

C = y0
�

±-{|z�ê T
UvW9¹ø\�y=�H�?W { !íËp×��|è�ÌKè Õ�Å*ÅvÏ|Í�Ê�ÅvÖ�Ö�Å Ö�Í�Ï|ÅvÈ È�Æ)Í�Ê�Å*Ö�Ö�Å�����Ç)×�Ö�ë Ö�Ö�Å
y′ + ty = t

Ëz×CÇ�ÅvÅ
p(t) =

t = q(t)
Î�È
P (t) = 1

2 t
2 $CÎaè�Ç�ÅvÏ�Ê�Å*Ï�ÆQÈCÇ�éCÈ�Í�Ê�ÉmÇG�C×�Ö�Í�Ö�Ö�× 8 è.�CÈCÇ

y(t) = C
Å − 1

2
t2 +

Å − 1

2
t2

∫ t

0

Å 1

2
s2

s ds = C
Å − 1

2
t2 +

Å − 1

2
t2

/t

0

Å 1

2
s2

= (C − 1)
Å − 1

2
t2 + 1 = C̃

Å − 1

2
t2 + 1,

ÌKÍ�Ê)Ê�×
C, C̃ ∈ 8 �

±-{��%î§¦ {pZBU=\ {�~¢� �����"�
p, q : ∆ → 8 � � ���"� � � � �Ï~�� �����.� ye

�����"���í� � � û(�"�w�K���6���%�¡����� �����Q��Û
��� ���¡�
�����.� ¢>���C���%�1� ��� ����ï�û�� � ��ª"� y′+py = q

� � ��� � �¡��� �.� �*����� � ∆
� � yh

�����"����û(�"�w�K���6���%�¡�����
�����Q� ��� ���¡���
���"� ¢>���C�
�q�|� ��� ����ï�û;� � ��ª.� y′ + py = 0

� � � �|��� � � ��� ��� � � � �@� � �¡��� �.� �*����� � ∆
�¢© � ����ª.���� � �����"�,ï�û;� � ��ª.� y′ + py = q

� � ��� � �¡���;� ��� ������� � ∆
� �.� � y = ye + Cyh

�
C ∈ 8 �

©%���.�¡���1����� IiÅvÆ�Í#��è Í�Ï�Ç�Í?È�Ï�Ç)È�È%$mÅ�Ç�Ç)×
y′ + py = y′e + pye

︸ ︷︷ ︸

=q

+C(y′h + pyh
︸ ︷︷ ︸

=0

) = q + C · 0 = q.

A
Æ�è Ï�B÷È�Ö�Ö�Í�Ï Å*Ëp×�����Ç)×�Ö�ë Ï È��xÉ|Ö�Ö�ÈcÏp×���Ç�Å*Ç)× ×�Ï-$xÅ�Ç�Ç)×KÌcÉ|ÍÿÇQÈ�Æ)È�Ç�éCÈ�Í�Ê�É�Î�ÈcÅvÍHè�Ö�Å�� ¹ { � { u {
±-{��£zx� Z1�z¹ø{pZNu=ZBU { Fhè ÌKè�Õ�ÅvÅ*Ï|Í�Ê�Å*Ï'Ö�Í�Ï|Å=È�È�Æ�Í�Ê�ÅvÏ'êmÍ*�6Å*Æ)Å*Ï�Ç)Í�È È�Ö�Í�����Ç)×�Ö�ë Ï�ÆQÈCÇ)éCÈ�Í�Ê�ÉmÇ
ÌÁÉ|è�Ô
êmè Ê�Ç)È��CÈ�Ç��xémÊ�Í�É|Ö�è�Ç�Ç�Å*Í�Ê�Å*Å*Ïx� Å*é�Ç�è Æ�Í�È�Ö�Í�È��CÈ�Æ�É|ÉzêmÅ*Ï�éCÈ�Í�éxéxÍ�ÅvÏ��C×�Ö�Í�Ö�Ö�×

∆
Ì-× ×�Æ)ÍÿÇ)Å*Ö�Ç/�vÎaÅvÏ�)YÉpÏ|é�Ô

Ç�Í�è�Í�êmÅ*Ï'ÌcÉ|èmêmè Ê�Ç)È�Ì-È�Ê)Ê�ÈL��Åvé�Ç�è�Æ)Í�È��¡È�Æ�ÉpÉpêmÅvÊ)Ê)È|�<!íËp×"�pè�ÌKè�Õ Å*Å*ÏpÍ�Ê�Å*Ï�Ö�Í�Ï|Å=È�È�Æ�Í�Ê�ÅvÏ'êmÍ*�6Å*Æ)Å*Ï|Ô
Ç�Í�È�È�Ö�Í#��� ÇQ×�Ö�ë�ÏKÆQÈCÇ�éCÈ�Í�Ê�ÉmÇíÌÁÉpèxê|è Ê�Ç)È��CÈCÇoÊ�Í�Í�Ïp×?�xémÊ�Í�É|Ö�è�Ç�Ç�ÅvÍ�Ê�Å*ÏKÇQÈ�Ê�è�Ï-$�Îaè éCÈ,éxÉ|Ö�é Å*ÅhËpÍ�Ê�Ç�ÅvÅ

yeéCÈ�ÉmÇ�Ç)È|�

±-{��q� T
UvW9¹ø\�y=�H�$\�Üvß { &VÖ�é�èxè�Ï
p ∈ 8 Î�È q : 8 → 8 �u+1È�Æ)é¡È ÊaÇ)Å*Ö�Ö�È È�Ïõ�CÈ�éxÍ�è é�ÅvÆ�Ç)è�Í�Ì�Í�Ê�Ç)ÈÖ�Í�Ï|Å=È�È�Æ)Í�ÊaÇQÈ�Å*ÏzÊ�Í�ÌKÌK×�Í�Ê�Å*Ï�é Å*Æ�Ç)È�Ö�É(�xÉ|Ï�êmÍ*�6Å*Æ)Å*Ï�Ç)Í�È È�Ö�Í�����Ç)×�Ö�ë�×

y′ + py = q.r�� : È�éxÍ�è�é�ÅvÆ�Ç)è�Í�ÌKÍ�Ê�Å*Ï��|è�ÌKè�Õ Å*ÅvÏ|Í�Ê�Å*Ï�Ö�Í�Ï|Å=È�È�Æ�Í�Ê�ÅvÏ êmÍ��6Å*Æ)Å*Ï�Ç�Í�È�È�Ö�Í#��� ÇQ×�Ö�ë�Ï
y′ + py = 0Æ)È�Ç�éCÈ�Í�Ê�ÉmÇ�Ö�ë.�mêmÅ*Ç)×�×�Ï°Ì0��ë Ê¢�xÆ)ÍÿÇ�Ç�ÅvÅ*Ö�Ö�×

y(t) =
Å rt �zçmÍ�Ö�Ö�è Í�Ï

y′(t) + py(t) = r
Å rt + p

Å rt = (r + p)
Å rt = 0,

Îaè Ê
r+p = 0

Å*Ö�Í
r = −p � çxÍ�Ç�ÅvÏ-Æ)È�Ç�éCÈ�Í�Ê�ÉmÇf�¡×�Ö�Í�Ö�Ö�× 8 è.�CÈCÇ y(t) = C

Å −pt $ C ∈ 8 ��m�GFiÈ�Å�Ç)È È�ÏÝÅ*Ëp×��|è�ÌKè Õ�Å*ÅvÏ|Í�Ê�ÅvÏ�����Ç)×�Ö�ë�Ï
y′ + py = t2 + 1

éCÈ�Í�éxé�Í3ÆQÈCÇ)éCÈ�Í�Ê�ÉmÇJ�C×�Ö�Í�Ö�Ö�×
8 �-Fhè Ì�è Õ�ÅvÅ*Ï|Í�Ê�ÅvÏ�����Ç)×�Ö�ë ÏØÅ*Ëz×CÇ�Æ)Í#��Í�È�È�Ö�Í@ÆQÈCÇ)é¡È�Í�Ê�ÉØè Ï�Å −pt �£!íËp×"�pè�ÌKè�Õ Å*Å*ÏpÍ�Ê�Å*Ï��� ÇQ×�Ö�ë�Ï����pêmÅ*Ï�ÆQÈCÇ�éCÈ�Í�Ê�É|Ï

ye
Ö�ë.��Ç)×�ÌKÍ�Ê�ÅvémÊ�Í$Ç�Å��pê|× ×�Ï ï.�������

ye(t) = αt2 + βt+ γ
�

çxÍ�Ö�Ö�è�Í�Ï

y′e(t) + pye(t) = 2αt+ β + p(αt2 + βt+ γ)

= pαt2 + (α+ pβ)t+ (β + γ) = t2 + 1
éCÈ�Í�éxÍ�Ö�Ö�È

t ∈ 8 ,
Îaè Ê







pα = 1
α+ pβ = 0
β + pγ = 1

Å*Ö�Í






α = 1
p

β = − 2
p2

γ = p2+2
p3 .

çxÍ�Ç�Å*ÏÞ����Ç)×�Ö�ë Ï
y′ + py = t2 + 1

é¡È�Í�éxéxÍHÆQÈCÇ�éCÈ�Í�Ê�ÉmÇG�C×�Ö�Í�Ö�Ö�× 8 è.�¡È�Ç

y(t) = C
Å −pt +

1

p
t2 − 2

p2
t+

p2 + 2

p3
, C ∈ 8 .

��µ��%À»¹
yh
Ã/¹�Â�À»ÃfÈ�Â�À»À�½6Å�¸�¾6½6¸�ºCµ

«mr



q|�¢!íËp×��|è�ÌKè�Õ Å*ÅvÏ|Í�Ê�Å*Ï���� ÇQ×�Ö�ë�Ï
y′ + py = sin t

Æ)È�Ç�éCÈ�Í�Ê�Å*ÌKÍ�Ê�Å*émÊ�Íq�C×�Ö�Í�Ö�Ö�× 8 È�ÆK�CÈCÇQÈ�È�Ï®$Å�Ç�Ç)×w�xémÊ�Í?Ê�Å*Ï�ÆQÈCÇ�éCÈ�Í�Ê�É°è Ï
ye(t) = α sin t+ β cos t

Îaè Í�Ö�Ö�È�éxÍ�Ï
α, β ∈ 8 �pçxÍ�Ö�Ö�è�Í�Ï

y′e + pye = α cos t− β sin t+ p(α sin t+ β cos t)

= (−β + pα) sin t+ (α+ pβ) cos t = sin t,

Îaè Ê
{
β + pα = 1
α+ pβ = 0

ÅvÖ�Í {
α = p

1+p2

β = − 1
1+p2 .� ��Ç)×�Ö�ë Ï

y′ + py = sin t
éCÈ�Í�é�éxÍHÆQÈCÇ)é¡È�Í�Ê�ÉmÇG�C×�Ö�Í�Ö�Ö�× 8 è.�CÈCÇhÊ�Í�Ç�ÅvÏ

y(t) = C
Å −pt +

p

1 + p2
sin t− 1

1 + p2
cos t, C ∈ 8 .

«��
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R�c�J�L � \ �_�¢^ P ` O � } � \¹� J�� �¢^u� \ÁP1J `_` O�J�  � PBMÁO�RnP

+�×�Ê)Ê�×�Ö�É(�xÉpÊ)Ê)È�Ç)ÉmÇ�ÉpÊ�Ç�É|Ç)È�È�Ï�Ç)è�Í�Ê�ÅvÏ°é�ÅvÆ�ÇQÈ�Ö�É(�xÉ|Ï2�xÖ�Å*Í�Ê�Í�Í�ÏÁÎ�ÈÁÖ�Í�Ï|ÅvÈ È�Æ)Í�Ê�Í�Í�Ï°êmÍ��6Å*Æ)Å*Ï�Ç�Í�È�È�Ö�Í#���mÔ
Ç)×�Ö�ë Í��|Í�Ï?�
Ø£{|z�} ß|ßmyCWYu=\�}9¹øß {�~�� �����.�

A ⊂ 8 4 � � F :A→ 8 �j¡£û�� � ��ª
F (t, y, y′, y′′) = 0

4;³m��r�5
�.� Ü ï.�������Q���"Ý2�s�.�¡�����x���
��� � �*� � �;�§�"� ¢>���C�
�q�|� ��� ����ï�û;� � ��ª��
Ø£{���} ß|ßmyCWYu=\�}9¹øß {�~�� �����.�

p, q, r :∆ → 8 �f�L�¡�6� � ∆ ⊂ 8 �.� ��� �����¬¡ßû;� � ��ª
y′′ + py′ + qy = r

4;³x����5
�.�Þ�s�.�¡������������� � ��� � �;���*���Q� ��� �����Q���§�.� ¢>���C���%�1� ��� ����ï�û�� � ��ª��uù£�_�.��û%�.���C�<�6�
�q���Q���(�;����� r �"��Q�"��� � �"� ��� ����� u �;�;�s�.�������2�"�²� � � û%�.���C�<�6�
�q���Q���Q�¢Ù;���J�"� �.� ���.�
��� p � � q � �.� � �.� �"���.��� � ��%������� � �Q�"� ��� �(�l���1� ��Ü�º � a Ý��"� ��� �.�����������s�.���L���Q���Q�
Ø£{¡  T
U=W~¹ø\�y¡�H�z\�Ü=ß { r �G+BÈ�Æ�éCÈ�Ê�Ç�ÅvÖ�Ö�È�È�ÏKé�Í�Ç�éCÈ�Ç�è�Ï�ÇQÈ_�|ÅvÍ�Ö�É|Æ)Í�ÈnÇQÈ�Ê)È�Í�Ê�Å=Ê�Ê)ÈnËpÈ�Í�Ï|è.� è�Í�Ì-ÈCÔ

é�ÅvÏ ÇQ×�Ê)Ê�×p�%FhÅvÍ�Ö�É|Æ)Í�ÏØË|ÍÿÇ)É|ÉpÊ
è�Ö�é�èxè Ï
l
Î�È2�CÈ�ËzÈ�È�Ï'ËpÉmÇ�è�È�ÌKÍ�Ê�Ö�Í�Í�éxé�Å*ÅvÏ�é�Í�Í#� Ç/�������mÊ

g
�

!oÊ�ÍÿÇ�Ç)×�é ëxë�Ï
y(t)

�pÅ*Í�Ö�É|Æ)Í�Ïí�|ÅvÍ�Ö�È"�zêmÉpÊ�é�ÉpÖ�Ì-È�È§�|Å*Ç�é�ÅvÖ�Ö�×
t
�íÃnÖ�È Ê�Ê�Í�Ê�Å*Ï5ÌKÅ*éCÈ�Ï|Í�Í�é¡È�Ï

ÌÁÉ|éCÈ È�Ï��|Å*Í�Ö�ÉpÆ�Í�Ï�Ö�Í�Í�é Å�����Ç)×�Ö�ë�è�Ï

y′′ +
g

l
sin y = 0.

4;³x� q�5
� ��Ç)×�Ö�ë�4;³m� q<5@è�Ï-Ç)è�Í�Ê�ÅvÏ�é�ÅvÆ�ÇQÈ�Ö�É(�xÉ|Ï�êmÍ��$ÅvÆ�ÅvÏ�Ç�Í�È�È�Ö�Í#�<��ÇQ×�Ö�ë%$�ÌcÉmÇ�ÇQÈÁÊ�ÅhÅ*Í$è�Ö�ÅiÖ�Í�ÏpÅvÈ�È�Ô
Æ�Í�Ï|ÅvÏ�Ê�Í�Ï|ÍÿÇ)Å*Æ)ÌKÍ�ÏpÊ)×L�xÉ|è�émÊ�Í9�

�m�>&VÖ�Å*Ç�Å*Ç)È�È�Ï-$CÅ�Ç�Ç)×J�|ÅvÍ�Ö�É|Æ)Í�Ïw�|ÅvÍ�Ö�È"�zêmÉpÊ�é�ÉpÖ�Ì-È
è�Ï�é�è é�ènÈCÎ�È�ÏcË|Í�Å*Ï|Í;� çxÍ�Ö�Ö�è�Í�Ï
sin y(t) ≈

y(t)
$CÎ�ÈL�|ÅvÍ�Ö�É|Æ)Í�Ï�Ö�Í�Í�é�Å���� ÇQ×�Ö�ëcè Ï Ö�Í�é�Í�Ì-È�Í�Ï

y′′ + (g/l)y = 0
$¡Îaè�éCÈ�è�Ï��¡È�éxÍ�è é�Å*Æ�Ç�è ÍÿÔ

ÌKÍ�Ï|ÅvÏ-$pÖ�Í�Ï|ÅvÈ È�Æ)Í�Ï|ÅvÏ�Î�Èw�|è ÌKè�Õ�ÅvÅ*Ï|Í�Ï|ÅvÏ?�
q|�G+BÈ�Æ�éCÈ ÊaÇ)Å*Ö�Ö�È È�Ï�éCÈ�ËpËpÈ�Ö�Å�Ç�Ç)È($=Îaè Ï|éCÈcÊ�Í Î�È�Í�Ï�Ç)ÍHé�Í�Ç�éCÈ�Ç�Ç�è Ì-È�Ö�Ö�È0�CÈ�È�éCÈ Ê�É|è Æ)È�Ö�Ö�ÈnË|Í�Ï|ÏpÈ�Ö�Ö�È
�|Å�Ç)é�ÅvÖ�Ö�×

t
è�Ï

y(t)
Î�È�Îaè é¡È�è ÏØéxÍ�Í�Ï|Ï|Í�Ç�Å*Ç�Ç/��Ö�Í�Ï|ÅvÈ È�Æ)Í�Ê�Å*ÅvÏ-Îaè�ÉpÊ�Å*ÅvÏ?�NçxÍ�Ö�Ö�è�Í�ÏÝé¡È�Ë|ËpÈ�Ô

Ö�ÅvÅvÊ�Å*ÅvÏí�CÈ�Í�éxÉmÇ�ÇQÈ��CÈCÇnÎaè�ÉpÊ�Í#��è�Í�Ì-È
Fj = −ky(t) Î�ÈÝéxÍ�Ç�éCÈ���è Í�Ì-È Ff = −γy′(t) $ÌKÍ�Ê)Ê�×�� Å*Æ)Æ)È�Ï|Ï|è Ö�Ö�Í�Ê�É|ÉpÊ�é�ÅvÆ�Ç)è�Í�ÌKÅ�Ç
k, µ ≥ 0

è.�CÈCÇ2�CÈ�é�Í�è�Í�Ç)Èp�,��è ÉpÊ�Í�� è�Í�ÌKÈÝè Ï Ê�Í�Í�Ê
Ê�Épè�ÆQÈ�È�Ï�� Å*Æ)Æ)È�Ï|Ï|è Ö�Ö�Í�ÏpÅ*ÏKéCÈ�Ë|ËpÈ�Ö�ÅvÅ*Ï°Ê�Í�Í�Æ�Ç/�xÌK× ×�ÏnÎ�ÈcÊ�ÅVË<�xÆ)éxÍ�ÍzËpÈ�Ö�È�ÉmÇ�Ç)È�ÌKÈ È�Ï-éCÈ�Ë|Ô
ËpÈ�Ö�Å*ÅvÏ-è�Æ)Í�Õ èxè�Ï?��ÃnÍ�Ç�éCÈ���è Í�Ì-Ènè Ï�Ê�É|è Æ)È È�ÏL��ÅvÆ�Æ)è�Ï|Ïpè�Ö�Ö�Í�Ï|Å*Ï�éCÈ�Ë|ËzÈ�Ö�Å*Å*ÏKÏ|è ËzÅvÉmÇ�ÅvÅ*Ï?�: È�Í�éxÉmÇ�ÇQÈ�é�èxè Ïõ�xÍ�Å*Ö�×�é¡È�Ë|ËpÈ�Ö�ÅvÅvÊ�Å*Å*ÏÝÉ|Ö�é�è Í�Ï|ÅvÏ���è�Í�Ì-È

Fp
�NÃ,È�Ë|ËpÈ�Ö�Å*ÅvÏ Ö�Í�Í�é Å�����Ç)×�Ö�ë

è�Ï
my′′ = Fj + Fv + Fp

Å*Ö�Í

y′′ + γy′ + ω2y =
Fp

m
,

4;³m� ¦�5
ÌKÍ�Ê)Ê�×

ω =
√

(k/m)
Î�È
γ = µ/m

�(+�×�Ì-×KêmÍ��$ÅvÆ�ÅvÏ�Ç�Í�È�È�Ö�Í#�<��ÇQ×�Ö�ëÁè�Ï�Ö�Í�ÏpÅvÈ�È�Æ�Í�Ï|ÅvÏ�Î�È
�CÈ�éxÍ�è é�ÅvÆ�Ç)è�Í�Ì�Í�Ï|ÅvÏ?�;��è�Ê

Fp 6= 0
$pÊ�Ånè�Ï�Å*Ëp×��|è�ÌKè Õ�Å*ÅvÏ|Í�Ï|Å*Ï?�

&VÏEéCÈ�émÊ�ÍíÇ�Í�Ö�È�Ï|Ï|Å�Ç�Ç)È%$|Îaè�Í�Ê)Ê�È�Ç)è�Í�Ê�ÅvÏEé�Å*Æ�Ç)È�Ö�É%��ÉpÏõ����Ç)×�Ö�ë'ËzÈ�Ö�È�ÉmÇ)É|É Å*ÏpÊ�Í�ÌKÌ-×�Í�Ê�Å*Ï
é�ÅvÆ�ÇQÈ�Ö�É(�xÉ|Ï�����Ç)×�Ö�ë éxÊ�Í;�
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Ø£{#¥ T
U=W~¹ø\�y¡�H�z\�Ü=ß { r �GIiÍ��$ÅvÆ�ÅvÏ�Ç�Í�È�È�Ö�Í#�<��ÇQ×�Ö�ë
G(t, y′, y′′) = 0

è Ï�Å*ÏpÊ�Í�Ì�Ì-×�Í�Ê�Å*Ï-é Å*Æ�Ô
Ç)È�Ö�É(�xÉ|Ï��<��ÇQ×�Ö�ë�éxÉ(�CÈ�É|émÊ�Å*Ï

y′
Ê�É(��Ç�ÅvÅ*Ï?� : è�Í�ê|È È�Ï�Ê�Í�Í�ÊhÅvÏpÊ�Í�Ï�ÆQÈCÇ)é¡È�Í�Ê�Ç)ÈKéxÉ(�CÈ�ÉpÊaÇQÈ

y′
Å*ÏzÊ�Í�ÌKÌK×�Í�Ê�Å*Ï é Å*Æ�Ç)È�Ö�É(�xÉ|Ïõ��� ÇQ×�Ö�ë�Í�êmÅ*Ï ÌKÅ*ÏpÅ�Ç�ÅvÖ�ÌKÍ�Ö�Ö�×|�D��è�Ê,Ê�Í�Í�Ïz×�è�Ï|Ï|Í�Ê�Ç�ÉmÇQÈ�È�Ï®$

è�Ï�ÆQÈCÇ�éCÈ�Í�Ê�É
y =

∫
y′ dt

�
�m�G+BÈ�Æ�éCÈ ÊaÇ)Å*Ö�Ö�È È�Ï��pÅ*Í�Ö�É|Æ)Í�Ï�Ö�Í�Í�é Å�����Ç)×�Ö�ë ×�4;³m� q<5÷È�Ö�é�ÉpÅ��pêmè Í�Ï

y′(0) = 0
Î�È
y(0) = y0 ∈

[0, π
2 ]
�6ÃnÅ*Æ)Æ�è�Ç)È�È�Ï�����Ç)×�Ö�ë§4;³x� q�5hêmÅ*Æ)Í��CÈ ÈCÇ)È�Ö�Ö�È

y′
Î�È�Í�Ï�Ç�ÅvÕ�Æ)è�Í�ê|È�È�Ï�Ë|É|è�Ö�Í�Ç�Ç)È�Í�ÏN�6çxÍ�Ö�Ô

Ö�è Í�Ï'Ê)È�È ê|È�È�Ï
1

2
y′2 − g

l
cos y = C,

ÌKÍ�Ê)Ê�×
C
è�Ïí�CÈ�éxÍ�èz�@çmÍ Îaè ÍÿÇ)Å�Ç)È È�ÏºÈ�Ö�éxÉ|Å��pêmè�Ç�$zÎaè�Ö�Ö�è Í�Ï

C = − g
l cos y0

�3ÃVè Ê�é¡È�è�Ï
Í�Ö�ÌKÅ*Í�ÊaÇQ×($HÅ*Ç�Ç)×

y′ < 0
$$ÏpÍ�Í�Ï

y′ = −
√

2g/l
√

cos y − cos y0
�NçxÅvËpÈ�Æ)è�Í�Ï�Ç�Í�Ì�ÅvÏ|Å�Ç)Å*Ö�Ô

Ì-×�Ö�Ö�×KÊ)È�È�êpÈ�È�Ï
√

l

2g

∫ y0

y

1√
cosu− cos y0

du = t.

+�×�Ì-×hè Ï_�CÈ�Í�Ï�Í�Ì�ËpÖ�Í�Ê�Í�Í�Ç�Ç�Í�Ï|ÅvÏcÆQÈCÇ)é¡È�Í�Ê�É-$�Î�ÈiÊ�Å*Ö�Ö�È�Í�Ê�Å*ÏpÈ�éxÍ�Ï,ÅvÆ�Í�Ç/�xÍ�Ê�Å*Ï_�zÈ�Ï|éCÈ�Ö�È($vé�è�Ê�éCÈ
Ê�Í�Í�Ïp×�ÅvÊ�Í�Í�Ï�Ç/�<�C× ×�Í�Ï Ç)Å*Õ Æ)È È�Ö�Í�È-ÅvÍf��è Í1Ö�È�Ê�é�Å=È|�HçxÍ�ÖÿÇ)ÍíÊ�È ÈCÇ�Í�Í�Ï��|ÅvÍ�Ö�É|Æ)Í�Ïõ�|Å*Í�Ö�È"�pêmÉzÊ�È�Í�éCÈ
P
7

P =

√

l

2g

∫ y0

−y0

1√
cosu− cos y0

du ∝
√

l

g
.

� Ö�Å*Í�ÊaÇ)Å�ÇQ×�×�Ï+Ì�ÅvÏ|Å�Ç�Ç�ÅvÖ�� �¢+Bè�Í�Ê�Å*Ï é�ÅvÆ�ÇQÈ�Ö�É(�xÉ|ÏâêmÍ��$ÅvÆ�ÅvÏ�Ç�Í�È�È�Ö�Í#�<��ÇQ×�Ö�ë
y′′ = f(t, y)é�ÅvÆ�Æ)è�ÇQÈ�È�ÏEêmÅvÆ�Í#�CÈ�È�Ç)È�Ö�Ö�È

y′
Î�È Í�Ï�Ç)Å*Õ�Æ)è�Í�ê|È È�Ï Ë|É|è Ö�Í�Ç�ÇQÈ�Í�Ï?� 9 ×�Í�ÏøËp× ×�Ê�Ç)× ×�ÏEÅ*ÏzÊ�Í�Ì�Ô

Ì-×�Í�Ê�ÅvÏ�é Å*Æ�Ç)È�Ö�É(�xÉ|Ï�êmÍ��$ÅvÆ�ÅvÏ Ç)Í�È È�Ö�Í�����Ç)×�Ö�ëxë Ï?�
 ×�×�Æ�Í�Ç�ÅvÖ�Ö�×�×�Ï2�xÉ|è�Ö�Å*Ö�Ö�ÈÁÇ)è�Í�Ê�ÅvÏ é Å*Æ�Ç)È�Ö�É(�xÉ|Ï�êmÍ��$ÅvÆ�ÅvÏ�Ç�Í�È�È�Ö�Í#�<��ÇQ×�Ö�ë�Ï°ÆQÈCÇ)éCÈ�Í�Ê�É?�
Ø£{�¯�} ß|ßmyCWYu=\�}9¹øß {�~�� �����.�

A ⊂ 8 4 � F :A→ 8 � � ∆ ⊂ 8W��� �����%�0� ��� ����� � y : ∆ → 8� � �Q�"� ��� ���.� ¢>���C���%�1� ��� �*��ï�û�� � ��ª"� F (t, y, y′y′′) = 0
� � �@� � �¡��������� �.� ������� � ∆

�%���.�
` �L������� ����� � � � y′(t) � � y′′(t) � �.� �G�.����� � �6� � ����� � �¡�
����� � t ∈ ∆

�
a � (

t, y(t), y′(t), y′′(t)
)
∈ A

����� � �¡������� � t ∈ ∆
�%� �b �

F
(
t, y(t), y′(t), y(t)

)
= 0

����� � �¡������� � t ∈ ∆
�

Ø£{¡± T
U=W~¹ø\�y¡�H�?W { ��ÈCÇ)é�Å*Ç)È�È�ÏKÅvÊ�Í�ÌKÅ*Æ)éxÍ�Ï°³m� qp� q÷Î�×�Æ~ÎaÅ=ÊaÇ)Å*Ö�ÌK×�ÏKÇ)È�Æ�éCÈ�Ê�Ç�ÅvÖ�ÉzÈ|�<&VÖ�Å�Ç)Å�Ç)È È�Ï-$ Å�Ç�Ô
Ç)×nÉ|Ö�é�è Í�Ê�Ç)ÈJ� è�Í�Ì-È�È
Å*Ízè�Ö�Å�$�Îaè Ö�Ö�è�Í�Ï-è�Ï�Ç�É|Ç�éxÍÿÇ�Ç)È��CÈ,Ö�Í�ÏpÅvÈ�È�Æ�Í�Ê�Ç)ÈJ�CÈ�éxÍ�è�é�ÅvÆ�Ç)è�Í�ÌKÍ�Ê�Ç)ÈoÎ�È?�|è Ì�è�Ô
Õ�ÅvÅ*Ï|Í�ÊaÇQÈcê|Í*�6Å*Æ)Å*Ï�Ç�Í�È�È�Ö�Í#����Ç)×�Ö�ë ×

y′′ + γy′ + ω2y = 0,

çxÅ*Ï�ÆQÈCÇ�éCÈ�Í�Ê�ÉmÇG�C×�Ö�Í�Ö�Ö�×
∆ = 8 Ö�ë.�mêmÅ�ÇQ×�×�Ï�Ê�ÅvÏ � � � � �"�������¡���|�¡������ï�û�� � �#ª.� r2 + γr + ω2 = 0È��xÉ|Ö�Ö�È(7�Ê�Í Îaè�Í�Ç�Å�ÇQÈ�È�Ï��<��ÇQ×�Ö�ë�ë Ïw��Æ)Í�Ç�Å

y(t) =
Å rt $*Îaè�Ö�Ö�è Í�Ï-ËzÈ�Ö Î�È�Ê�Ç�É|É-$ Å�Ç�Ç)×?�xÆ)ÍÿÇ)Å�é�Å*Ö�ËpÈ È($�Îaè�ÊéCÈ�ÆQÈ�é�Ç�ÅvÆ�Í�ÊaÇ)Í�ÏpÅ*Ï�����Ç)×�Ö�ëcÇ�è�Ç�ÅvÉmÇ�É|Éß­C�Q&VÏ Ç)È Ê�È�Ï é è�Ö�ÌKÅ
Ì-È��pêmè�Ö�Ö�Í�Ê�É|ÉmÇ�Ç)È|�

r���Ã,È�ÆQÈ�é�Ç�ÅvÆ�Í�Ê�Ç�Í�Ê�ÅvÏ�����Ç)×�Ö�ë�ÏÁÎaÉ|É|Æ)Å�Ç

r1 =
−γ −

√

γ2 − 4ω2

2

Î�È
r2 =

−γ +
√

γ2 − 4ω2

2
è.�CÈCÇ�Å*Æ)Í�Ê�É|É|Æ)Å�Ç�Æ�Å=È�È�Ö�Í�Ö�É%��É|Ç

r1
Î�È

r2
� 9 ×�Í�Ï éC×���$BÎaè Ê

γ > 2ω
Å*Ö�ÍnéxÍÿÇ)é¡È�� è�Í�Ì-È

��è ÍÿÇ�Ç)È�È1Îaè ÉpÊ�Í�� è�Í�ÌKÈ�Ï?�
+�×�Ö�Ö�ë�Í�Ï
éxÉ(�CÈ�É|émÊ�Å*Ç
Å r1t Î�È�Å r2t è.�CÈ�Ç6ÆQÈCÇ)éCÈ�Í�Ê�ÉCÎ�È1Î�È ÏpÅíè.�CÈCÇ
´�µ�;;½6º|Å�¸�º1º�½lÂ�ÈyÅ6¿/Ñ�¼|Ãs¼|¼1¿g¾6¿>Å�Â�ÍGÊ�À»ÃgÅ�º1¹»º�¼�½'Ã/Å�º|Ê�Â�È�ÃgÈ
¼�¼1¹»Å�¸�¾�½6¸�º|¼1½ Æ É�Â�È�Å6½lÍH¿�¿6Á|¹ ¼�¼1Ã/À»Ã/Ã,Å6½�½/¾�½Ã x+iy =

Ã x
`

cos y + i sin y
´ Å6½6¹»Å�¹»À»À�½

x, y ∈ Z .W®Â�ÍGÊ�À»Ã/Å�º|¹�½6Á�¾
Â�¹»º|ÃgÈ�Å�¸�¾6½6¸�Å�º1Ã/ÈHÒ�Ã/Á|¹ ¾6½�½K¼|¼1½'ÍH¿�¿6Á�¹ ¼|ÃgÀ»À�¿�¿6ÈGº|Ã/È¢Á|Ãg½�½6À»¹»Â�º1½6ÈGÒ�Ã/Á|¹ ¾6½�½K¼�½6È'É1½u¹»ÍH½^��¹»È�½�½6Á|¹»Â�º1½6ÈÒ�Ã/Á�¹ ¾�½�½K¼�¼1ÂKÉ|Ã/È?º1¸�ÍGÍH½6È.½�ôgÉ|Â�º
f, g :∆ → ZÏÆ È�¹»¹»È (f + ig)′ = f ′ + ig′.

óa¿6¹»È>Â�À»À»Ã/È
d

dt

Ã (x+iy)t =
d

dt

Ã xt cos yt + i
d

dt

Ã xt sin yt = · · · = (x + iy)
Ã (x+iy)t Å6½6¹»Å�¹»À»À�½ x, y, t ∈ Z .

«C¦



Ö�Í�Ï|Å=È�È�Æ)Í�Ê�Å=ÊaÇ)ÍöÆ)Í�Í�Ë|Ë|ÉpÌKÈ�Ç�Ç)è�ÌKÍ�È�°C� � ��Ç)×�Ö�ë ÏøÖ�Í�Ï|Å=È�È�Æ�Í�Ê�ÉpÉpêmÅ*Ï²��Épè�émÊ�ÍöéCÈ�Í�é�éxÍ÷Ï|Í�Í�êmÅvÏ
Ö�Í�Ï|Å=È�È�Æ)Í#�<�zêmÍ�Ê�Ç�ÅvÅ�Ç�è.�CÈCÇ�Ì3� ë Ê÷ÆQÈCÇ�éCÈ�Í�Ê�ÉCÎ�È(7

t 7→ y(t) = C1
Å r1t + C2

Å r2t , C1, C2 ∈ 8 . 4;³m� «�5
�m��Ã,È�ÆQÈ�é�Ç�ÅvÆ�Í�Ê�Ç�Í�Ê�ÅvÏ�����Ç)×�Ö�ë ÏKÎaÉ|É|Æ)ÍNè�Ï'éCÈ�éxÊ�Í�Ï|é�ÅvÆ�ÇQÈ�Í�Ï|Å*Ï�Î�È-Æ)ÅvÈ È�Ö�Í�Ö�É|éxÉ

r1
� 9 ×�Í�Ï'éC×���$

Îaè Ê
γ = 2ω

�(+�×�Ö�Ö�ë�Í�Ï��xémÊ�ÍHÆQÈCÇ)éCÈ�Í�Ê�É è�Ï Å r1t �(!íÏ�Ç)×KÌcÉ|ÉmÇhÆQÈCÇ)é¡È�Í�Ê�ÉmÇ ¤q|��Ã,È�ÆQÈ�é�Ç�ÅvÆ�Í�Ê�Ç�Í�Ê�ÅvÏÞ�<��ÇQ×�Ö�ë�Ï�ÎaÉpÉ|Æ�Å*Ç
è.�CÈ�Ç
Í�Ì-È�Õ�Í�ÏpÈ È�Æ)Í�Ê�Å�Ç=� 9 ×�Í�Ï éC×���$�Îaè Ê
γ < 2ω

ÅvÖ�Í
Îaè�ÉpÊ�Í#��è�Í�Ì-ÈL��è�Í�Ç�ÇQÈ�È0�CÈ�Ê�Ç�ÉpÊC��è Í�Ì-È�ÏN��+�×�Ö�Ö�ë�Í�Ï�Æ)È�Ç�éCÈ�Í�Ê�É�Î�ÈÁè.�CÈCÇ6³

t 7→ y(t) = C1
Å −γ̃t cos ω̃t+ C2

Å −γ̃t sin ω̃t, C1, C2 ∈ 8 , 4;³m� ¯<5
ÌKÍ�Ê)Ê�×

γ̃ = γ/2
Î�È
ω̃ =

√

4ω2 − γ2/2
�
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p, q, r : ∆ → 8 � � �@�"� � � � �JÙ��.� y1 � � y2 � �.� �J� � �.���?�����Q� ��� ���¡�������1������ ��� �;� � ���"�%� � û(�"�w�K���6���%�¡�����¬ï�û�� � ��ª"� y′′ + py′ + qy = 0

� � �@� � �¡��� � � � ye
�"�Þ�����"���

� � � û%�.���C�<�6�
�q�¡���
��ï�û;� � ��ª.� y′′ + py′ + qy = r
� � ��� � �¡��� �.� �*����� � ∆

�u�%������� � �����.�,� � � û(�.���.Û���6���%�¡������ï�û�� � ��ª"�§� � �@� � �¡�6�;� �.� ������� � ∆
� �.� � y = ye + C1y1 + C2y2,

�L�¡�6� � C1, C2 ∈ 8 �

©%���.�¡���1����� çxÍ��xÉ|É|Ç�Å�ÇQÈ�È�Ï?�%+Bèxê|Í�Ê�Ç�É|émÊ�ÅvÊ)Ê�ÈcéC×���Ç�Å�ÇQ×�×�ÏxA
Æ)è�Ï�B È�Ö�Ö�Í�Ï°ÅvËp×���� ÇQ×�Ö�ë ×p� ¹ { � { u {
Ø£{¡à T
U=W~¹ø\�y¡�H�z\�Ü=ß { r �G� È�Ç�é�Å*Ç)È È�ÏØÅ=Ê�Í�ÌKÅ*Æ)éxÍ�Ïº³x� q|� qcÎ�×�Æ9ÎaÅvÊ�Ç�ÅvÖ�Ì-×�Ï Ç)È�Æ�éCÈ ÊaÇ)Å*Ö�Å*ÌKÍ�Ê�Ç)Èp�

��è�Ê
é�Í�Ç�éCÈ�� è�Í�ÌKÈ2��è�Í�Ç�ÇQÈ�È�Îaè�ÉpÊ�Í�� è�Í�Ì-È�Ï-$$Ï|Í�Í�Ï é¡È�Í�éxéxÍ@Æ)È�Ç�éCÈ�Í�Ê�ÉmÇ
È�Ï ÇQÈ�È°é¡È È��CÈ�4;³m� «�5
Ö�È�ÉpÊ�Å*Å*Ï ³m��³iÏ|è�Î�È�Ö�Ö�Èp��� è Ê$Îaè�ÉzÊ�Í#��è Í�Ì-ÈJ��è ÍÿÇ�Ç)È ÈVéxÍ�Ç�éCÈ���è Í�Ì-È�Ï-$CÏ|Í�Í�Ï-éCÈ�Í�éxéxÍpÆQÈCÇ�éCÈ�Í�Ê�ÉmÇ
Ê�È È�ê|È È�Ï�éCÈ�È��CÈ�Ê�Ç)Èw4;³m� ¯<5���ÒiÈCÎ�ÈCÇQÈ�ËpÈ�É|émÊ�Å=Ê�Ê)È

γ = 2ω
Ë|Í�Ç)×�Í�Ê�Í|Ö�ë.��ÇQ×�×VÇ�è Í�Ï|ÅvÏ-Ö�Í�Ï|Å=È�ÈCÔ

Æ�Í�Ê�ÅvÊ�Ç�Í1Æ�Í�Í�ËpË|É|Ì-ÈCÇ)è�ÏØÆQÈCÇ)éCÈ�Í�Ê�É
y2
�HÃiè é�Å*Í�Ö�Ö�È È�Ïx�xÆ�Í�Ç�Å*Ç�Ç)×

y2(t) = v(t)y1(t)
$6ÌKÍ�Ê)Ê)×

y1(t) =
Å r1t �%=BÈ�Ê�é�Å*Ç)È�È�Ï°êmÅvÆ�Í#�CÈ�ÈCÇQÈCÇ

y′2 = v′y1 + vy′1
Î�È

y′′2 = v′′y1 + 2v′y′1 + vy′′1 .

çxÍ Îaè�Í�Ç�Å�ÇQÈ�È�Ï�ÏpÅöÎ�È
y2
êmÍ*�6Å*Æ)Å*Ï�Ç)Í�È È�Ö�Í�����Ç)×�Ö�ëxë�Ï®7

y′′2 + γy′2 + ω2y2 = v′′y1 + 2v′y′1 + vy′′1 + γ(v′y1 + vy′1) + ω2vy1

= v(y′′1 + γy′1 + ω2y1
︸ ︷︷ ︸

=0
È�Í�ÏpÈ

) + v′′y1 + v′(2y′1 + γy1
︸ ︷︷ ︸

=0
Ï���Ç ) = 0 + v′′y1 = 0,

Îaè Ê
v′′ = 0

�pçxÅ
Ç�è�Ç�Å*É|Ç�É|É-$zéxÉ|Ï
v(t) = t

$¡Îaè�Ç)Å*Ï�Ç�è Í�Ï|ÅvÏ Ö�Í�Ï|ÅvÈ È�Æ)Í�Ê�ÅvÊ�Ç�Í6Æ)Í�Í�Ë|Ë|É|Ì-È�Ç�è�Ï
Æ)È�Ç�éCÈ�Í�Ê�É è Ï

y2(t) = t
Å r1t �%=NÈ�ÉpÊ�ÅvÅ*Ï'³x�´³�Ïpè�Î�È�Ö�Ö�ÈÁéCÈ�Í�éxéxÍ?Æ)È�Ç�éCÈ�Í�Ê�ÉmÇ÷è.�CÈ�Ç

y(t) = C1
Å r1t + C2t

Å r1t , C1, C2 ∈ 8 . 4;³m��³�5
+�×CÇQ×°ÌKÅ*ÏpÅ�Ç�ÅvÖ�Ì-× ×-Ç�è Í�Ê�Å*Ï Æ)È�Ç�éCÈ�Í�Ê�É|Ï�Ö�ë.� ÇQ×�ÌKÍ�Ê�ÅvéxÊ�Í@Ê�È�Ï|è�ÇQÈ�È�Ï ������� � ��� � �;� � �%���"�|Û� � �0�¡���6����� �içxÅØÇ�è Í�ÌKÍ�Í
Ì0��ë�Ê°Ê�Å*Ö�Ö�È�Í�Ê�Í�Ö�Ö�ÈEÖ�Í�Ï|Å=È�È�Æ)Í�Ê�Í�Ö�Ö�È«����Ç)×�Ö�ë Í�Ö�Ö�×%$?Îaè�Ç�éCÈøÅvÍ��C×CÇ�è�Ö�Å�CÈ�éxÍ�è é�ÅvÆ�Ç)è�Í�Ì�Í�Ê�Í�Èp�

�m�GFiÈ�Å�Ç)È È�ÏKéCÈ�Í�éxé�Í|ê|Í*�6Å*Æ)Å*Ï�Ç�Í�È�È�Ö�Í#����Ç)×�Ö�ë�Ï
y′′+y = t

ÆQÈCÇ)é¡È�Í�Ê�ÉmÇf�C×�Ö�Í�Ö�Ö�× 8 � ) ÆK�CÈCÇ)È È�Ï-$Å�Ç�Ç)×H�xémÊ�Í Ï|Í�Í�ÊaÇQ×�è�Ï
ye(t) = t

��Fhè ÌKè�Õ�ÅvÅ*Ï|Í�Ê�Å*Ï?����Ç)×�Ö�ë�Ï
y′′+y = 0

é¡È�Æ)È�é�Ç�Å*Æ)Í�ÊaÇ)Í�Ï|ÅvÏ
��� ÇQ×�Ö�ë�è�Ï

r2 + 1 = 0
�6çxÅ*Ï'ÆQÈCÇ)é¡È�Í�Ê�ÉmÇiè.�CÈ�Ç

0 ± i · 1 $�Îaè�Ç�ÅvÏ'éCÈ�émÊ�ÍD�|è�ÌKè Õ�Å*ÅvÏ|Í�Ê�ÅvÏ��� ÇQ×�Ö�ë�Ï�Ö�Í�Ï|Å=È�È�Æ)Í�Ê�Å=ÊaÇ)Í$Æ)Í�Í�Ë|ËpÉ|Ì-ÈCÇ�è Ï�Ç)È�Æ)È�Ç�éCÈ�Í�Ê�ÉpÈÁè Ï
Å 0t cos 1t = cos t

Î�È Å 0t sin 1t = sin t.

=NÈ�ÉpÊ�ÅvÅ*Ï�³x�´³¡Ï|è�Î�È�Ö�Ö�È0����Ç)×�Ö�ë�Ï
y′′ + y = t

éCÈ�Í�éxéxÍHÆ)È�Ç�éCÈ�Í�Ê�ÉmÇG�¡×�Ö�Í�Ö�Ö�× 8 è.�CÈ�Ç
y(t) = C1 cos t+ C2 sin t+ t, C1, C2 ∈ 8 .

Ë�µ��%À»¹�Ñ�Î�¼1¿6À»Ô�º|¼1¿
λ1
Ã rt + λ2

Ã r2t = 0
Å6½6¹»Å�¹»À»À�½

t ∈ Z º|Ã/¸�Á1½�½ λ1 = λ2 = 0
µ×�µ�Wf½6Å�º1¹"Á|½K¼1ÅK½6¹»º1¸.½'Â�È�Ã r1t É|½0Ã r2t µ9WDÂ�º1ÅK½fÒ�¹ »�ÃgÁ�Ã/È�¼|¹�½�½6À»¹ Ñ�Î�¼1¿6À»Ô¢Â�ÈGÀ»¹»È�Ãg½�½6Á�¹»È�Ã/È Æ È�¹»¹»ÈGÀ»¹»È�Ãg½�½6Á|¹ Ñ�Î�Ò�¹»º�Ö¼|Ã/Ã/¼

1

2

Ã r1t +
1

2

Ã r2t =
Ã
−γ̃t cos ω̃t

É1½ 1

2i

Ã r1t − 1

2i

Ã r2t =
Ã
−γ̃t sin ω̃tÂg¾�½K¼®ÍlÑ
Ô�º-Á|½K¼1ÅK½6¹»º1¸6É|½�µ

«�«



+Nè Í�Ê�Å*ÏÝé�ÅvÆ�ÇQÈ�Ö�É(�xÉ|Ï êmÍ*�6Å*Æ)Å*Ï�Ç)Í�È È�Ö�Í�����Ç)×�Ö�ëxë�Ï§�C×�Ö�Í�Ö�Ö�×
∆ ⊂ 8 Ö�Í�ÍÿÇ)Å�ÇQ×�×�ÏÝÇQÈ��¡È�Ö�Ö�Í�Ê�Å=ÊaÇ)Í� � ����� È�Ö�éxÉ|Å���Ç�è�È

y(t0) = y0
Î�È

y′(t0) = y1,
ÌKÍ�Ê)Ê�×

t0 ∈ ∆
Î�È
y0, y1 ∈ 8 �

Ø£{¡ê T
U=W~¹ø\�y¡�H�?W { ��ÈCÇ)é�Å*Ç)È�È�ÏVÅ=Ê�Í�ÌKÅ*Æ)éxÍ�Ïc³m� qp� qBÎ�×�Æ9ÎaÅvÊ�Ç�ÅvÖ�Ì-×�ÏnÇ)È�Æ)éCÈ�Ê�Ç�ÅvÖ�ÅvÌ�Í�Ê�Ç)È|��&VÖ�Å*Ç�Å�ÇQÈ�È�Ï-$
Å�Ç�Ç)×héCÈ�Ë|ËpÈ�Ö�Å÷Ëzè Í�éxé�ÅvÉmÇ�Å*Ç)È È�Ï�È�Ö�É|émÊ�Í é è���Ç)È È�Ï

y0 ∈ 8 Î�ÈVËp×�× ÊaÇ)Å�Ç)× ×�Ï�Ê�Í�Í�Ç)×iÍ�Æ�Ç�ÍxÏ|è ËzÅvÉpêmÅvÖ�Ö�È
v0 ∈ 8 � ) Ö�éxÉ|Å��zêmè�Ç�è.�CÈCÇnÇQ×�Ö�Ö�ë Í�Ï y(0) = y0

Î�È
y′(0) = v0

� 9 Å-Ì-×�×�ÆQ×�×��C×�ÇÏ�CÈ�éxÍ�è�Ç
C1Î�È

C2
éxÉpÊ�Ê)È�éxÍ�Ï�é�è Ö�ÌKÅ=Ê�Ê)ÈnÇ)È�ËpÈ�ÉpéxÊ�ÅvÊ)Ê)È24;³m� «�5v�ß4�³x� ¯�5���+Bèxê|Å�Ç)È È�Ï���Í�Å*Ö�×($�ÌKÍÿÇ)Å*ÏÁÎ�×�Æ9ÎaÅvÊ�Ç�Å*Ö�Ì-×

éC×�� Ç�Ç)×���Ç/����$xéxÉ|Ï
t→ ∞ �r��G��è�Ê°éxÍ�Ç�éCÈ���è Í�Ì-È«� è�Í�Ç�ÇQÈ�È�Îaè ÉpÊ�Í#��è Í�Ì-È�Ï-$oÏ|Í�Í�Ï

r1
Î�È

r2
è.�CÈCÇ°Ï|ÅvÕ È�Ç�Í�Í��xÍ�Ê�Í�È($BÎaè�Ç)Å*Ï

éCÈ�Ë|ËpÈ�Ö�ÅJ�pÈ�é�ÅvÉmÇ�É|É�è Æ�Í�Õ�èxè�Ï��|Å*Í�Ö�È���Ç�Å*Ö�Å*Ì-È�Ç�Ç)È%$méxÉ|Ï
t→ ∞ ��m�G��è�Ê,Îaè ÉpÊ�Í#��è Í�Ì-È«� è�Í�Ç�ÇQÈ�È éxÍÿÇ)éCÈ���è�Í�Ì-È�Ï-$'�|Å*Í�Ö�È���Ç�Å*Ö�Å*Å éCÈ�Ë|ËpÈ�Ö�ÅØè�Æ)Í�Õ è�Ï �xÌ�Ëz×�Æ)Í�Ö�Ö�×p�

FhÅvÍ�Ö�È"��Ç�ÅvÖ�ÉpÏ�Ö�È�È�ÎaÉ|ÉpÊ1Ë|Í�Å*Ï|ÅvÏ|Å*Å ÅvéxÊ�Ë$è�Ï|ÅvÏ Ç)Í�È È�Ö�Í�Ê�ÅvÊ�Ç�Í;�¡ÃnÉ|Ï
t→ ∞ $�Ëp×�×�Ç/���,é¡È�Ë|ËpÈ�Ô

Ö�Åiè�Æ)Í�Õ è�è Ï?��� è Ê@éxÍ�Ç�éCÈ���è Í�Ì-È�È
ÅvÍpè�Ö�Å�$ Ï|Í�Í�Ï�Ê�Í�Ö�Ö�è�Í�Ï
y(t) = y0 cosωt+(v0/ω) sinωt

$
Îaè�Ç)Å*Ï�éCÈ�Ë|ËpÈ�Ö�ÅJ�|ÅvÍ�Ö�È"��Ç)Å*Ö�Å*ÅnÍ�×�Ç�Í;�

q|��ÒhÈCÎ�È�Ç)È�ËpÈ�É|émÊ�ÅvÊ)Ê�È
γ = 2ω

éCÈ�Ë|ËpÈ�Ö�ÅJ�pÈ�é�ÅvÉmÇ�É|É�è Æ�Í�Õ�èxè�Ï®$ éxÉ|Ï
t→ ∞ �FhÉ|è Ì-È�È($mÅ*Ç�ÇQ×-Æ)È�Î�ÈCÇQÈ�ËpÈ�É|émÊ�ÅvÏ°ÆQÈCÇ�éCÈ�Í�Ê�Éõ4�³x�´³"5 Ê)È�È ê|È�È�Ï�Ê�Å*éC×KéxÍÿÇ)éCÈ���è�Í�Ì-È�Ï�êmè�ÌKÍ�Ï|è�Í�Ì-È�Ï

Ç)È�ËpÈ�É|émÊ�Å*Ï5Æ)È�Ç�éCÈ�Í�Ê�ÉzÊaÇQÈ²4;³m� «�5cÆ)È�Î�È�Ö�Ö�È
ω → γ/2− Å�Ç�Ç)× Îaè�ÉpÊ�Í#��è�Í�Ì-È�Ï êmè�ÌKÍ�Ï|è�Í�Ì-È�ÏøÇQÈCÔ

ËpÈ�ÉpéxÊ�Å*Ï�ÆQÈCÇ�éCÈ�Í�Ê�ÉpÊ�Ç)È�4;³x� ¯�5öÆQÈCÎ�È�Ö�Ö�È
ω → γ/2+

4��pÈ�Æ9Îaè�Í�Ç�ÉpÊ�Ç�Å���Ç)×��C×�5��
Ø£{|z�î T
UvW9¹ø\�y=�H�?W { +1È�Æ)é¡È ÊaÇ)Å*Ö�Ö�È È�Ï �xÍ�ÅvÖ�× éxÍ�Ç�éCÈ�Í�ÊaÇQÈj�pÈ�Æ�ÌKè�ÏpÍ�Ê�Ç)È è�Ê�éxÍ�Ö�Ö�È�È�Ç�Ç�è Æ�Í�È5Å*Ö�ÍÁÅvÊ�Í�Ô
ÌKÅ*Æ)é�Í�Ï�³x� q|� qiÎ�×�Æ~ÎaÅ=ÊaÇ)Å*Ö�Ì-×�×|�q&VÖ�Å�Ç)Å�ÇQÈ�È�Ï®$|Å�Ç�Ç)×KË|É|ÏpÏ�ÉpéxÊ�Å*ÅvÏx�¡È�Í�éxÉmÇ�Ç)È ÈiÎ�È�émÊ�è Ö�Ö�Í�ÏpÅ*Ïx��è Í�Ì-È
Fp = f0m sin ω̂t

$
f0 ∈ 8 $ ω̂ > 0

�q&VÏ�ÆQÈCÇ�éCÈ�Í�Ê�Ç)È��CÈcÅ*Ëp×��|è�ÌKè�Õ Å*ÅvÏ|Í�ÏpÅ*Ï�����Ç)×�Ö�ëq7
y′′(t) + γy′(t) + ω2y(t) = f0 sin ω̂t

éCÈ�Í�éxÍ�Ö�Ö�È
t ∈ 8 . 4;³x� ��5

&iÇ)È�éxÊ�ÉmÇ�Ç)È��CÈ�Ê�Ç�ÍCË|Í�Ç�éC×�ÏÁÈCÎ�È�Ï
éxÉ|Ö�ÉmÇ�Ç�ÉpÈiÆ)È�Ç�éCÈ�Í�Ê�ÉnÆ)Í�Í�Ë|Ë|ÉpÉ?�¡È�Í�Ï,ËpÉ|Ï|ÏxÉ|émÊ�ÅvÅ*Ï?�CÈ�Í�éxÉmÇ�ÇQÈ��CÈ�Ê�Ç)È
��è Í�Ì-È�Ê�Ç)È%$|Å*Í3È�Ö�éxÉ|Å��pêmè�Í�Ê�Ç)È|� ) ÆK�CÈCÇ)È È�Ï�Ê�Í�émÊ�Í|$$Å�Ç�Ç)×���émÊ�ÍBÆQÈCÇ)éCÈ�Í�Ê�É'è Ï

ye(t) = A cos ω̂t +
B sin ω̂t

$|ÌKÍ�Ê)Ê�×
A,B ∈ 8 �q+�×�Ö�Ö�ë Í�Ï

y′e(t) = −ω̂A sin ω̂t+ ω̂B cos ω̂t
Î�È

y′′e (t) = −ω̂2A cos ω̂t− ω̂2B sin ω̂t.

çxÍ Îaè�Í�Ç�Å�ÇQÈ�È�Ï
ye
êmÅvÆ�Í#�CÈ�ÈCÇ�Ç�è Í�Ï|ÅvÅ*Ï��<��ÇQ×�Ö�ë�Ï�4;³x� ��5l�CÈ�Ê�Å*ÌKËpÈ È�Ï�Ë|É|è Ö�ÅvÅ*Ï-$¡Îaè Ö�Ö�è�Í�Ï'Ê�Ånè�Ï

(−ω̂2A+ γω̂B + ω2A) cos ω̂t+ (−ω̂2B − γω̂A+ ω2B) sin ω̂t.

Ãiè�Ê�éCÈ
t 7→ cos ω̂t

Î�È
t 7→ sin ω̂t

è.�¡È�Ç1Ö�Í�Ï|ÅvÈ È�Æ)Í�Ê�ÅvÊ�Ç�Í�Æ�Í�Í�Ë|Ë|É|Ì-ÈCÇ�Ç�è Ì�Í�È($¡Ï|Í�Í�Ï�4�³x� ��5?Ç�è�Ç)Å*ÉmÇ)É|É
Ç)× Ê�Ì-×�Ö�Ö�Å*Å*Ï�Ê�Í�Ö�Ö�è Í�Ï�éxÉ|Ï�Ï|Í�Í�êmÅvÏ�é Å*Æ�Ç�è Í�ÌKÅ�Ç�è.�CÈCÇhÊ)È�Ì-ÈCÇ�ÅvÖ�Í

−ω̂2A+ γω̂B + ω2A = 0
Î�È − ω̂2B − γω̂A+ ω2B = f0.

ÒhÈCÇ)éCÈ�Í�ÊaÇQÈ�È�Ï°Ç)× ÊaÇQ×

A = − f0γω̂

(ω2 − ω̂2)2 + γ2ω̂2

Î�È
B =

f0(ω̂
2 − ω2)

(ω2 − ω̂2)2 + γ2ω̂2
.

4;³m� �<5
� Æ�Í�Ç�Ånè Ï|Ï|Í�ÊaÇ)É|Í|$�Î�ÈKÏ|Í�Í�Ïx��� ÇQ×�Ö�ë�Ïõ4;³x� ��5BÎaè éCÈ�Í�Ï|Å*Ï�Æ)È�Ç�éCÈ�Í�Ê�É��C×�Ö�Í�Ö�Ö�× 8 è�Ï

y(t) =
Å −γ̃t (C1 cos ω̃t+ C2 sin ω̃t) +A cos ω̂t+B sin ω̂t, C1, C2 ∈ 8 . 4;³m��r=S�5

ÒhÈCÇ)éCÈ�Í�Ê�É�4�³x��rvS<5íé è�è�ÊaÇ)É|É�éCÈ"�zêmÅvÊ�Ç)ÈcÊ�Í�Ï|Í�ÌÁÉ|è�Ç�è�Í�Ê�ÅvÊ�Ç)È_�C×�Æ)×�� Ç)Å*Ö#�mÊaÇQ×($�Îaè Í�Ê�Ç)ÈcÅ*ÏzÊ�Í�ÌKÌK×�Í�ÏpÅ*Ï
Æ�Í�Í�Ë|Ë|É|ÉEÈ�Ö�éxÉ|Å��zêmè�Í�ÊaÇQÈ($£�CÈ�Í�ÌKÅ*Ï|ÅvÅ�Å*émÊ�Ëzè Ï|Å*Ï�Ç)Í�È È�Ö�Í�Ê�ÅvÊ�Ç�Í6Î�È'Ê�Å*Ï éxÉ|Ö�ÌKÈ�Ç)È ÈCÎaÉ|ÉpÊ

ω̃
è�Ï Ë|Í�Å�Ô

Ï|Å*ÌKË|Í÷éxÉ|Í�ÏEé�Í�Ç�éCÈ�Ç�Ç�è Ì-È�Ïøè�Ê�éxÍ�Ö�Ö�È�È�Ç�Ç�è Æ�Í�Ï éxÉ|Ö�Ì-È�Ç)È�È�ÎaÉ|ÉpÊ
ω
�u+Bè�Í�Ï|Å*Ï«�C×�ÆQ×"��Ç)Å*Ö#�ØÅ*Í÷Æ)Í�Í�Ë|É

È�Ö�éxÉ|Å��pê|è�Í�ÊaÇQÈnÎ�È Ê�Å*Ï éxÉ|Ö�Ì-È�Ç)È�È�ÎaÉ|ÉpÊiè�Ï Ê)È�Ì-È°é�ÉpÍ�Ï É|Ö�é è�Í�Ê�ÅvÏÞ��è Í�Ì-È�ÏØé�ÉpÖ�Ì-ÈCÇQÈ�È�ÎaÉ|ÉpÊ
ω̂
�

) Ö�éxÉ|Å��pê|è�Í�ÊaÇQÈ Æ)Í�Í�Ë|ËpÉ|Ì-ÈCÇ�ÇQÈ éxÍÿÇ)é¡È�Í�ÏpÅ*Ï �pÈ�Æ)ÌKè�Ï|Í�Ï|ÅvÏ5è�Ê�éxÍ�Ö�Ö�È�È�Ç�Ç�è Æ�Í÷Ëp× ×CÇ/���ºÈCÎ�È�Ï5Ì0��ë�Ç)×
�C×�ÆQ×"��Ç�ÅvÖ�ÅvÌK× ×�Ï�ÉpÖ�é è�Í�Ê�ÅvÏ�� è�Í�ÌKÈ�Ï�ÇQÈ"��Ç�Í�Í�ÏN�

«�¯


