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Luku O

Esipuhe

Kisilldsi on integraalilaskentaa ja tavallisia differentiaaliyhtd16ita kisittelevin mate-
matiikan approbatur-kurssin luentomoniste. Kurssi pidettiin Jyvéskyldn yliopiston
matematiikan ja tilastotieteen laitoksessa kevitlukukaudella 2005.

Monisteessa on seitsemén lukua. Ensimmaisessd tutustutaan integraaliin de-
rivaatan kiddnteisoliona, antiderivaattana. Opitaan koko joukko tekniikoita, joilla
annetun kuvauksen antiderivaatta eli integraalifunktio lasketaan. Todetaan, ettd
joskus intgraalifunktio 16ytyy helposti, joskus vain kovalla tyGlla ja joskus ei miten-
kidn.

Toisessa luvussa tutustutaan integraaliin tasoalueen pinta-alana. Maaritel-
ld4n huolella Riemann-integraali porrasfunktioiden seki ala- ja yldintegraalin avul-
la. Riemannin ehto opitaan, samoin integraalin perusominaisuuksia (lineaaarisuus,
vertailuperiaatteet).

Kolmannessa luvussa 16ydetéddn yhteys antiderivaatan ja Riemann-integraa-
lin vélille: jos kuvaus f:[a,b] — R on jatkuva ja F sen antiderivaatta, niin

b
/ f(x)dz = F(b) — F(b).

Neljdnnessé luvussa opitaan epéoleelliset integraalit niin rajoittamattoman
integrointivélin kuin rajoittamattoman kuvauksen tapauksessa.

Viidennessd luvussa sovelletaan integraalin kisitettd tasokuvioiden pinta-
alaan, pydrahdyskapaleiden tilavuuteen sekd matkan, nopeuden ja kiihtyvyyden ki-
sitteisiin. Lopuksi opitaan kolme numeerista menetelméd Riemann-integraalien las-
kemiseksi.

Kuudennessa luvussa perehdytéddn ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyh-
taloihin: differentiaaliyhtdlon ja sen ratkaisun kisitteet opitaan. Monista eri ratkai-
sumenetelmistd valitaan separointimenetelm3, joka kiiydain huolella l4pi. Lineaaris-
ten differentiaaliyhtildiden ratkaisukaava (vakionvarioimiskaava) opitaan. Gronwal-
lin epdyhtilo esitetddn ja todistetan. Sitd kiytetddn sen perustelemiseen, ettd on
16ydetty kaikki kulloisenkin differentiaaliyhtélon tai alkuarvotehtadvén ratkaisut.

Seitseminnnessa luvussa madritelldin yleinen toisen kertaluvun differentiaa-
liyhtalo ja sen ratkaisu. Lineaaristen yhtdldiden ratkaisumenetelmd opitaan ja sitd
sovelleteaan kitkaiseen harmoniseen oskillaattoriin.

Monisteen integraalilaskennan osa on olennaisesti LaTeX-ladontaohjelmalla
puhtaaksi kirjoitettu versio Heli Tuomisen kisinkirjoitetusta luentomonisteesta, jon-
ka hin laati luennoidessaan kurssia kevitlukukaudella 2004. Differentiaaliyhtaldiden
esityksen laadin itse, koska tdni kevadnd aikaa ja tarmoa kiytettiin viimevuotista
enemmén integraalilaskentaan. Differentiaaliyhtéloiden perusasiat tuli siksi kisitel-
14 vauhdikkaamin kuin viime vuonna. Koko monisteen osalta paino- ja asiavirheista
tulee torua yksin minua.

Jyvaskylasséd 3. maaliskuuta 2005

Veli-Matti Hokkanen



OSA 1

INTEGRAALILASKENTAA



Luku 1

Integraalifunktio

1.1 Antiderivaatta

Differentiaalilaskennassa etsittiin annetun kuvauksen f derivaattaa f’. Jos esimer-
kiksi f(z) = 3, niin f’(z) = 32°. Integraalilaskennassa on kiifinteinen tehtéivi:
kuvaus f on annettu, ja on midrdttiva toinen kuvaus F siten, ettd F'(x) = f(x)
kaikilla x. Joskus tdmé teht#va on helppo kuten tapauksessa f(z) = x3. Silloin oitis
huomataan, ettd kuvaukseksi F' kelpaa F(z) = x*/4. Joskus muulloin tehtivd on
mahdoton kuten tapauksessa f(z) = expz?2. Silloin on varsin helppo osoittaa, etts
F on kylla olemassa ja laskea sen arvoille likiarvoja, mutta yksinkertaista lauseketta
alkeisfunktioiden avulla sille ei ole olemassa.

1.1 Maaritelma. Olkoon I C R wvdli. Kuvaus F: I — R on kuvauksen f:1 — R
integraalifunktio, jos F on derwoituva vililla I jo F'(x) = f(x) kaikilla x € I.

Integraalifunktiosta kiytetddn myos nimityksid antiderivaatta ja primitiivi.

1.2 Huomautus. Miiritelmansi mukaan antiderivaatta on derivoituva, joten se
on myoés jatkuva.

1.3 Esimerkki. Haetaan kuvauksen f: R — R, f(z) = 322 antiderivaatta. Koska
kuvaus F: R — R, F(z) = 23 on derivoituva vililla R ja F'(z) = 322 = f(z)
kaikilla z € R, niin F on kuvauksen f antiderivaatta. Lisdksi huomataan, ettd
jokaiselle vakiolle C' € R pétee D(ﬁ‘(x) +C) = f(z) kaikilla z € R. Siten kuvaukset
F(z) = 23 + C ovat kaikki haettuja antiderivaattoja.

Taman esimerkin kaltainen tilanne pétee kaikille kuvauksille f, joilla on integraali-
funktio F. Voisiko kuvauksella f olla muitakin integraalifunktioita kuin FE () +C,
C € R? Vastaus on ei. Seuraava lause sanoo, ettd antiderivaatta on lisattavad va-
kiota vaille yksikisitteinen.

1.4 Lause. Olkoon F:1 — R kuvauksen f:I — R antiderivaatta. Talléin kuvaus
G:I — R on kuvauksen f antiderivaatta, jos ja vain jos jollakin reaaliluvulla C
patee

G(z) = F(x) + C kaikilla x € I.

Todistus. Ehdon riittavyys. Olkoon jollekin C' € R voimassa G(z) =
kaikilla = € I. Silloin G on derivoituva valilla I ja G'(z) = F'(z) = f(
x € I. Siten my6s G on kuvauksen f antiderivaatta.

Ehdon valttaméttémyys. Olkoon G: I — R kuvauksen f:I — R antideri-
vaatta. Talloin

F(z)+ C
x) kaikilla

2(Gla) ~ F@)) = @) ~ F'(a) = f(x) ~ f() =0



kaikilla = € I. Tésté seuraal, ettd G(x) — F(x) on vakio vélilld I eli on olemassa
C € R siten, etté

G(z) — F(z) = C kaikilla x € I.
Siten G = F + C. m.o.t.

1.5 Esimerkki. Etsi kuvauksen f antiderivaatta, kun

fR—R, f(x)z{

r—1, josx > 1,
—r+1, josz<l1.

Rajoittumalla véleihin | — oo, 1] ja [1, oo[ saadaan

{%xz—x—i—Cl, jos x> 1,

Flz) = —s2?+ax+Cy, josz<l,

missd vakiot C ja Cy voivat olla eri lukuja. Kuvauksen F' on oltava jatkuva myés
pisteessd x = 1, joten
lim F(z) = lim F(z)

r—14 r—1—

elil/2—-14+C; =—-1/24 1+ Cs eli C; = C3 + 1. Nyt kuvaus F: R — R,

1.2 :
_J a7 +C+1, josx>1,
Fz) {—%m2+m+0, jos x < 1,

on derivoituva? ja F’(z) = f(z) kaikilla € R eli F on kuvauksen f antiderivaatta.
Vakion C kiydessa lapi kaikki reaaliluvut syntyy ns. integraaliparvi eli joukko {F |
C € R}, joka on kaikkien kuvauksen f antiderivaattojen joukko. Jos esimerkiksi
halutaan, ettd F'(0) = 0, niin C = 0.

1.6 Esimerkki. Haetaan kuvauksen
[TR—R, f(z) ={

se antiderivaatta F': IR — R, jolle F(1) = 2. Rajoittumalla véleihin | — o0, 0] ja
10, co[ néhdasn heti antiderivaatat niilla:

22 +1, josx >0,
e’ jos x < 0,

L2+ 2401, josz>0
— 2 ’ 9
Fz) { e + (s, josx <0

missd C1,Cs € R. Ehdosta F (1) = 2 seuraa 1/3+ 1+ C; =2 eli Cy = 2/3. Toinen
vakio saadaan kuvauksen F' jatkuvuudesta, silld silloin F' on jatkuva erityisesti
pisteessd x = 0, jolloin

A F) = T, £
eli 1/3-03+0+2/3 =e% + s eli C; = —1/3. Siten haetuksi antiderivaataksi
kelpaa vain

e® — 1, jos x < 0.

1.3 2
Vield on tarkastettava, ettd tdmé kuvaus on derivoituva origossa ja F'(0) = f(0). Se
voidaan tehd jalleen tarkastelemalla erotusosamaéran raja-arvoa origossa. Derivoi-
tuvuus origossa seuraa myo0s siitd, ettd raja-arvo lim, o F’(x) on olemassa ja F on

jatkuva?. Koska tuo raja-arvo on 1= f(0), niin 18ydetty F' on haettu antiderivaatta.

1. Muista viliarvolause. Olkoot x,zg € I, © # x¢. Silloin jollakin £ lukujen z ja o vilistd patee
(G(z) = F(z)) = (G(zo) — F(z0)) = (G'(§) — F'(€)) (z — x0) =0 (x — z0) = 0.

2. T#mi vaatii hieman laskemista. Vileilld | — oo, 1[ ja ]1, 00[ F' on polynomi, ja se derivoidaan
potenssifunktion derivoimissddnnoén avulla. Pisteessd © = 1 on yksinkertaisinta laskea erotusosa-
mairin (F(1+ h) — F(1))/h raja-arvoa, kun h — 0 ja huomata, etti se on nolla.
3. Téassdkin sovelletaan véliarvolausetta , jonka mukaan lukujen O ja h vilissd on luku £ siten,
ettd
F(h) — F(0)
—=——= = F(&) = /(&) = £(0),

kun h — 0, silld f on jatkuva.



1.7 Maaritelmi. Jos F:1 — R on kuvauksen f:1 — R antiderivaatta, niin ku-
vauksen [ (mddraagmaton) integraali on F(x)+C, missd C € R. Talloin merkitiin

/f(a:)da::F(a:)+C’, CeR.
Jos kuvauksella f on antiderivaatta, niin sanotaan, ettd f on integroituva.

1.8 Huomautus. Kaikilla kuvauksilla ei ole integraalifunktiota. Sellainen on esi-
merkiksi L )
) _J g Josz#0,
fiR—R, f(z) { 0, josz=0.
Toisaalta yksinkertaisenkin kuvauksen integraalifunktion 16ytdminen voi olla vaike-
aa. On olemassa my0s sellaisia yksinkertaisia kuvauksia, joiden integraalifunktiot
eivit ole alkeiskuvauksia, esimerkiksi

1 1 oo sinx
V1IF+zi lnz’ ox

1.2 Integroimiskaavoja

Integraalifunktion méiritelmasta ja derivointikaavoista saadaan integrointikaavoja.

1.9 Lause.
f(z) = F'(x) F(x) laagin vali
a (a =vakio e R) | ax +C R
P, p €] —1,00] ﬁx”“—i—(}' R, josp e N
zP, p €] — o0, —1] ﬁx”“—i—(}' | — 0, 0[ tai ]0,00[, josp € Z
1 In|z|+C | — 00, 0] tai ]0, 00|
e’ e’ +C R
a®, a €)0,00[\{1} | & +C R
sinz —cosz+C R
cosx sinz + C R
tanx —Infcosz|+C | =5 +nm, 5+, n€Z
cotx In|sinz|+C Inmt,nm + 7], n € Z
sin"? gz —cotz+C Inmt,nm + 7], n € Z
cos 2z tanz + C | =5 +nm, 5+, n€Z
sinhz = % coshz +C R
coshz = % sinha 4+ C R
11712 arcsinx + C ]-1,1]
leg arctanx + C R
\/1i_7 arsinhz + C =
1 =ln(z+Vi+22)+C |R
—— arcoshz + C =
In|z+ Va2 —1|+C ] — 00, —1] tai |1, 00|
1fw2 artanhz + C =
:llnlf—i—kc ]—1,1]
— arcotflxi(]:%ln%—i—(] ] — 00, —1] tai |1, 00|
@@ #1 | S @+ 0
L n|f(z)| +C

Seuraavaksi kisitellddn menetelmii, joilla monet integrointitehtévit voidaan
palauttaa taulukoitujen alkeisfunktioiden integroimiseksi. Tarkeimmét néistd me-
netelmistd ovat integraalin lineaarisuuden hyddyntdminen, integrointi osittain ja
muuttujanvaihto.



1.10 Lause. Integraalin lineaarisuus. Olkoot kuvauksille f: 1 — R jag: 1 — R
integraalifunktio ja k € R. Talloin myés kuvauksilla® f +g:1 — R ja kf:1 — R
on integraalifunktio ja

/(f(;v)+g(a:)) d;v:/f(x) dx+/g(x) da, (1.1)
/kf(x) do = k/f(x) da. (1.2)

Todistus. Olkoon F kuvauksen f antiderivaatta ja G kuvauksen ¢ antiderivaatta.
Silloin derivaatan lineaarisuuden nojalla

L (Fa) +G@) = F'@) + G'(a) = f() + 9(a) Ja kF(x) = KF'(2) = K (2)

kaikilla = € I. Siten F' + G on kuvauksen f + g antiderivaatta ja kF' on kuvauksen
kf antiderivaatta. Madraaméttomén integraalin madritelmén nojalla kaavat (1.1)
ja (1.2) pitavat paikkansa. m.o.t.

1.11 Esimerkki. Kaavojen (1.1) ja (1.2) avulla polynomin integroiminen palautuu
potenssifunktion integroimiseksi:

/(1+x2)d;v:/(1+2x+$2)dx:/1dx+2/xd;v+/x2d;v

1 1 1
:;v—|—2~§x2+§x3+C:x+x2+§x3+C.

Huomaa, ettd kolmesta eri integraalista tulevat vakiot voidaan yhdistdd yhdeksi.

1.12 Esimerkki. Potenssien summa, jossa on negatiivisia potensseja, palautuu se-
kin potenssien integraalien laskemiseksi:

/(%+6x2)dx:3/x*2dx+6/x2dx
T

1
:3.(_x_l)+6.§$3+C:—3x_1—|—2l‘3+0

Integroimisen tulos on viisasta tarkastaa derivoiden:

d

%(—Bx_l—l—?xg—i—C):—3~(—x_2)+2~3x2+0=3x_2+69€2.

1.13 Esimerkki. Joidenkin yhdistettyjen kuvausten integroiminen sujuu integraa-
lin lineaarisuuden avulla:

1
/cos?)acdac:/%?)cos?)xdx: %/30053mdm: gsin?)x—&—C,
silld D sin 3z = 3 cos3x.

1.3 Integrointi osittain

Olkoot f,g:I — IR derivoituvia. Tulon derivointikaavan mukaan

%f(m)g(x) = f'(2)g(x) + f(x)g' () kaikilla = € I.

Tasté saadaan seuraava lause.

4. N&m3i kuvaukset médritellddin pisteittdin: (f + g)(z) = f(z) + g(z) ja (kf)(z) = kf(z).



1.14 Lause. (Osittaisintegrointikaava.) Olkoot f ja g: I — R derivoituvia sekd
f(x)g'(x) integroituva. Silloin f'(x)g(x) on integroituva ja

/ f(@)g(@) de = f(x)g(z) — / f(@)g (@) de.

Tama on kiyttokelpoinen kaava silloin, kun hankala integroitava kuvaus voidaan
kirjoittaa tuloksi f’g ja f¢’ on helppo integroida.

1.15 Esimerkkeji. 1. Lasketaan [ e”z dz. Valitaan f'(z) = e” ja g(x) =z,
jolloin kelpaa f(z) = e® ja ¢'(x) = 1. Siten

/erxdx: ezx—/er ldz =ze® — e® +C.

2. Integroidaan osittain [Inzdz. Valitaan f'(z) = 1 ja g(z) = Inz, jolloin
kelpaa f(x) =z ja ¢’(xz) = 1/x. Siten

1
/hm:da::/l-lna:da::xlnx—/x-dez:clnx—z—&—C.

Koska D(zlnz —2z+C) =1-Inz +z-1/x —1 = Inz kaikilla x > 0 ja
vain niill, niin integraali on todella® se, mitd saatiin. Laajin mahdollinen
vali I =]0, ool

3. Integroidaan osittain F'(z): = [ e® sinz dz. Valitaan f'(z) = sinz ja g(x) =
e”, jolloin kelpaa f(z) = —cosz ja ¢'(x) = e®. Siten

F(z)=—e" cosa:+/ e” cosx dx.

Integroidaan osittain oikean puolen integraalia. Valitaan f'(z) = cosz ja
g(x) = e” jolloin kelpaa f(z) = sinz ja ¢'(x) = e®. Siten

F(z)=—e% cosz+ e” sinx — / e’ sinzdr = e” (sinz — cosx) — F(x).
Néiin saatiin yhtdld, josta ratkaistaan F(x) = e® (sinx — cosz)/2 + C.

4. Integroidaan osittain [ zarctanz dz. Valitaan f'(z) = z ja g(z) = arctanuz,
jolloin kelpaa f(z) = 22/2 ja ¢'(x) = 1/(1 + x?). Siten

1 1 1
F(x): :/xarctanacdac: gxzarctanm—/§x21+x2 dz.

Koska 22 /(1 +2?) = (1 + 22— 1)/(1 +2%) =1 — 1/(1 + 2?), niin

1 1 1 1 1
F(z) = §$2arCtanx—§/1da:+§/1+—xzdx: §x2arctanx

1 1 1 1
—3% + iarctanx—&— C= 5(3;2 + 1) arctanz — 3% +C.

1.4 Integrointi sijoituksen avulla

Yhdistetyn kuvauksen derivointikaava eli ketjusdintd sanoo, etti

2 o) = ' (9(@)g' (). (13)

Sovelletaan sitd potenssikuvaukseen ", n # 1, jonka derivaatta on nz"~!, ja lo-
garitmikuvaukseen In z, jonka derivaatta on 1/z. Silloin saadaan lauseen 1.9 kaksi
viimeistd integrointikaavaa.

5. Integroinnissa vaanivat laskuvirheet alati, ja siksi tuloksen tarkastaminen derivoiden on aina
viisasta.



1.16 Esimerkkeja. 1. Sovelletaan lauseen 1.9 toiseksi viimeistd integrointi-
kaavaa:

/(x3 +2)232% dx = %(xB +2)3+0, C€R,

silld valitaan n = 2 ja f(x) = 23 + 2, jolloin f’(z) = 322.
2. Lauseen 1.9 viimeiselld integrointikaavalla lasketaan:

1 1 2 1
/2$_3dm=§/2x_3dx:§1n|2x—3|+C,

missd C € R ja I =] — 00,3/2[ tai I =|3/2, cq], silld valitaan f(z) = 2z — 3,
jolloin f'(z) = 2.

Ketjusddnnon (1.3) avulla saadaan seuraava lause.

1.17 Lause. Muuttujanvaihtokaava. Olkoon g: I — R derivoituva. Silloin g
kuvaa vilin 1 viliksi J C R. Olkoon lisiksi F': J — R kuvauksen f:J — R antide-
rivaatta. Silloin f(g(x))g'(z) on integroituva ja kaikilla x € I pitee

/ F(9(@)d @) do = / £(u) du (1.4)

missi u = g(x).

Todistus. Koska g on jatkuva, se kuvaa vilin I joksikin viliksi® J C R. Ketjusiin-
nén (1.3) nojalla F(g(x)) on derivoituva ja

d

T F(9(@) = F'(9(2))g'(2) = f(g(x))g' ()

kaikilla € I. Siten f(g(z))g'(x) on integroituva ja sen antiderivaatta on F(g(x)).
Niin ollen kaavan (1.4) vasen puoli on F(g(z)) + C. Se on sama kuin F(u) + C,
joka puolestaan on [ f(u) du. m.o.t.

1.18 Esimerkkeja. 1. Lasketaan muuttujanvaihtokaavalla [ 23 cosz* dz. Ku-
vaus cosz* on yhdistetty kuvaus, joten asetetaan f(r) = cosz ja g(x) = x4,
jolloin ¢'(z) = 423 ja kelpaa F(z) = sinz. Sijoitus u = g(z) = 2* ja muut-

tujanvaihtokaava antavat

/x3005x4d9€:i/f(g(x))g'(x)dx:i/f(u)du:i/cosudu
:isinu—l—C:isinx4+Ckaikillaac61R

2. Lasketaan [(2? — 1)*2z dz muuttujanvaihtokaavan avulla. Valitaan f(z) =
2t ja g(x) = 2% — 1, jolloin ¢'(x) = 2z ja kelpaa F(x) = z°/5. Sijoitus
u=2? — 1 antaa

1

/(gc2 — D' 2z de = /u4du = %US +C = g(x2 —1)° 4 C kaikilla = € R.

3. Lasketaan vield [ x/(z*+1)dx. Nyt valitaan f(z) = 1/(14+2?) ja g(z) = 22,
jolloin ¢'(x) = 2z ja kelpaa F(z) = arctan z. Sijoitus u = 22 antaa

T 1 2x 1 1
——dr = = dr == | ——=d
/1+334 v 2/x4—|—1 v 2/1+u2 v

1 1
=3 arctanu + C = 3 arctan 22 + C kaikilla z € R.

6. T&ama seuraa Bolzanon lauseesta, joka sanoo, ettd jatkuva kuvaus saa kahden arvonsa vilistd
kaikki arvot.



Kaikissa niissd esimerkeissd vaihdettiin muuttujaa eli sijoitettiin v = g(z) siten,
ettd saatiin helppo integraali laskettavaksi. Kun se oli laskettu, palattiin alkuperéi-
seen muuttujaan z. Kuvauksesta g ei tarvitse olettaa bijektiivisyyttd. Muutenkin
laskussa ja vilin I mairittamisessd voi olla melko huoleton, jos laskun jélkeen tar-
kastetaan derivoiden, onko saatu tulos oikea. Samalla selvidd my6s vali I helposti.

1.19 Esimerkki. Katsotaan vield edellisen esimerkin viimeistd kohtaa. Jos laske-
malla tai arvaamalla on saatu integraalikandidaatiksi % arctan z2+C, niin derivointi
yhdesséd antiderivaatan yksikésitteisyystuloksen (lause 1.4) kanssa kertoo, etta in-

tegraali on juuri %arctan 22 + C ja sen laajin mahdollinen vili on I = R, silla

d /1 9 x
% (5 arctanx” + 0) = m
Muuttujanvaihtokaavaa voidaan kiyttdad myds toiseen suuntaan: integraalin
J f(u) du laskemiseksi se muokataan muotoon [ f(g(z))g'(x) dz tekemilld sijoituk-
set v = g(z) ja du = ¢'(z) dz. Jalkimméinen integraali lasketaan ja sen jélkeen
palataan muuttujaan u. Siind tarvitaan sit#, etts g on bijektio”, jolloin x = g~ (u).

kaikilla z € R.

1.20 Esimerkkeja. 1. Lasketaan | v/1 —u?dz valilld T =] — 1,1[. Sijoitetaan
u = sinz = g(z). Jotta kuvaus ¢ olisi bijektio, on rajattava esimerkiksi
x €] —7/2,7/2[. Nyt ¢'(z) = cosz ja x = g~ '(u) = arcsinu. Koska 1 —u? =
1 —sin® x = cos? z, niin v/1 — u? = cosz, silld x €] — 7/2,7/2[. Siten

1
/\/1—quu:/cosxcosxdx:/cos2xdx:/5(1+cos2m)dx

1 1

1
= §(x+sina:\/1 —sin®z

2

(z +sinxcosz) + C

— ol

1 1
+C = §arcsinu—|— §U\/1 —u2+C,

silld cos 2z = cos? z — sin? z = 2 cos® —1 ja sin 2z = 2sinz cos z.

2. Lasketaan kuvauksen f : [0,00[— R, f(u) = 1(/1 + \/u) integraali. Sijoite-
taan u = g(z) = 22, jolloin g: [0, co[— [0, co[ on bijektio ja derivoituva, kun
x > 0, ¢’(x) = 2z. Muuttujanvaihtokaavan mukaan

1 1 24+2x—2 1
/7du:/—2mda::/+7xdx:/(2—2 )dx
1+Vu 1+z 1+ 1+

1
:Z/Idx—Q/Tdm:2x+21n(l+x)—|—C’

1+

=2vu+2In(1 + u) + C.

Tarkastetaan tulos derivoimalla:
2

d 11
@(2\/‘—21n(1+\/6)+0) =2 5 TR
L 1 1 1+u—1 1
- \/ﬁ( 1+\/U) S Vu l+yu 14V
kaikilla u > 0. Pisteessd u© = 0 saatu kuvaus ei ole derivoituva. Niin ollen
integraali on olemassa vain valilla 0, co].

3. Palataan kuvauksen v/1 — u? integraaliin valilla [—1, 1]. Muuttujanvaihto-
kaavan soveltaminen sujuu ongelmitta, ja saadaan sama kuvaus ingraaliksi
kuin yll&. Se ei kuitenkaan ole derivoituva pisteissd 1 ja —1, joten valiksi [
kelpaa vain | — 1, 1[. Muuttujanvaihtolauseen kanssa ei ole ristiriitaa, silli se
olettaa, ettd f on integroituva.

11 1

7. Enempdd ei tarvitse kuvauksesta g olettaa, jos oletetaan, ettd f on integroituva. Se on itsea-
siassa vahva oletus. Riemann-integraalin muuttujanvaihtolauseessa oletetaan, ettd g on jatkuvasti
derivoituva, ¢g’(z) # 0 ja f jatkuva, koska lauseen todistuksessa niiti tarvitaan ja toisaalta niistd
seuraa kuvauksen f integroituvuus.
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Muuttujanvaihtomenetelmin soveltamiseen palataan, kunhan on opittu in-
tegroimaan rationaalifunktioita eli kahden polynomin osamé&aria.

1.5 Rationaalifunktioiden integrointi
1.21 Esimerkki. Lasketaan [(5z + 3)/(z% 4+ 22 — 3) dz. Integroitavan lausekkeen

nimittdjin nollakohdat ovat® 1 ja —3, joten nimitt4js on ensimméisen asteen poly-
nomien = — 1 ja = + 3 tulo. Huomataan, etta
2 3 2(x +3) +3(x - 1) 5243

a:—1+x—|—3: x2 422 —3 T 2422 -3

Siten integraalin lineaarisuuden nojalla

or + 3 1 1
_— = _— _— = — 1
/x2+2x_3da: 2/$_1+3/$+3dm 2ln|z — 1|4+ 3|z 4+ 3|+ C

kaikilla € I, missd C € Rja I =] — o0, =3[, I =] — 3,1[ tai I =]1, o0].

Jokainen rationaalifunktio R = P/Q), missd P ja @ ovat polynomeja, voi-
daan integroida alkeisfunktioiden avulla (niitd ovat polynomit, rationaalifunktiot,
eksponenttifunktiot ja trigonometriset funktiot sekd naiden kidnteisfunktiot). Tata
tulosta ei tdlla kurssilla muotoilla lauseeksi eiki sitd todisteta, vaan annetaan ohje,
miten rationaalifunktiot integroidaan. Menettelyn padvaiheet paljastuvat jo edel-
lisestd esimerkistd: rationaalifunktio muokataan osamurtolukujen summaksi, joka
integroidaan termeittiin. Yksityiskohtaisemin menettelyohje on seuraava.

1. Muokataan tarvittaessa funktiota R niin, ettd

missd S, K ja @ ovat polynomeja siten, ettd K:n aste on pienempi kuin
@:n aste. TAm4 onnistuu polynomien jakolaskulla. Polynomi S osataan in-
tegroida. Integraalin lineaarisuuden nojalla jai laskettavaksi rationaalifunk-
tion K/Q. integraali.

2. Jaetaan nimittdja (Q mahdollisimman alhaista astetta oleviin reaalikertoimi-
missd a, b, c € R siten, ettd b2 — 4c < 0.

3. Muodostetaan osamurtoluvut. Jos nimittéjén tekiji on (r —a)¥, k € Neli a
on nimittajin k-kertainen reaalinen nollakohta, niin vastaavat osamurtoluvut

ovat
Aq Ay Ay

x—a (z—a)?"" (z—a)’

missd Ai, ..., A € R. Jos nimittéjin tekiji on (2 + bz +c)¥, k € N, eli ni-
mittdjalla on k-kertaiset kompleksilukujuuret, niin vastaavat osamurtoluvut

ovat

Bix + C4 Box + Cs Brx + Cj,

22 +br+c (22+br+c)? (22 4 b+ )k’
missd Bi,...,Bg,C1,...,Cr € R. Rationaalifunktio on osamurtolukujensa
summa. Kertoimet A1, ...,y madratadn laskemalla osamurtoluvut yhteen.

4. Integroidaan osamurtoluvut.

1.22 Esimerkkeji. 1. Lasketaan [ 1/(2?—1)dz, kun I =]—oc0, —1[,I =]—1,1]
tai I =]1,00[. Integroitavan rationaalifunktion nimitt&jan aste on kaksi ja
osoittajan yksi, joten voidaan aloittaa toisesta vaiheesta. Nimittdjalla on

8. Muista toisen asteen yhtdlon ratkaisukaava.
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kaksi reaalista yksinkertaista nollakohtaa (1 ja —1), joten se on (z+1)(z—1),
ja osamurtoluvut ovat A;/(x + 1) ja As/(z —1). Nyt

Al i Ag _A1($—1)+A2($+1)_(A1+A2)CE+A2—A1
r+1 -1 (x+1)(z—1) N z?2—1 '

Témén pitdd olla sama kuin 1/(2? —1) kaikilla = € I. Se toteutuu tésmilleen
silloin kun osoittajissa kullakin x:n potenssilla on sama kerroin eli

{A1+A2=O eh{Al:

N|—=

Ay — A =1 Ay =

ol |

Siten

1 L1212 1 1/ 1
/x2—1dx_/(x+1+x—1)dm_ 2/x+1dm+2/x—1dx

1 1 1 z—1
1 U+ =In|z—1|+C==1 ‘—‘ .
2n|x—|— |+2n|x |+ C Sl +C

/ B+l
—————dz.
ad—a?+r-—1

Osoittajan aste on suurempi kuin nimittdjin, joten jaetaan jakokulmassa:

. Lasketaan

41

S 1
3 -2 4 —1 vt +x3

—224+x—1

Kokeilemalla huomataan, ettd x = 1 on nimittdjan nollakohta. Jakolaskulla
saadaan, ettd nimittdjd 2> — 22 +x — 1 = (x — 1)(2% + 1). Siten piitee

2 A Bx+C_(A+B)x2+(—B+C’)x+A—C
B—a24+z—-1 xz-1 241 3 —x24+x—1

)

missd jalkimmaéinen yhtdsuuruus seuraa samannimisiksi laventamisesta. Nain
kertoimet A, B ja C toteuttavat

A+B=0 A=1
—-B+C=0 el B=-1
A-C=2 C=-1.

Siten

241 1 z+1
T dr= 1 - dr—

L2 e 1] /(1—% T )d
= — n —_ — —
gt T . 222+1  2+1)Y

1 1
= §$2+a:+ln|:c— 1] — 5111(1—!—3:2) —arctanz + C,

kaikilla € I, missd C € R ja I =] — oo, 1] tai I =]1, o0[.
. Lasketaan vield integraali
/ 22° 43 e
RS

Integroitavan osoittajan aste on pienempi kuin nimittdjan ja nimittajalls ei
ole reaalisia nollakohtia, joten integroitavan osamurtokehitelma on

20243 _le—l—Cl Box + Cy

(z2+1)2  22+1 (2 +1)2
Bz 4 Cia? + (By + Bz + C1 4 Co
- (22 +1)2 '
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Ensimmaéinen yhtdsuuruus pitee tdsmélleen silloin kun

B1=0 B =0
Ci=2 oli By =0
Bi+By=0 Ci =2
Ci1+Cy=3 Cy =1.

Siten 022 1 3 )
<+ 1
/(x2+1)2dx_/x2+1dm+/(x2+1)2dx’

missd jalkimméinen integraali on

1 x? 20z
xz—_'_ldﬂf— mdm:arc‘canm—k —m§d$

silli 1 = 22 + 1 — 2. Tamé integraali integroidaan osittain valitsemalla
f(z) = —2z/(2® + 1)? ja g(x) = x/2, jolloin kelpaa f(x) = 1/(2® + 1) ja
g'(xz) = 1/2. Se on siis

z 1 /1 1 d 1 =z 1 ¢ e
- — | = r=_-——— — —arctanz .
222 +1 22241 22241 2

Niin saadaan lopulta

207 +3 5 1 =z .y
/mdm = iarctanx—k §$2——|—1 + C kaikilla xz € I,
missd C € R ja I = R. Tarkastus derivoiden vahvistaa laskun tuloksen
oikeaksi.

1.6 Trigonometristen kuvausten integrointi

Trigonometrisid kuvauksia siséltdvien lausekkeiden integroimiseen ei ole yleisid oh-
jeita. Seuraavat keinot voivat kuitenkin auttaa.
1. Derivaatoista johdetut peruskaavat (ks. lause 1.9).
2. Integroitavan kuvauksen muokkaaminen trigonometristen muunnoskaavojen
avulla.
3. Integrointi osittain.
4. Integrointi sijoituksen avulla.

(a) Jos integroitava kuvaus on rationaalifunktio R tangentista eli on las-
kettava [ R(tanz)dz, niin sijoitus ¢ = tanz vie laskemaan rationaali-
funktion integraalia, joka ainakin periaatteessa osataan aina laskea.

(b) Jos integroitava kuvaus on rationaalifunktio R sinisti ja kosinista eli
on laskettava [ R(sinx, cosx)dz, niin sijoitus ¢ = tan £ vie rationaali-
funktion laskemiseen.

Kéydain néistd viimeinen tarkemmin ldpi. Sijoitus ¢ = tan § antaa

1 9 T t? . 9T
=cos” — ja = sin® —
112 P9 1 2’
joten
2t
sinxz?sin%cosg:2tanECOSQ£:

2 2 1412

A R
CoOsST = cos” — —sin” - = .
2 2 14t

Rajoitetaan —m < x < m, jolloin & = g(t), missd g: R —| — m, 7[, g(t) = 2arctant
on derivoituva bijektio ja ¢'(t) = 2/(1 + t?). Muuttujavaihtokaavan mukaan

. 2t 1—t2\ 2
/R(51n:c,cosm)dm=/R(l+t2,1+t2)1+t2 dt.
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Tami on rationaalifunktion integraali, joka osataan laskea. Koska g on bijektio,
voidaan palata muuttujaan z.

1.23 Esimerkkeji. 1. Lasketaan [1/(1 4 sinz + cosx)dz. Integroitava on
rationaalilauseke sinisté ja kosinista, joten tehdéén sijoitus ¢ = tan 3. Edelld
olevan laskun perusteella sijoitus antaa

/ 1 p /(1+ 2t 1—t2) 2 it
- dr= _
1+sinz — cosx 14+t2  141¢2 142
14 t2 2 1
1+82+2t—1+1¢2 1+¢2 t(1+1t)

Kiytetdsn osamurtokehitelmés 1/(¢(1+¢)) =1/t — 1/(t + 1), joten

1 1 1
/.—dx:/—dt—/—dt:1n|t|—1n|t+1|+C’
1+sinxz —cosx t t+1

tan
]+c

2
1—|—tan§

~nfy

Derivoimalla selviad vali I ja laskettiinko oikein.
2. Lasketaan vield trigonometristen muunnoskaavojen avulla seuraava sinin pa-
rittoman positiivisen potenssin integraali:

/sin7xdgc:/(sinzx)Bsinxdx:/(l—coszx)?’sinxdx
:/(1—36052x+35in4x—(3056x) sin x dx

1
:—COS$+COSB$—§COS5$+?COS7{E+C.

1.7 Muiden funktiotyyppien integroinnista

Sinin ja kosinin rationaalilausekkeiden tapaan joukko muiden funktiotyyppien inte-
graaleja palautuu sopivalla sijoituksella rationaalifunktion integraaliksi. Olkoon R
rationaalifunktio.
A. Hyperbolisen sinin ja kosinin rationaalilausekkeen integraali muuttuu sijoi-
tuksella ¢t = tanh 7 rationaalifunktion integraaliksi:

26 1+1t%\ 2
/R(sinhx,coshx) dx = /R(l —0 1 i_t2) TP dt.
B. Sijoitus t = {/(az + b)/(cz + d), n € N, palauttaa integraalin
/R z, 1 0 dx
"Ver+d

rationaalifunktion integraaliksi.
C. Sijoituksella © = asint, a € R, —7/2 < t < w/2, saadaan

/R —x2 dx—/R (asint, |a| cost)a cost dt,
joka on sinin ja kosinin rationaalilausekkeen integraali. Se osataan laskea.

Sama onnistuu myds sijoituksella z/a = (1 — ¢2)/(1 + ¢2).
D. Sijoituksella x = asinht, a € R, saadaan

/R(a:, Va?+a?)de = /R(asinht7 |a| cosht)a coshtdt,

joka on hyperbolisen sinin ja kosinin rationaalilausekkeen integraali. Se osa-
taan laskea. Tama palautus onnistuu myds sijoituksella t = x + V22 + 1.
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E. Sijoituksella x = acosht, a € R, t > 0, saadaan
/R )dx = /R acosht,|a|sinht)asinh ¢ dt,

mikd hyperbolisen sinin ja kosinin rationaalilausekkeen integraali. Se osataan
laskea.

F. Olkoot a,b,c € R siten, ettd a # 0. Seuraava integraali palautuu johonkin
tapauksista C, D tai E tdydentdmélla nelicksi lauseke neliGjuuren alla ja
muuttujanvaihdolla y = = + b/a:

/R(a:, Vaz? + 2bx + ¢) du.

1.24 Esimerkkeji. 1. Tapauksesta C on esimerkki

xr
/4_x2+mdx’fz]‘2’2['

Tehd&ddn sijoitus z = 2sint, —7/2 < t < 7/2, jolloin z(t) on derivoituva

bijektio, 2’ (t) = 2cost ja V4 — 22 = \/4 — 4sin®t = 2 cost. Siten

/ T e :/ 4sintcost gt :/ sint gt
4224422 4cos?t + 2cost cost + %
—ln‘cost—F%’ +C = —ln‘%(\/ll—xz—i—l)’ +C’
—1In (M+ 1) +C.
2. Tapauksesta B lasketaan esimerkiksi

2 4 2z
Vi+z

Tehd#én sijoitus t = /1 + z, jolloin x = x(t) = t?> — 1 on derivoituva bijektio
(kunhan ¢ > 0) ja 2/(t) = 2t. Siten

dz, I =]—1,00[.

z? —|—23: (2 =12 +2(t2 - 1) / 4
= 2tdt =2 [ (t* —1)dt
\/1+;v 3 ( )

:5 —2t+0—3( +2)¥? —2(1+2)/? + C.

3. Lasketaan lopuksi tapauksesta F esimerkiksi

1
—d
/\/6+$—$2 v

Téydennetéiin juuren allla oleva lauseke nelidksi: 6+ — 22 = —(x —1/2)% +
1/4+46 = —(2—1/2)%+25/4. Sijoitetaan t = x—1/2, jolloin z = z(t) = t+1/2
on derivoituva bijektio R — R ja 2/(t) = 1. Siten

1 1
o= [ ———dt
/\/64-3:—562 /\/25/4—t2

Tama on tapaus C. Integraali voidaan laskea sijoituksella 2t = 5 sin 7, mutta
se menee suoraan sinin kainteisfunktion derivointikaavalla:

/ L d /2 ! dt = arc 2t +C
—————— A = e —— I'bln
V6 + x — a2 5.,/1—(2t/5)2 5
2t -1
:arcsin€+C’:arcsin x + C.
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Luku 2

Riemann-integraali

Téassd luvussa méadritellddn rajoitetun kuvauksen integraali yli rajoitetun vilin eli
yli vilin [a, b], missd a,b € R ja a < b.

Kuvauksen antiderivaatan hakemisen liséksi toinen integraalilaskennan pas-
ongelma on tasokuvioiden pinta-alan méirittidminen. Kuvauksen f: [a,b] — R ku-
vaaja eli kilyrd y = f(x) sekdi suorat © = a, x = b ja y = 0 rajaavat pinta-alan A.
Se madriteellddin kuvauksen f (madradtyksi) integraaliksi yli valin [a, b]. Md&ritelma,
perustuu tuon pinta-alan A arvioimiseen alhaalta ja ylh&alta suorakaiteilla. Kuvas-
sa 2.1 kyseistd pinta-alaa arvioi alhaalta neljin suorakaiteen pinta-alojen summa;:
A > By + By + B3 + B4. Vastaavasti pinta-alaa arvoidaan ylh&adltd suorakaiteilla,
joiden laki on kuvaajan yldpuolella. Suorakaiteita tihentamalld arviot tarkentuvat
ja lahestyvit kohti lukua A.

f(x)

By By B3 By

Kuva 2.1: Pinta-alan arviointi alhaalta.

2.1 Porrasfunktiot

2.1 Méairitelmi. Luvut xg,21,...,z, € R muodostavat vilin I = [a,b], a,b € R,
a < b, jaon (zg,1,...%,), jos

a=xp <21 < < Tp_1 <xp =>.

Kuvaus f:I — R on porrasfunktio, jos on olemassa vélin I jako (xo,x1,...,2,) ja
luvut a1, as,...,a, € R siten, ettd

f(x) = a; kaikilla © €]x;_1,z;[ ja j=1,2,...,n.

Huomaa, ettd porrasfunktio on kunkin jakovilin sisilla vakio. Jakopisteissd se saa
olla mita tahansa.
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2.2 Esimerkkeji. 1. Olkoon I = [0,1]. Kuvaus f:I — R,

-1, jos0<uxz<1/4,
flx)=< 1, jos1/4<uz<2/3,
2,  jos2/3<az<1,

on porrasfunktio (ks. kuva 2.2). Sen jako on (0,%,2,1). Kaikki muutkin
valin [0, 1] jaot ovat porraskuvauksen f jakoja, kunhan ne siséltévit pisteet

0,13, 1.
2. Olkoon f:[a,b] — R rajoitettu eli on olemassa M > 0 siten, etté | f(z)| < M
kaikilla 2 € [a,b]. Silloin vakiokuvaukset g(z) = —M ja h(x) = M ovat

porraskuvauksia ja g < f < h.

2 + o— o
1 + . *
) '1 5 |
1 2 1 1
-1 &—mmo

Kuva 2.2: Porrasfunktio.

2.3 Mairitelmi. Olkoon f : [a,b] — R porrasfunktio, jonka jako on (xo,...,xz,)
ja arvot ovat a; = f(x) kaikilla x € I;: =]z;_1,z;[, j =1,2,...,n. Porrasfunktion
f:la,b] — R integraali yli vilin [a,b] on

b n
/ fr=3"a;l(ly),
a J:]-

missd [(I;) = x; — xj_1 on jekovdlin I; pituus.

2.4 Huomautus. 1. Jos porrasfunktio f > 0, niin sen integraali on vastaavien
suorakaiteiden kokonaispinta-ala.
2. Kuvauksen f arvot jakopisteissi eivit vaikuta integraaliin.
3. Integraali ei muutu, vaikka porrasfunktion jakoa tihennet&én.

2.5 Esimerkki. Olkoon f:[0,1] — R sama porrasfunktio kuin esimerkissi 2.2.1.
Silloin

1
/0 f=l G041 G-z 0-2=2

Kuvaus f on porrasfunktio myds jakoa (0, 1, 2, 1) tiheimmén jaon suhteen. Esimer-

kiksi jaolle (0, 1, %,2,1)

1
=G0+ G-pr1G-g20--5

Integraalin arvo ei muuttunut. Syykin siihen paljastui laskustal'.

1. Ennen muinoin romaanit kiersivdt hevoskirryilld kerjuulla pitkin pitdjid. Mustalaisrouva maa-
nitteli talon emintdd antamaan kokonaisen leivan: "Hai, hyvd eménti, ei teiddn tarvitse koko leipdd
antaa. Leikatkaa se kahtia ja antakaa molemmat puolet."
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2.6 Lause. Olkoot f,g:[a,b] — R porrasfunktioita ja A € R. Tdlloin f + g ja \f
ovat porrasfunktioita. Lisiksi on voimassa:

b b
Jos f < g, niin / fg/ g. (2.1)

/ab(f+g)=/abf+/abg. (2.2)
/ab/\f:/\/abf. (2.3)

b c b
Jos a < c<b, m'in/f:/f—i—/ f. (2.4)
Todistus. Voidaan olettaa, ettd porrasfunktioilla on sama jako (zg,x1,...,2,) (jos
ei ole, niin tihennetdén kummankin jako niiden yhdisteeksi). Olkoot aq,...,a, € R
kuvauksen f arvot ja b1,...,b, € R kuvauksen g arvot. Koska f < g, niin a; < b;

kaikilla j = 1,2,...,n. Siten

/f ZaJ <i /bg.

Toinen kohta pétee, silla

n

b n n b b
/ (f+9) = ZaJ+bj)l(Ij):Zajl(lj)+zbjl(lj):/ f+/ g.

j=1

Kolmas kohta pétee, silla

/)\f ZA% Azaj )\/f

Viimeisen kohdan todistamiseksi tdydennetdin tarvittaessa jakoa siten, etta
x, = c. Integraalien arvot eivét siitd muutu, ja pitee
/ 7 / /.

[[1= 3 0= St

77.

j:k+1

m.o.t.

2.2 Riemann-integraali ja integroituvuus

Olkoon f:[a,b] — R ja f > 0. Jos g: [a,b] — R on porraskuvaus ja 0 < g < f,
niin porraskuvauksen g kuvaajaa vastaavan suorakaiteiston pinta-ala fa g arvoi al-
haalta kuvauksen f kuvaajan ja suorien y = 0, z = a ja x = b rajaaman tasoku-
vion pinta-alaa. Suorakaiteiden kaventuminen rajatta saadaan esitettyd seuraavasti
supremumin ja infimumin avulla.

2.7 Mésritelma. Olkoon f:[a,b] — R rajoitettu®. Kuvauksen f alaintegraali yli
védlin [a,b] on

b b
ala/ I :sup{/ g ‘g:[a,b]—>]R on porrasfunktio ja ggf}

Jja kuvauksen f yldintegraali yli vilin [a,b] on

b b
yléi/ f: :inf{/ h ‘h:[a,b]—ﬂR on porrasfunktio ja hZf}-

2. Toisin sanoen on olemassa M > 0 siten, ettd | f(z)| < M kaikilla z € [a, b].
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2.2.1 Kertausta supremumista ja infimumista

Olkoon A C R epéityhji. Reaaliluku M on joukon A yliraja, jos a < M kaikilla

a € A. Reaaliluku G on joukon A pienin yliraja eli supremum eli G = sup A,

jos se on joukon A ylaraja ja G < M jokaisella joukon A ylarajalla M. Samoin

méidritellddn joukon A alaraje m ja suurin alaraja eli infimum eli inf A.
Palautetaan mieleen joitakin lauseita.

2.8 Lause. Olkoon A C R epdtyhji ja m, M € R.
(a) Luku M = sup A, jos ja vain jos M on joukon A yliraja ja jokaiselle € > 0
on olemassa a. € A siten, ettd a. > M — e.
(b) Luku m = inf A, jos ja vain jos m on joukon A alaraja ja jokaiselle ¢ > 0
on olemassa a. € A siten, ettd a. < m + e.

2.9 Seuraus. Olkoon A C R epdtyhji, m € R sen alaraja jo M € R yldraja.
(a) Jos jollekin jonolle (y,) joukon A alkioita pitee lim,, oy, = M, nitn M =
sup A.
(b) Jos jollekin jonolle (z,) joukon A alkioita péatee lim,,_ o z, = m, niin m =
inf A.

2.10 Esimerkkeji. 1. Olkoon A =]0,1]. Nyt sup A =1 ja inf A = 0.
2. Olkoon B = {1/n | n € N}. Nyt sup B = max B = 1. Toisaalta lauseen 2.8
mukaan inf B = 0, silld 1/n > 0 ja jokaiselle ¢ > 0 on olemassa 1/n € B
siten, ettd 1/n < 0 + €. Seurauksen 2.9 avulla tdmi saadaan, kun valitaan

_ 1
yn—ﬁ-

2.11 Lause. (Taydellisyysaksiooma?®). Olkoon A C R epityhji ja ylhidlti ra-
joitettu*. Talloin silli on ddrellinen supremum.

2.12 Lause. Olkoon A C R epityhjd ja alhaalta rajoitettu’. Tallin silli on ddrel-
linen infimum.

2.2.2 Riemann-integraalin méiritelma

2.13 Huomautus. 1. Koska kuvaus f on rajoitettu, niin méiritelmén 2.7 jou-
kot ovat epatyhjid (ks. esimerkki 2.2.2). Lisdksi alaintegraalin maaritelman
joukko on ylhailta rajoitettu ja yldintegraalin mairitelmén joukko on alhaal-
ta rajoitettu. Siten lauseiden 2.11 ja 2.12 nojalla sekd ala- ettd yldintegraali
ovat direlllisind olemassa.

2. Seurauksen 2.9 mukaan on olemassa ainakin yksi jono kuvausta f alhaalta
arvoivia porrasfunktioita niin, etta niiden integraalien raja-arvo on f:n alain-
tegraali. Samoin on olemassa ainakin yksi jono kuvausta f ylhdalta arvioivia
porrasfunktioita siten, ettd niiden integraalien raja-arvo on f:n yldintegraali.

3. Lauseen 2.6 mukaan aina ala f: f<yla f: f, silla

b b b
ala/ f:sup{/ g‘g:[mb]—>]Ronp0rrasfunktiojag§f}S/ h

jokaisella porraskuvauksella h:[a,b] — R siten, ettd f < h.
4. Porrasfunktioille piitee aina ala f: f=yla f: f-

2.14 Maisritelmi. Rajoitettu kuvaus f : [a,b] — R on Riemann-integroituva®, jos

ala/f—yla/f

3. T&ama on aksiooma tai lause riippuen siitd, miten reaalikujen teoria esitetdén.

4. Eli silld on ylédraja.

5. Eli silld on alaraja.

6. Mikili sekaannuksen vaaraa ei ole, jitetddn sana Riemann mainitsematta. Integraalin kisitteitd
on useita.Tdrkeimmét niistd ovat Riemnann-integraali ja Lebesguen integraali. Jdlkimmaiseen
tutustutaan mitta- ja integraaliteorian kurssilla. Tarpeeksi sddnnollisen kuvauksen tapauksessa
Riemann- ja Lebesguen integraali ovat yhtd suuret.
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Talloin kuvauksen f Riemann-integraali (eli mddrdatty integraali) yli vdlin [a,b] on

/abf:/abf(x)dx: :ala/abf:yl'al/abf.

Kuva 2.3: Riemann-integraalin méiritelma

Huomaa, ettd ilmaisussa f: f(x) dz muuttuja x on ns. sidottu muuttuja. Se voidaan
vaihtaa toiseksi kirjaimeksi ilman, ettd integraali siitd muuttuu. Téstd ominaisuu-
desta tulee Riemann-integraalin nimitys “madritty integraali’.

2.15 Esimerkkeji. 1. Huomautuksen 2.13.4 perusteella jokainen porrasfunk-
tio f:[a,b] — R on integroituva ja sen Riemann-integraali on sama kuin
porrasfunktion integraali. Molempia sopii siten merkitd samalla merkinnilla

b
fa f
2. Lasketaan kuvauksen f:[0,1] — R, f(z) = = Riemann-integraali yli vilin

[0,1]. Valitaan vilin [0,1] tasavdlinen jako P = (0,1/n,...,(n — 1)/n,1),
missd n € N. Maédritelladn porraskuvaukset h, g: [0,1] — R,

koo k=l k[ po—

ha) =4 w qosxe] B ,n.[,k 1,2,...,n,
1, jos x on jakopiste,
kol josawe)Ll k[ k=1,2,...,n,

n ’'n

9(w) = { 0, jos x on jakopiste.

Talloin g < f < h. Siten

1 1
ala/ [= Sup{/ g ]g: [0,1] — R on porrasfunktio ja g < f}
0 0
1

1 1 1 n—1 1

> g:().__|__.__|_...+ -

0 n o n n n n
1 (n—-1n n-1

1
=24t 1) =5 o = e =

1
2n’

N =

Samoin saadaan

0
1
1 21 n 1 1
S| h==-4—- -+ +—-—==51+2++n)
0 n n n n n n
_1(n+1)n_1+1
T n2 2 T2 2]
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Koska ala-integraali on aina pienempi tai yhtdsuuri kuin yldintegraali, niin

11 ! ! 11
S <al < yla <4
2 2n—aa/0f—ya/0f—2+2n

Tam3 pitee jokaisella n € N. Annetaan n — oo, jolloin saadaan

1 1 1
—:ala/ f:yléi/ f-
2 0 0

1

Siten kuvaus f on Riemann-integroituva ja fol f=s.
3. Kaikki rajoitetut kuvaukset eiviit ole Riemann-integroituvia. Olkoon

| {1, josze@n]o,1],
f:0,1] > R, f(l‘)—{Q jos z € [0,1]\ Q.

Kahden reaaliluvun vilissd on aina rationaaliluku. Olkoon h:[0,1] — R
porrasfunktio siten, ettd h > f. Silloin h(z) > 1 kaikilla x € [0,1]. Siten
ylaintegraalin miaritelméan ja lauseen 2.6 ensimmaéisen kohdan nojalla

1 1
Yléi/ f =inf { / h ‘ h:[0,1] — R on porrasfunktio ja h > f}
0 0
' - 1
> inf {/ 1 ‘ h:[0,1] — R on porrasfunktio ja h > f} - / 1=1.
’ 0

Toisaalta vakiokuvaus 1 on porrasfunktio ja f < 1, joten

1 1
yla/ fg/ 1=1.
0 0

Niin yli [} f = 1. Samoin paitellddn ala [; f = 0 huomiosta, etti kahden
reaaliluvun vilissd on aina irrationaaliluku. Siten yli- ja alaintegraali eivét
ole yhtasuuria, joten f ei ole Riemann-integroituva.

2.3 Riemannin ehto
Supremumin ja infimumin e-luonnehdinta (lause 2.8) johtaa vastaavaan integroitu-

vuuskriteeriin:

2.16 Lause. (Riemannin ehto.) Olkoon f:[a,b] — R rajoitettu. Silloin f on in-
tegroituva, jos ja vain jos jokaiselle e > 0 on olemassa porrasfunktiot g, h:[a,b] — R

siten, ettd
b b
g<[f<h ja /h—/9<6-
a a

Huomaa, etté erotus f; h—f; g= f:(h—g) on kuvauksen f kuvaajan ja suorien x =
a, r = b, y = 0 rajaamaa pinta-alaa ylhailta ja alhaalta arvioivien suorakaiteiden
pinta-alojen erotus eli porraskuvausten h ja f kuvaajien viliin jadva pinta-ala, ks.
kuva 2.3.

Todistus. Riemannin ehdon valttaméttémyys. Olkoon f integroituva. Talloin

f: f = ala f: f=yla f: /. Yldintegraalin mééritelmén ja lauseen 2.8 mukaan on
olemassa porrasfunktio h:[a,b] — R siten, ettd h > f ja

b b . b .
14 — = —.
/ah<ya/af—|—2 /af+2
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Samoin alaintegraalin mairitelmén ja lauseen 2.8 nojalla on olemassa porrasfunktio
g:[a,b] — R siten, ettd g < f ja

b b b
€ €
1 — = .
/ag”a/ag 2 /af 2

Nyt Riemannin ehto toteutuu:

/abh—/abg</:f+§—(/abf—§):e,

Riemannin ehdon riittdvyys. Riittd3 ndyttas, ettd yla f; f < ala f: f, koska

aina pitee yléf:f > alaf: f. Olkoon € > 0 mielivaltainen ja g,h:[a,b0] — R
porrasfunktioita siten, etta

b b
g<f<h ja /h—/g<6.

Koska joukon infimum on joukon alaraja, niin yldintegraalin miaritelmén nojalla

b b b b
ylé/fﬁ/h</g+e§ala/ f+e

silld joukon supremum on aina joukon yliraja (ks. alaintegraalin méiaritelmé). Koska
€ > 0 on mielivaltainen, saadaan? yli f: f < ala f: f. m.o.t.

2.17 Esimerkki.

Esimerkin 2.15.2 kuvauksen integroituvuus saadaan helpohkosti Riemannin ehdos-
ta. Olkoon e > 0. Valitaan n € N siten, ettd n > 1/e. Valitaan edelleen porrasku-
vaukset f ja g kuten esimerkissé 2.15. Koska lauseen 2.6 nojalla porrasfunktioiden
integraali on lineaarinen, niin

1 1 1
1 1 1 1 1
/h—/g:/(h—g):_._+...+_._:_<6.
0 0 0 non n n n

n kpl

Integraalin arvoa ei kuitenkaan saada Riemannin ehdon avulla.

8

2.18 Lause. Jos kuvaus f:[a,b] — IR on monotoninen®, niin f on integroituva.

Todistus. Jos f on vakio, niin se on porraskuvaus, ja siksi integroituva.
Olkoon f kasvava ja f(a) < f(b). Silloin f on rajoitettu, silld f(a) < f(z) <
f(b) kaikilla & € [a,b]. Sovelletaan Riemannin ehtoa. Olkoon € > 0, ja valitaan
tasavélinen vilin [a, ] jako (zg, z1,...,zy), missd n € N ja
h—
T -1 =2 < ¢ kaikilla j = 1,2,...,n

no = f(b) = f(a)

Maééritellaan porraskuvaukset g, h:[a,b] — R,

o) = {
h(z) = {

7. Toteuttakoot reaaliluvut c ja d epdyhtdlon ¢ < d + € kaikilla € > 0. Todistetaan epasuorasti,
ettd ¢ < d. Olkoon siis antiteesi: ¢ > d. Silloin (¢ —d)/2 > 0, ja oletuksen mukaan ¢ < d+ (c—d)/2,
joten 2(c — d) < ¢ — d. Koska ¢ — d > 0, niin saadaan 2 < 1. Tdm4 on ristiriidassa tiedon 1 < 2
kanssa, joten antiteesi on vaara.

8. Monotoninen kuvaus on kasvava tai vihenevd. Kuvaus f:[a,b] — R on kasvava, jos f(z1) <
f(z2) kaikilla 1,22 € [a,b] siten, ettd 1 < x2. Kuvaus f on vihenevi, jos —f on kasvava.

f(l‘j_l), jOSJJE]JZj_l,QJj[, j: 1,2,...,71,
f(a), jos x on jakopiste,

f(xj), jOSJJE]JZj_l,QJj[, j: 1,2,...,71,
f(b),  jos x on jakopiste,
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Talloin g < f < h ja

n

/abh_ /abg - /ab(h —9) =Y (f(a)) = flwj-1))(xj —xj-1)

= (X7t = 3 fay0) ="

:((f($1)+f($2)+"'+f($n))—(f(ffo)+"'+f($n71)))b;a
b—a €

= (f(b) = f(a)) — < (f(b)—f(a))f(b)_f(a) =

Riemannin ehdon nojalla f on integroituva.
Jos f on vdhenevd ja f(a) > f(b), kiy todistus samalla tavalla. Muita ta-
pauksia ei ole. m.o.t.

2.19 Lause. Jos f:[a,b] — R on jatkuva, niin f on integroituva.

Todistus. Sivuutetaan. Todistus perustuu Riemannin ehtoon ja siihen, ettd f on
perdti tasaisesti jatkuva. Huomaa, ettd jatkuuvuudesta suljetulla ja rajoitetulla
valilla [a, b] seuraa, ettd f on rajoitettu. m.o.t.

2.20 Esimerkki.

2
Kuvaukset flaf27f3: [03 1] - ]R‘v fl(m) =, fQ(x) = Sin137x ’ .f3(x) =e " ) ovat
jatkuvia, joten ne ovat integroituvia.

2.4 Integraalin ominaisuuksia

Integraali on lineaarinen:

2.21 Lause. Olkoot f,g:[a,b] — R integroituvia ja A € R. Silloin f+ g ja \f ovat
integroituvia sekd

/ab<f+g):/abf+/abg jo /abxsz/:f.

Todistus. Sivuutetaan todistus, joka perustuu supremumin ja infimumin ominai-
suuksiin ja siihen, ettd porrasfunktion integraali on lineaarinen. Pelkkd summan ja
tulon integroituvuus saadaan nippéaristi Riemannin ehdolla. Tehd4in se jalkimméi-
selle, kun A > 0. Olkoon ¢ > 0. Koska f on integroituvia, niin Riemannin ehdon
mukaisesti on olemassa porrasfunktiot hy, gy : [a,b] — R siten, ettd

b b
. €
gr < f<hs ja /hf—/gf<;-

Nyt Ags ja Ahy ovat porrasfunktioita,

b b b
. €
Agp S Af < Ay ja /)\hf_/)\gf:)‘</(hf_9f))<>\‘xze'

a a a

Riemannnin ehto toteutuu, joten \f on integroituva. m.o.t.

2.22 Lause. Olkoon f:[a,b] — R rajoitettu ja c €]a,bl. Kuvaus f on integroituva
yli vdlin [a,b], jos ja vain jos [ on integroituva yli vdlin [a, c] ja [c,b]. Tdlloin

/abf=/:f+/cbf.
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Todistus. Sivuutetaan. Todistus perustuu siihen, porrasfunktioiden vastaava omi-
naisuus siilyy supremumin ja infimumin otossa. m.o.t.

Tahin asti on esiintynyt vain sellaisia integraaleja fab f, joissa a < b. Sallitaan
seuraavalla magrittelylla a > b.

2.23 Madritelma. Olkoon f:[a,b] — R, a < b, integroituva. Asetetaan

/baf: =—/abf ja /f 0.

2.24 Huomautus. 1. Additiivisuus integrointivilin suhteen (lause 2.22) on

yhé voimassa:
b c b
/ f=/ f+/ f kaikilla a,b,c € R,

kunhan f on integroituva kaikilla niilld vileilla.
2. Paloittain jatkuvat kuvaukset? ovat integroituvia. Tami johtuu siitd, ettd
kuvauksen arvo yhdessi pisteessi ei vaikuta integraaliin.

2.25 Lause. Olkoot f,g:[a,b] — R integroituvia ja f < g. TdllGin

/abe/abg-

Todistus. Huomataan, ettd g— f > 0. Integraalin lineaarisuuden (lause 2.21) nojalla
g — f on integroituva ja

/:g—/abf=/ab(g—f)=ala/:(g—f)>/ab0:0,

silld, vakiokuvaus 0 on porrasfunktio. m.o.t.

2.26 Seuraus. Olkoon f:[a,b] — R integroituva ja m, M € R siten, ettd m <
f(x) < M kaikilla x € [a,b]. Talléin

b
m(b—a)g/ fF<M(@®-a).

Todistus. Sovelletaan edellistd lausetta ensin kuvauksiin f ja m, sitten kuvauksiin
M ja f. m.o.t.

2.27 Esimerkkejid. Arvioidaan integraaleja.
1. Jokaisella = € [0, 2] pétee

4 4 4

2427 2x+270+2

1

Siten

4
de <2-(2-0)=4.
T+ 2 = ( )

2:1-(2—0)§/02

9. Eli sellaiset jollakin vililld méaritellyt kuvaukset, joilla on &drellinen méérs epdjatkuvuuskoh-
tia.
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2. Valilla [0, T] sini on kasvava, joten
. . N .5 1.5
Ozsm()gsmx§81nE:§e110§sm xﬁ(i) = —

kaikillla € [0, §]. Siten
/6
m 1 o« m
0=0-(—-0)< dr < — (= —0)=— ~0,01636.
¥ )—/0 sin wde < 5+ (G = 0) = g5 = 0.

Porraskuvausten integroituvuudesta seuraa suoraan, etti vakiofunktion 0 in-
tegraali on nolla. Epanegatiivisille jatkuville kuvauksille pitee my6s kidnteinen tu-
los.

2.28 Lause. Olkoon f:[a,b] — [0,00[, a < b, jatkuva. Jos f:f =0, niin f(z) =
kaikilla = € [a,b].

Todistus. Todistetaan lause epasuorasti. Olkoon jokin piste 2o € [a,b] siten, ettd
f(zo) > 0. Kuvauksen jatkuvuuden nojalla on olemassa véli [¢, d] C [a, D] siten, ettd
xo € [¢,d] ja f(x) > f(xo)/2 kaikilla © € [c, d]. Lauseiden 2.25 ja 2.22 nojalla

0_/ /f+/ f+/f>/0+/ o) /0_@-(d—c)>o.

Tam3 on ristiriita, joten antiteesi on epétosi. m.o.t.

2.29 Lause. Olkoot f,g:[a,b] — R integroituvia. Tdlloin patevit:
1. Kuvaus |f| on integroituva ja
b b
fl< [1n

2. Kuvaukset fg, f? ja g° ovat integroituvia ja

[ra<([2)"([ )"

3. Jos jollakin 6 > 0 on voimassa g(x) > 0 kaikille x € [a,b], niin f/g on
integroituva.

Todistus. Riemannin ehdolla ndytetdan, etta | f|, fg ja f/g ovat integroituvia. Koska
—|fI < f < |f], niin lauseen 2.25 mukaan

/ab—lfléfabfgfablfl-

Kohtaa 2 varten néytetddn ensin, ettd vastaava ominaisuus patee porrasfunktioille.

Paljastuu, ettd se sdilyy supremumin ja infimumin otossa. m.o.t.
2.30 Huomautus. 1. Ensimméisen kohdan epéyht&lo voi olla aito. Nain kay,
jos f(z) =z — % ja [a,b] = [0,1]. Silloin

1 1
/ / dw-/xdw—l/lzl—EZO
0 2 Jo 2 2

Koska |f| > 0, jatkuva ja ainakin yhdessi pisteeessé positiivinen, niin lauseen
2.28 mukaan fol |f] > 0.

2. Yleensi edes porraskuvaukset eiviit toteuta yhtilod f; fg = f; f f; g. Esi-
merkiksi [a,b] = [0,2] ja f=¢=1.

3. Toisen kohdan epéyht&l6a sanotaan Hélderin epayhtdiloksi. Siindkin voi péted
aito erisuuruus.
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2.5 Integraalilaskennan viliarvolause

2.31 Lause. (Integraalilaskennan viliarvolause, IVAL.) Olkoon f:[a,b] = R, a <
b, jatkuva. Tdlléin on olemassa & € [a,b] siten, ettd

b
/ f(x)dz = F(€)(b — a).

Todistus. Koska f on jatkuva, niin se on integroituva. Edelleen jatkuvuutensa
vuoksi kuvauksella f on suurin ja pienin arvo:

m: =min{f(z) |a <z <b} ja M: =max{f(z)|a <z <b}.

1 b
b—a/ F=M

Koska f on jatkuva, niin Bolzanon lauseen nojalla se saa kaikki arvot vililta [m, M].
Siksi on olemassa £ € [a, b] siten, ettd

Gy

Seurauksen 2.26 nojalla

b
m(b—a)g/ f<M@D—-a)elim<

m.o.t.

2.32 Huomautus. 1. Lukua ﬁ f: f sanotaan kuvauksen f keskiarvoksi va-
lill4 [a, b]. Siten integraalilaskennan valiarvolause sanoo, ettéd jatkuva kuvaus
saavuttaa keskiarvonsa vilill [a,b]. Englanniksi IVAL onkin “Mean Value
Theorem”.

2. Integraalilaskennan véliarvolauseen geometrinen sisilté epanegatiivisille ku-
vauksille on se, ettd kuvauksen kuvaajan rajaama pinta-ala on sama kuin
suorakaiteen, jonka kanta on b — a ja korkeus f(£).

2.33 Esimerkki. Lasketaan integraalilaskennan véliarvolauseen avulla

! / 2z(3 —Inz) dz.
L

im
a—1+ a —

Olkoon a > 1. Kuvaus f(z) = 2z(3 — Inz) on jatkuva vililld [1,a], joten se on
integroituva (lause 2.19). IVAL:n nojalla on olemassa £ € [1, a] siten, ettd

! - /1 20(3—Inz) de — ﬁ%@—lng)(a—l) — 9(3-In€) — 2-1(3—In1) = 6,

a —

kun a — 1, silla silloin £ — 0.
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Luku 3

Riemann-integraali ja integraalifunktio

Riemann-integraalin laskeminen mé&iritelmén avulla on hankalaa. Téssd luvussa
tutkitaan Riemann-integraalin ja integraalifunktion eli antiderivaatan vilistd yh-
teyttd. Paljastuu, ettd jos kuvaus f:[a,b] — R on jatkuva, niin silloin se on
Riemann-integroituva yli jokaisen vilin [a,z] C [a,b], ja yksi sen antiderivaatta
on

Filab — R, F(x /f

Tama mahdollistaa Riemann-integraalien laskemisen ensimmaéisen luvun integroin-
timenetelmilla.

3.1 Lause. Olkoon f : [a,b] — R Riemann-integroituva. Silloin kuvaus

Fila,b — R, F(x /f

on jatkuva.

Todistus. Lauseen 2.22 nojalla f on integroituva yli jokaisen vilin [a,z] C [a,b],
joten I on mééritelty kelvollisesti. Integroituvana kuvauksena f on rajoitettu, joten
on olemassa M > 0 siten, ettd |f| < M. Olkoon a < z <y < b. Nyt

IF(y)—F(w)I:]/ayf—/jf] . ’/;er/:f—/jf’

Yy Y Y
o< [ < [u-my-a).
@ lause 2.29 J= lause 2.25 J=

Siten |F(z) — F(y)| < M|z — y| kaikilla =,y € [a,b]. Ndin F on jatkuva, perati
Lipschitz-jatkuva. m.o.t.

Jos kuvaus f on jatkuva, niin saadaan tirked yhteys Riemann-integraalin ja deri-
vaatan vilille:

3.2 Lause. (Integraalilaskennan pidlause.) Olkoon f:[a,b] — R jatkuva. Tdlloin
kuvaus

F:la,b) = R, F(x / f@)
on derivoituva jo F'(x) = f(x) kaikilla z € [a, b].

Todistus. Olkoon x € [a,b] ja h € R siten, ettd h # 0 ja © + h € [a, b]. Integraali-
laskennan viliarvolauseen nojalla lukujen z ja x + h vélissa on luku ¢ ja

F(a:—i—h})L—F(x):%/ f/ /hf

= L F(O+h =) = f(§) — f(z), kun h =0,
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silld silloin ¢ — 2. Niin F on derivoituva pisteessi! = € [a, b]. m.o.t.

3.3 Huomautus. 1. Samoin voidaan nayttdd, ettd kuvaukset ff f, ¢ € la,b],
ovat derivoituvia ja niiden derivaatta on f.

2. Kuvaus F(z) = f; f on siis yksi kuvauksen f antiderivaatta eli integraa-

lifunktio. Koska ne ovat yksikésitteisid lisdttavda vakiota vaille, niin kaikki
jatkuvan kuvauksen f integraalifunktiot ovat G(z) = [ f+ C, C € R.

3.4 Esimerkkeji. 1. Koska sin?t on jatkuva, niin
d x
e / sin? t dt = sin® 2 kaikilla 2 > 0.
T Jo
2. Koska t? on jatkuva, niin
d [° d v
—/ t3dt = —(—/ t3dt) = a3
dz J, dx 5
Ketjusddnnosté ja integraalilaskennan paslauseesta seuraa:

3.5 Seuraus. Olkoon f:[a,b] — R jatkuva ja g:[c,d] — [a,b] derivoituva. Tdlloin
kuvaus

g(x)
F:le,d] = R, F(m):/ f()de,

on derivoituva ja F'(z) = f(g(x))g (z) kaikilla x € [c,d].

3.6 Esimerkki. Lasketaan F”'(e), kun F(z) = [ N W P
d 1 1 1
Flz) = eV2)’ . 2 /Ing = e . —(Inz) /2= = )
o dz 2( ) z 2Vl

Siten F'(e) =1/(2vIne ) = 1.

3.7 Huomautus. Integraalilaskennan pdilauseen tulos ei aina pidde, jos f ei ole
jatkuva. Olkoon esimerkiksi

0, jos —1<z<0,
1, josO0O<ax<1.

f:-L,1] =R, f(x) :{

Paloittain jatkuvana kuvauksena f on integroituva ja

F(x):/owf(t)dt:{ 0, jos —1<z<0,

z, josO<z<1.

Tami F ei kuitenkaan ole derivoituva origossa, joten se ei ole kuvauksen f antide-
rivaatta.

3.8 Lause. Olkoon kuvaus f:[a,b] — R jatkuva ja F sen integraalifunktio vdlilld
[a,b]. Tdlloin

/abf(x)dx =F(b) — F(a) =: /abF(;v).

3.9 Huomautus. Niin jatkuvan kuvauksen Riemann-integraali lasketaan hake-
malla sen antiderivaatta ja vihentdmalla antiderivaatan arvot vilin pditepisteissi.

1. Jos x = a tai x = b, riittdd toispuoleisen derivaatan olemassaolo.

28



Todistus. Olkoon Fy(x) = f; f- Integraalilaskennan pé&ilauseen nojalla se on
kuvauksen f antiderivaatta. Olkoon F' jokin kuvauksen f antiderivaatta. Silloin
F = Fy + C, missd C € R on vakio. Nyt

F(b)—F(a)=Fo(b)—Fo(a):/abf—/aaf=/:f+0=/abf-

.0.t.

3.10 Esimerkki. Lasketaan fol 2? dz. Koska [ z?dx = $2® + C, niin

1 1
1, 1 1 1
2 3 3 3
do=/ ZaP=_.13-2.0%=_.
/Ox v /03x 3 3 3

Luvun 1 keinoja voidaan kdyttdd Riemann-integraalien laskemiseen.

3.11 Lause. (Osittaisintegrointi.) Jos f,g:[a,b] — R ovat derivoituvia ja niiden
derivaatat ovat Riemann-integroituvia, niin

b b b
[ f@stete= [ p@gte) - [ @ an
3.12 Esimerkki. Valitsemalla f/(z) = cosx ja g(x) = x integroidaan osittain:

/2 7/
/ a:cosa:da::/
0 0

3.13 Lause. (Muuttujanvaihto.) Olkoon f:[a,b] — R jatkuvae ja g: o, 5] — [a, D]
jatkuvasti derivoituva. Tdalloin

2 2

/2 T/
xsina:—/ sina:da::zsinz—0+/ cosx:z—l.
0 2 2 o 2

9(8) B
/ F(u) du = / (9(@)g @) de, w = g(a).
g(a) a

Huomaa, ettd sijoitusta takaisin alkuperdiseen muuttujaan ei tarvita.

3.14 Esimerkki. Lasketaan ff 1/(1+ /) dx. Sijoitetaan /z = t, jolloin [0, co[—
[0,00[, (t) = t2, on jatkuvasti derivoituva bijektio ja 2’(t) = 2t. Siten z = 1, jos
t=1, ja x = 2, jos t = \/2. Lisiiksi

2 V2 V2 V2
1 2t 1
/1 1+\/de /1 T /1 ( 1+t)dt /1 (t =1+ 1)

2
:2(\/§—ln|1+\/§|—l+ln2\:2(1n1+\/§

3.15 Huomautus. Riemann-integraalien laskun tarkastamiseen on kaksi keinoa.
1. Tarkastetaan derivoimalla, onko laskettu antiderivaatta viimeisimmassa si-
joituksessa todella integroitavan kuvauksen antiderivaatta. Edellisen esimer-
kin tapauksessa lasketaan siis:

+x/§—1) ~ 0,452.

d d dt 1 d

o l4t-1 1 t 11 1

1+t 2z 1+t t 1+t 1+z

2. Pirretadn kuvauksen f kuvaaja ruutupaperille (tms.) ja mitataan sen ja suo-
rien £ = a, * = b ja y = 0 rajaaman alueen pinta-ala. Edellisen esimerkin
tapauksessa paperilta saadaan helposti A ~ 0,45, ks. kuva 3.1. Suurem-
pi tarkkuus vaatii enemmaén huolellisuutta kuvaajan piirrossa ja pinta-alan
mittaamisessa.
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f(x)

08 | .

06 | _

> \
04 | 5

02 | .

0 1 1 1 1
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

X

Kuva 3.1: Kuvauksen x — 1/(1 + v/z) kuvaaja vililla [1, 2].

3.16 Huomautus. Olkoon f:[—a,a] — R, a > 0, on Riemann-integroituva. Jos f
pariton eli f(z) = —f(x) kaikilla « € [—a, a], niin

flz) =0.
Jos f on parillinen eli f(x) = f(x) kaikilla x € [—a, a], niin

" =2 / " f(z) dx.

Niama kaavat osoitetaan muuttujanvaihdolla: jos f on pariton, niin valitaan y = —x,
jolloin dxr = —dy ja

0 0 a
@y = [ e an == [ rwan

Jos taas f on parillinen, niin

" f@dr= [ )y,
[ @i |
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Luku 4

Epéaoleelliset integraalit

Riemann-integraalin f; f méaaritelmassd vaadittiin, ettd integroitava funktio f ja
integroimisvili [a, b] ovat rajoitettujal . Téssé luvussa laajennetaan integraalin kiisi-
te myos sellaisiin tapauksiin, joissa f ei ole rajoitettu tai integroimisvili on muotoa
] — o0, al, [a,00] tai | — 0o, 00[. Annetaan ensimmaiseksi integroimisvilin olla rajoit-
tamaton, mutta pidetdin kuvaus rajoitettuna.

4.1 Mésritelma. 1. Olkoon f:|a,co[— R integroituva jokaisella vdlilld [a, c],
¢ > a. Kuvauksen f epdoleellinen integraali on

[ =] swas = i [,

jos tdmé raja-arvo on olemassa®. Jos lisiksi tamd raja-arvo on ddrellinen,
nin sanotaan, ettd faoo f suppenee.

2. Olkoon f:]—o00,a] — R integroituva jokaisella vililli [c,a], ¢ < a. Kuvauksen
f epdoleellinen integraali on

[ o= f@as= i [

jos timd raja-arvo on olemassa. Jos lisiksi tGmé raja-arvo on ddrellinen,
.. . a
nitn sanotaan, etta fioo f suppe"nee. . . ‘
3. Kuvauksen f:] — oo, 00[— R epdioleellinen integraali on

[ [ [

jos jollakin a € R seki [ _ f etti [ f suppenevat.
Jos epdoleellinen integraali ei suppene, niin sanotaan, ettd se hajoantuu.

1

4.2 Esimerkkeji. 1. Suppeneeko floo % dz? Kuvaus - on jatkuva, joten se on

integroituva kaikilla véleilld [1, ¢], ¢ > 1. Siten

Cl c
/—d;v:/lnlenc—lnlzlnceoo, kun ¢ — oo.
1 1

Niin ollen kyseinen epéoleellinen integraali hajaantuu. Lisaksi f 100 % dr = 0.

1. Avoimilla tai puoliavoimilld vileilld ]a, b[, ]a, b] ja [a, b] integraali on jo oikeastaan méiiritelty,
silld integraali ei riipu integroitavan funktion arvoista yksittdisissd pisteissd. Samoin on oikeastaan
médritelty esimerkiksi kuvauksen f:] — 1,1[\{0} — R, f(z) = =z, integroituvuus ja integraali.
Kuvauksen madrittelyjoukosta puuttuu yksi piste, mutta se voidaan sinne lisdtd ja mé&dritelld
kuvaus origossa miten tahansa. Korljatun kuvauksen integraali ei riipu siitd, mikd arvo kuvaukselle
origossa annetaan. N&in f_ll f=J_,zdz=0.

2. Talla tarkoitetaan tdssd luvussa sitd, ettd raja-arvo on ddrellinen, co tai —oo.
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2. Suppeneeko [ 1/a? dz, kun p # 1?7 Kuvaus 1/2? on jatkuva jokaisella vélill&
[1,¢], ¢ > 1, joten se se on niilld integroituva ja

c c 1 .
1 P 1 1—-p 1—p 00, jos p < 1,

kun ¢ — oco. Nin epdoleellinen integraali [ 1/2? dz suppenee, jos p > 1.
Muulloin se hajaantuu.

3. Suppeneeko ffooo ze~*" dr? Kuvaus ze %" on jatkuva, joten se on integroi-
tuva jokaisella valilla [a, b] C R. Olkoon ¢ > 0. Silloin

R 1 2 11 a2 1
re ¥ dr = ——e ¥ ==-—-e % — =, kun ¢ — o0,
0 0 2 2 2 2

0 —a? g o 2 1 1 _. 1 K
= —= =—=4 = — —= nc— oo.
re X 2e ) 2e 2, un c (0.9]

—c —c

Siten epaoleelliset integraalit fooo ze 2 dx ja fgooxe_zQ dx suppenevat,
joten tarkasteltavakin epéoleellinen integraali suppenee ja

e’} 0 o)
2 2 2 1 1
/ xe””dx:/ xewd;v—k/ ze ¥ de=—-—=+-=0.
—00 —00 0 2 2

4. Suppeneeko fooo cosx dz? Kosini on jatkuva, joten se on integroituva jokai-
sella valilld [0, |, ¢ > 0. Koska

c— 00

C (&
/ cosxdac:/ sinx =sinc ja lim sinc
0 0

ei ole olemassa, niin kyseinen epéoleellinen integraali ei suppene.
5. Suppeneeko [~z dx? Pitee kyllikin

¢ ‘1 1 1
/ xdx:/ §$2=§CQ—§CQZO—>O, kun ¢ — oo.

—c —c

Silti kyseinen integraali hajaantuu, silla kaikilla b € R

¢ ‘1 1 1
/a:da:z/ —2? =2 - 2b? - 0, kun ¢ —
b p 2 2 2

eli [,° xdz hajaantuu.

Sallitaan seuraavaksi kuvauksen olla rajoittamaton integrointivilin paatepis-
teiden 1dhells.

4.3 Méaritelma. Olkoon f:[a,b] = R, a,b € R, a <b.
1. Jos [ on integroituva jokaisella vdlilld [a,c], a < ¢ < b, niin asetetaan

/abf=/abf(w)dxt — i [

jos tdmd raja-arvo on olemassa. Jos se on lisiksi ddrellinen, niin sanotaan,

ettd epdoleellinen integraali f: f suppenee.
2. Jos f on integroituva jokaisella vdlilli [c,b], a < ¢ < b, niin asetetaan

/abfzjabf(x)dx: :clgrg+/cbf,

jos tdamd raja-arvo on olemassa. Jos se on lisiksi ddrellinen, niin sanotaan,
L ) . b
ettd epdoleellinen integraali fa f suppenee.
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3. Jos jollakin ¢ €]a,b| sekd fac f ettd fcb f suppenevat, niin asetetaan

/abfzfabﬂx)dx: =/:f+/cbf

ja samotaan, ettd tamd epdoleellinen integraali suppenee.
Jos epdioleellinen integraali ei suppene, niin sanotaan, ettd se hajaantuu.

4.4 Esimerkkeji. 1. Suppeneeko fol 1/y/xz dx? Kuvaus 1/4/z on jatkuva, jo-
ten se on integroituva jokaisella valilla [c, 1], 0 < ¢ < 1. Siten

1 1
/ Lal;zc: 2Vx=2—-2v/c— 2, kunc — 0 +.
C \/E c

Siten kyseinen integraali suppenee ja se on 2.
2. Suppeneeko fol 1/xP dx, p > 07 Integroitava kuvaus on jatkuva jokaisella
valilld [c, 1], ¢ €]0, 1], joten se on niilld integroituva ja

1
/ Inz=—-Inc— o0, josp=1,
— c

1
/—d(E— 1 .
. TP 1 oo, josp>1,

1 pl-p— 1 (1 _l-p
Tt 5l —c )_){ L jos0O<p<l,

c 1-p’

kun ¢ — 0+. Siten kyseinen integraali suppenee, jos 0 < p < 1. Josp > 1, se
hajaantuu. Huomaa, ettd jos p < 0, niin 1/2? on jatkuva valilla [0, 1] ja siksi
integroituva vélilld [0, 1].

3. Suppeneeko

LS|
/ L dz?
1V 1— 332
Integroitava kuvaus on jatkuva jokaisella vililla [—c¢, ], ¢ €]0, 1], joten se on
niill4 integroituva. Sinin k#&nteiskuvauksen derivointikaavan perusteella

c
. . m
/ arcsin z = arcsinc — 5 kinec—1-—.

€ 1
- dr =
/0 \/1—332 v 0

Samoin

0 0
1 T
—_— = arcsinz = —arcsind — —, kund — —1+.
/d V1—a? /d 2

Siten kyseinen integraali suppenee ja se on 5 + 5 = 7.
4.5 Huomautus. Jos integroimisvili on | — 0o, 00| tai integroitava kuvaus ei ole
rajoitettu integroimisvilin [a,b] kummankaan paftepisteen lahelld, niin maaritel-
missé 4.1 ja 4.3 integroimisvili jaetaan kahteen osaan niin, ettd kummankin osan
epdoleellisen integraalin tulisi supeta. Samalla periaatteella maaritelldan epdoleelli-

set integraalit ja niiden suppeneminen tapauksissa, joissa ongelmapiste® on integroi-
misvélin sisalld tai niitd on monta.

4.6 Esimerkkeji. 1. Suppeneeko

S|
L= _— ?
J: /0 (x—1)3dx'

Integroitava kuvaus 1/(x — 1)3on jatkuva kaikkialla paitsi pisteessd z = 1,
jonka l&hella se ei ole rajoitettu. Siten

SO | | SO |
/07(53_1)361%:/0 7($_1)3da:+/1 r_l)de:.Jl—i—Jg.

3. Siis piste, jonka ldhelld integroitava kuvaus ei ole rajoitettu.
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Niistd ensimméinen hajaantuu, silla

¢ 1 ¢ -2 —2
___dr = = 2 — — k 1—.
/0 (x—1)3 T /0 (x—1)2 (0_1)2 +2— —o0, kun ¢ —

Siten my6s J hajaantuu.
9
1
J: :/ - dx?
o vVr—1

2. Suppeneeko
Integroitava kuvaus 1/(z—1)'/? on jatkuva kaikkialla paitsi pisteessi* = = 1,
jonka l&hella se ei ole rajoitettu. Siten

d$+ dm—Jl—FJQ

Niami molemmat suppenevat, silla

°c 1 213 3 93 3 3
[ gemir= ) S =G v o ke
9
1 1)2/3 = 3 93y2/3 _ 3 2/3 _,
2 —(c—1
/c \/SSU— /c 2( ) 2(0 ) o

kun ¢ — 1+. Siten J suppenee ja J = J; + Jo = —g +6= 4%.

4.1 Majorantti- ja minoranttiperiaate

Epéoleellisen integraalin suppeneminen tai hajaantuminen voi seurata helposti so-
pivan vertailuintegraalin kiyttdytymisesta.

4.7 Lause. 1. Olkoon f:[a,c0[— [0,00[ integroituva yli jokaisen vdilin [a,c],
c > a. Télléin faoo f suppenee, jos ja vain jos on olemassa M > 0 siten, ettd

/ f < M kaikilla ¢ > a.

2. Olkoon f:[a,b]— [0, 00] integroituva yli jokaisen vilin [a,c] C [a,b]. Tdlléin
f: f suppenee, jos ja vain jos on olemassa M > 0 siten, etti

/ [ <M kaikilla ¢ € [a,b].

a

Todistus. Todistetaan ensimmainen kohta. Supetkoon f;o feli

c

lim f=a€c0,00[.

Koska kuvaus ¢ — F(c) = [7 f on kasvava, niin F(c) < « kaikilla c.

Olkoon F'(c) S M kaikilla ¢ > a. Koska F' on kasvava ja ylhaaltd rajoitettu,
niin on olemassa raja-arvo lim._. . F'(¢). Toisin sanoen fooo f suppenee.

Toinen kohta todistetaan samoin. m.o.t.

4.8 Lause. (Majorantti- ja minoranttiperiaate.) Olkoon —ococ < a < b < o0 ja
kuvaukset f,g:]a,b[— [0,00[ siten, ettd g < f ja ne ovat integroituvia jokaisella
valillg [c,d] Cla,bl, a<c<d<b.

4. Paritonta potenssia vastaavat juuret on mééritelty kaikkialla. Esimerkiksi &/—8 = —2.
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(a) Jos f;f suppenee, niin f;g suppenee.
(b) Jos f;g hajaantuu, niin f;f hajaantuu.

Todistus. Todistetaan viitteet tapauksessa a € R ja b = oo. Jos f;o f suppenee,
niin lauseiden 2.25 ja 4.7 nojalla on M > 0 siten, ettd

/gg/ f < M kaikilla ¢ > a.

Lauseen 4.7 nojalla [ g suppenee.
Jos f;o g hajaantuu, niin lauseiden 2.25 ja 4.7 mukaan

/ fz/ g — 00, kun ¢ — oo.
Siten [ ° f hajaantuu.

Tapaukset a = —oo0 ja b € R tai a,b € R ja kuvaukset rajoittamattomia vain
yhden vilin [a, b] p4étepisteen 14helld todistetaan samoin. Tapaukset a = —oo ja b =
oo tai a,b € R ja kuvaukset rajoittamattomia vilin [a, b] kummankin pAitepisteen
ldhelld palautuvat naihin. m.o.t.

4.9 Huomautus. 1. Kuvaus 1/2P, p > 0, on hyvi vertailufunktio.
2. Majorantti- ja minoranttiperiaate pétee vain epanegatiivisille kuvauksille!
3. Majoranttikuvauksen integraali on ylaarvio suppenevalle epéoleelliselle inte-
graalille.

4.10 Esimerkkeji. 1. Suppeneeko

> | cos
J: :/ [cosa] ;o
1

2
Kuvaukset |cosz|/2z? ja 1/2? ovat jatkuvia jokaisella vililld [1,c], ¢ > 1,
joten ne ovat niilld my0s integroituvia. Lisdksi

| cos x|

0< —

1 <1
< — kaikillaz > 1 ja / — dx suppenee,
x x 1

joten majoranttiperiaatteen nojalla my6s .J suppenee ja

1
Ong/ — do = 1.
1 X

2. Suppeneeko

1 .
sinx
J: = 5 dz?
O x

Kuvaukset sinz/x? ja 1/2z ovat jatkuvia jokaisella vilill3 [c,1], 0 < ¢ < 1,
joten ne ovat niilld integroituvia. Koska z/2 < sinz < z kaikilla x € [0, Z[,
niin

L
0< — < 227 kaikilla 2 €0, 1).
2z x?

Koska fol 1/(2z) dz hajaantuu, niin minoranttiperiaatteen nojalla myds J
hajaantuu.
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Luku 5

Integraalilaskennan sovellutuksia

Tassé luvussa sovelletaan integraalin kiisitettd tasoalueiden pinta-alaan, pyordhdys-
kappaleen tilavuuteen seké matkaan, nopeuteen ja kiihtyvyyteen. Lopuksi tutustu-
taan Riemann-integraalien laskemiseen numeerisesti.

5.1 Tasoalueen pinta-ala

Riemann-integraali maariteltiin niin, etts f: f on sen tasoalueen pinta-ala, jonka
rajaavat suorat * = a, ¢ = b ja y = 0 sekd kuvauksen f kuvaaja ainakin, jos f on
jatkuva ja epdnegatiivinen. Seuraava miiritelmi yleistdd pinta-alan my0s epéjat-
kuville ja negatiivisia arvoja saaville kuvauksille.

5.1 Mairitelmi. Olkoot f,g:[a,b] — R integroituvia. Reaaliluku

b
A= / (@) - ()| dz (5.1)

on kuvausten f ja g kuvaeajien ja suorien r = a ja r = b rajaaman tasoalueen
pinta-ala.

1 " f(x)=sin
g(x)=Cos X --------

0.5

Kuva 5.1: Kuvauksien f(z) = sinz ja g(z) = cosz ja suorien x = 0 jaxz = 7
rajaaman alueen pinta-ala.

5.2 Esimerkki. 1. Lasketaan kdyrien y = sinx ja y = cos z véliin jadva pinta-
ala, kun 0 < x < 7. Ensin on laskettava niiden kdyrien leikkauspisteet:

. T
sing =cosr=tanzx=1=—=x=—+4+n-m, n€ 4.
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Naistd vain 7 on vilill4 |0, 7]. Laskettava pinta-ala on siten

™ w/4
A:/ |sina:—cosx|dx:/ (cosz —sinx) dx
0 0

T /4 g
—|—/ (sina:—cosx)dm:/ (sina:+cosx)+/ (— cosx — sinx)

/4 0 /4
1 1 1 1
= — =0 14140 (—— — —) =2V2.
VARG VARG
1.1 T T T T !
()
y=t ——
]
09 | 1
08 | 1
>
07 | 1
06 | 1
05 Y 1
0.4 ! ! : ' :
0 1 2 3 4 5 6
X

Kuva 5.2: Kuvauksen f(z) = e /(1 + e”) kuvaajan ja suorien y = 1 jaz = 0
rajaaman alueen pinta-ala.

2. Lasketaan kiyrdn e = e* /(1 + e”) ja suorien y = 1 ja = 0 rajaaman
kuvion pinta-ala. Tdméa kuvio ei ole rajoitettu, mutta silti kaava (5.1) on
luonnollinen tulkinta kuvion pinta-alaksi, joka siten on epdoleellinen inte-

graali
/ ‘1 B ) dx
0 1+ e®

(&

= lim (x—ln(l—i— e””)) = lim (¢c—In(1+ e°)+1n2)

dx = lim (1—
c—oo J 1+ e®

Cc— 00 Cc— 00

0
= lim (c—lne® —In(e ® +1)+1n2) =In2~0,693.

Cc— 00

Kuvasta 5.2 arvioidaan, ettd kyseinen pinta-ala on likimain % -0,5-2,8=0,7.

5.2 Pyordhdyskappaleen tilavuus

Olkoon f:[a,b] — [0,00[ jatkuva. Kun sen kuvaaja py6radhtdd z-akselin ympéri,
syntyy kappale, jonka tilavuus on

b
V=/ 7 f(x)? dx. (5.2)

Jokaisella = € [a, b] pyordhdyskappaleen poikkileikkaus on ympyré, jonka sidde on
f(x) ja pinta-ala on siten 7 f(x)2. Pydrihdyskappaletta voidaan approksimoida pi-
nolla kiekkoja. Téllainen kiekkopino syntyy, kun kuvausta f approksimoidaan por-
rasfunktiolla g. Kunkin kiekon tilavuus on mg(x)?(z; — xj_1), kun = €]z;_1,z;|.

37



Kiekkojen ohetessa eli porrasfunktion jaon tihetessd saadaan rajalla tilavuudelle
lauseke (5.2).

5.3 Esimerkkeja. 1. Johdetaan tuttu kartion tilavuuden kaava V = %Ah,
missd A on sen pohjan ala ja h korkeus. Olkoon pohjan side r > 0, jol-

loin pohjan ala A = 7r?. Kartio syntyy, kun jana y = 72, 0 < x < h,
pyOrdytetddn xz-akselin ympéri. Kartion tilavuus on kaavan (5.2) mukaan

T 2 /b 2
ro\2 wr 1, 7ar*l 4 1, 1
V= —x) dr = — —x°=—=-h’>= - h = -Ah.
/0 m(a) de =5 L 30 T gt T glmh=g
2. Kdyrd y = 22 pyoriytetdsin x-akselin ympari vililld 0 < < 2. Syntyvin
pyordhdyskappaleen tilavuus on

2 2
V:/ 7r(x2)2dx:/ Ta® = 327 90,11,
0 . 5 5

5.3 Matka, nopeus ja kiihtyvyys

Jos kappale liikkkuu matkan s ajassa ¢, niin sen keskinopeus on v = s/t. Oletetaan,
ettd kappale voi liikkkua pitkin suoraa ja ettd s(t) on sen sijainti hetkelld t. Jos
s(t) on kasvava eli kappale liikkuu vain yhteen suuntaan (vasemmalta, oikealle), niin
ajassa t; — t se liikkuu matkan s(¢1) — s(t), ja sen keskinopeus on

s(t1) — s(t)

t1—t

Lyhentamilla ajanjaksoa [t,¢1] rajatta saadaan madriteltyd kappaleen nopeus v(t)

hetkelld ¢: ; ;
o(t): = lim M
t1—t tl — 1t
Nopeus on siis kuvauksen s(t) derivaatta eli v(t) = s'(¢).
Jos v(t) on jatkuva, niin integraalilaskennan péilauseen mukaan kappaleen
siirtym3 aikavalilld [to,¢1] on

t1

s(t1) — s(to) = / o(t) dt. (5.3)
to

Kappaleen kulkema kokonaismatka aikavililld [to,¢;] ottaa huomioon mahdollisen

edestakaisin kuljeskelun. Se on!

t1
lt) = 1(to) = [ (ol dr (5.4)
to

Olkoon s(t) kappaleen sijainti hetkelld ¢. Kappaleen nopeus v(t) hetkelld ¢ on
keskimairaisen nopeuden raja-arvo eli derivaatta s’(¢). Samoin kappaleen kiihtyvyys
hetkelld ¢ on keskima#rdisen kiihtyvyyden (=nopeuden muutos/aikavélin pituus)
raja-arvo eli derivaatta v'(t) = s”(t).

Johdetaan tasaisesti kiihtyvin (tai hidastuvan) liikkeen kaavat. Kiihtyvyys
on siis vakio eli s”(t) = a, missd a € R on vakio. Kaikki kiihtyvyyden antiderivaatat
ovat s'(t) = at + Cy, missd C; € R on vakio. Téstd saadaan kaikki nopeuden
antiderivaatat s(t) = %at2 + Cit + Cy missd Cy € R on vakio. Niin tasaisesti
kiihtyville liikkeelle

v(t) =at+Cq ja s(t) = %t2 + Oyt + O,

1. On mahdollista ma&ritelld ja mitata kappaleen nopeus esimerkiksi vain toispuoleisten deri-
vaattojen avulla. Tdmi on luontevaa tormayksien tarkastelemisessa. Jos nopeudet ovat Riemann-
integroituvia kaikilla vileilld, niin kaavat (5.3) ja (5.4) ovat yh3 voimassa, mutta kappaleen sijainti
tai kuljettu matka eivit valttdmattd ole derivoituvia kuvauksia.
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Vakiot C; ja Cy madrdytyvit alkuehdoista s(0) = sg ja v(0) = vg. Saadaan, ettd
Cl = Vo ja 02 = S0- Siten

1
v(t) =at +vg ja s(t) = gatz + vot + So. (5.5)

5.4 Esimerkki. Einsteinin hissi. Albert Einsteinin ekvivalenssiperiaatteen mukaan
gravitaatio- ja inertiamassa eli painovoima- ja hitausmassa ovat yhtdsuuret. Niin
ollen vapaasti putoavassa hississé ei ole painovoimaa, vaan hissin matkustajat koke-
vat aidon painottoman tilan. Sellaista hissié sanotaan Einsteinin hissiksi. Lasketaan,
kauanko painottomuudesta voi nauttia, kun hissin vapaa putoamismatka on 300 m.
On siis s = 0 = vp ja a = 9,81 m/s?. Siten vapaan putoamisen ajan pétee

2s(t)

1
v(t) =at ja s(t) = 5at2 elit =

Vapaa putoaminen kestd3 siis ajan

2-300
= 71112 =~ 7, 8s.
9,81m/s

sen pédttyessi nopeus v(t) = at = 9,81 m/s?- 7,8 s= 76,7 m/s= 276 km/h.

5.4 Numeerista integrointia

Monen varsin yksinkertaisen kuvauksen (kuten e’ ) antiderivaattaa on vaikea tai
jopa mahdoton laskea alkeiskuvausten avulla. Niinpd Riemann-integraalien laske-
miseksi tarvitaan muita keinoja. Yksi niistd on numeerinen integrointi.

Olkoon f:[a,b] — R integroituva. Integraalin f: f laskemiseksi korvataan

kuvaus f kuvauksella f , joka on likimain f ja jonka integraali lasketaan helposti tie-
tokoneen, laskimen tai laskutikun avulla. Tietokoneiden kehittyminen ja yleistymi-
nen on tehnyt numeerisen integroinnin helpoksi, mutta numeerisella integroinnilla
on vuosisatojen historia tieteissi. Esimerkiksi Johannes Kepler (1571-1630) kiytti
taissd luvussa esiteltévad Simpsonin menetelmiisi?, vaikka koko integraalin kisitetts
ei ollut hénen aikanaan vield kelvollisesti méiritelty. Koska f ~ f, niin lauseen 2.25

nojalla
/ / . (56)

Numeerisen integrointimenetelmén (5.6) wvirhe on

[

Valitaan vilin [a, b] tasavilinen jako (zo,x1,...,2n), n € N. Sen jakovilin pituus
on h: = (b—a)/n ja jakopiste z; = a+ jh, j =1,2,...,n

5.4.1 Suorakaidesidinto

Valitaan approksimaatiksi f porraskuvaus

Pt~ B o= { fm) Iee il i=12en

Silloin saadaan suorakaidesddnto

b n n
/ FaS fah=hS fla+ jh). (5.7)
a j=1 j=1
2. ...ja 130 vuotta ennen Thomas Simpsonia!
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5.5 Esimerkki. Lasketaan integraali

2 2
/ 1 dxr = / Inz =In2 ~0,6931471806
1z 1

suorakaidesa@nnolld. Nyt a = 1, b = 2 ja f(x) = 1/x. Olkoon n = 2, jolloin

_ b—a __ 1 =
h==%=3ja

2
1 1 1 1 7
L x_(_ _):—z0,583333.
/1 Ty T
Virhe on In2 — 0,583333 ~ 0,109814 ~ 0,11. Jos n = 4, niin h = % ja

2
1 1/ 1 1 1 1 1111
1, z_( n + ):_+_+—+—z07634524.
/1x”: AV S p R g R e A A

Virhe on In2 — 0,634524 ~ 0,058623 ~ 0,06. Jos n = &8, niin h = % ja

2
1 1/ 1 1 1 11 1
1 %_( LS _):_+—+-.-+—z0,662872.
/1;5”: S S e B T A A T 16

Virhe on In2 — 0,662872 ~ 0,030275 =~ 0, 03.

Virhe ndyttda puolittuvan, kun jakovili puolittuu. Seuraava lause vaittaa,
ettd enimmadisvirhe on suoraan verrannollinen jakovilin pituuteen, jolloin ainakin
enimmdisvirhe puolittuu, kun jakovali puolittuu.

5.6 Lause. Olkoon f:[a,b] — R jatkuva ja My > 0. Olkoon f lisiksi derivoituva
vdlilld Ja, b[ ja | f(x)] < My kaikilla © €]a,b|. Silloin suorakaidesidinndn virhe E(f)
toteuttaa

b —
\E(f)] < TaMlh kaikilla n € N.

Todistus. Differentiaalilaskennan véliarvolauseen mukaan jokaiselle x €]z;_1, ;]
on olemassa &; €|x;_1,x;[ siten, ettd

f (@) = F@)| = /(@) = flz)| = [ /(&) (@; — 2)| < Mi(a; —2).

IE(f)I=‘/abf—/abf‘=‘/ab(f—f)‘</ab|f—f|=i:/:1|f—fl

Siten

n z; n T 1
gZ/ Ml(xj—x)dx:ZMl/ (xjx—§x2)
j=1v%i-1 j=1 ZTj—1
"1 "1 1 b—a
:Mlzi(mj—mj—l)Q :Mlz§h2 =M1n§h2= 2 Mlh.
j=1 J=1
m.o.t.

5.4.2 Puolisuunnikassdinto
Valitaan approksimaatiksi f paloittain lineaarinen kuvaus, jolle f(a) = f(a) ja
- x;) — flx— . ,
flx) = flxj—1) + W@c —xj_1), jos x €lxj_1,x5], j=1,2,...,n.
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Tallsin f(x;) = f(z;) kaikilla j = 0,1, ..., n. Lisiksi

/:,- i Fayon) (e —2-) + M /Ijil (%xz — i)

flaj) = flwj1) 1,0 flzj-1) + flzy)

= f(zj—1)h + . 5 5

T&m4 on tuttu puolisuunnikkaan pinta-alan kaava (keskiarvo reunakorkeuksista x
leveys), joten integraalia approksimoidaan kullakin jakovélilla puolisuunnikkaalla,
jonka kirkien kautta funktion f kuvaaja kulkee. Tasté tulee menetelmén nimi puo-
lisuunnikassddnto. Sen mukaan

n

b n Tj o . .
/‘1 fmzl/w f:Z.f(wjfl);‘f(xJ)h
Jj= i1 J

)

W(550) + F@) 4+ flana) + 370).

n—1
L (@) + 10) +h Y Flat gh).

=1

5.7 Esimerkki. Lasketaan puolisuunnikassdannolla ff %dx, kun n =2, n=4ja
n = 8. Saadaan seuraava taulukko.

[ f E(f)
0,708333 | —0,0151862
0,697024 | —0,003877
0,694122 | —0,000975

o = N3
00| s | o+ S

Jakovilin puolittuessa virhe pienenee noin neljasosaksi, joten virhe ndyttda olevan
suoraan verrannollinen jakovilin pituuden nelicon.

5.8 Lause. Olkoon f:[a,b] — R jatkuvasti derivoituva ja M > 0. Lisiksi olkoon
f"(z) olemassa ja |f"(x)| < My kaikilla z €la,b|. Silloin puolisuunnikassdinnon
virhe E(f) toteuttaa

b—a

|E(f)] < 5 Myh? kaikilla n € N.

Todistus. Sivuutetaan. Todistus on samankaltainen kuin suorakaidesdidnnon vir-
hearvion todistus. m.o.t.

5.4.3 Simpsonin sdinto

Oletetaan, ettd jakovélien midrd n € N on parillinen. Valitaan aproksimaatti f
siten, ettd se on kahden jakovilin paloissa paraabeli, joka ottaa jakopisteissd samat
arvot kuin f. Noilla paloilla f(z) = ax? + B2+, missé kolme kerrointa a, 3,y € R
madrdytyy yksikisitteisesti kolmesta yhtalosta

flxj) = f(x;), j=21—2,21—1,2l

Talloin saadaan Simpsonin sddantd

b
/ £ B (@) + 4 (er) + 27 () + 4f (ws) + -
+2f(5'3n—2) + 4f(xn—1) + f(b))

n/2 n/2—1
:g(f(“)ﬂzf(xzjfl)ﬂ > f(:vzj)+f(b)).
Jj=1 j=1
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5.9 Esimerkki. Lasketaan Simpsonin s&dnnolla ff % dr, kun n = 2, n = 4 ja
n = 8. Saadaan seuraava taulukko.

I f E(f)
0,694444 —0,001297
0,693254 | —0,000107
0,6931545 | —0,0000074

0 B N3
[N I ]

Virhe ndyttd4 tulevan noin 1/15—osaksi, kun jakovéli puolittuu. Virhe lienee suo-
raan verrannollinen jakovélin pituuden neljinteen potenssiin.

5.10 Lause. Olkoon f:[a,b] — R jatkuvasti derivoituva kolme kertaa ja My > 0.
Lisiksi olkoon f(z) olemassa ja |f™ (z)| < My kaikilla x €)a,b[. Silloin Simpso-
nin sédnnon virhe E(f) toteuttaa

4(b —a)

Myh? kaiki N.
1 1h* kaikilla n €

[E()] <

Todistus. Sivuutetaan. Todistus on samankaltainen kuin suorakaidesdidnnon vir-
hearvion todistus. m.o.t.

5.11 Huomautus. Kohtuullisella laskutikku- tai kynd ja paperi -tyoskentelylld
padstddin hadmmastyttdvadn usean desimaalin tarkkuuteen. Siksi numeerista inte-
grointia ja erityisesti Simpsonin menetelmii kiytettiin ahkerasti jo ennen kuin tie-
tokoneet yleistyivét.
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OSA 11

DIFFERENTIAALIYHTALOITA



Luku 6

Ensimmaisen kertaluvun differentiaaliyhtalot

Tassé luvussa opitaan ensimmaisen kertaluvun differentiaaliyhtilon ja sen ratkaisun
kisitteet sekd separointimenetelmé differentiaaliyhtdlon ratkaisemiseksi.
Olkoon A C R viili, jolloin on yhdeksidn mahdollisuutta:

A =R, A =la,00[, A =|a,o0], A =] —00,b], A=]-00,b,
A =la,b], A=]la,b], A=]a,b]tai A =]a,b,

missd a,b € R ja a < b. Merkitdan kuvauksen y: A — R derivaattaa 3’.
6.1 Misritelmi. Olkoon A C R? ja F: A — R. Yhtdiloi

F(t,y,y') =0 (6.1)

sanotaan yleiseksi ensimmdisen kertaluvun differentiaaliyhtaloksi.

6.2 Esimerkkeja. 1. Luonnollisessa kasvussa kasvunopeus on suoraan verran-

nollinen paiomaan, joten sitd kuvaa yhtdlsé ' = ay eli v — ay = 0, missi
a > 0 on jokin vakio ja y(t) esittdéd padomaa (esimerkiksi puun massaa) het-
kelld ¢. Kyseessd on ensimmiisen kertaluvun differentiaaliyhtalo, silla voi-
daan asettaa A = R3 ja F(z1,72,23) = 23 — axs.

2. Yhtdld ' + y?> = 0 on myds ensimméisen kertaluvun differentiaaliyhtlo,
miké nihdiiin asettamalla A = R? ja F(z1,22,73) = 73 + 23.

3. Yhtils (y')? + 2ty’ + t? = 0 on myds ensimmiisen kertaluvun differentiaa-
liyhtilo, silld asetetaan A = R? ja F(x1, %2, 23) = 23 + 22172 + 23,

6.3 Miiritelmi. Jos derivaatta vy voidaan lausua muuttejan t jo kuvauksen y
avulla eli

y/ = f(t7 y), (62)

missi f: B — R ja B C R?, niin sanotaan, ettd kyseessd on normaalimuotoinen
ensimmdisen kertaluvun differentiaaliyhtdld.

6.4 Esimerkki. Edellisen esimerkin ensimmaéinen differentiaaliyht&lé on valmiiksi
normaalimuotoinen. Sen kaksi muuta differentiaaliyhtilod voidaan muuntaa nor-
maalimuotoisiksi ratkaisemalla niista y’:

y'=—y’ y =—t.

Differentiaaliyhtalosta F'(t,y,y') = 0 tai y' = f(¢,y) pyritddn ratkaisemaan
kuvaus y. Ratkaisun kisite on huolella tidsmennettiva.

6.5 Mairitelmi. Kuvausta y : A — R sanotaan differentiaaliyhtilon (6.2) rat-
kaisuksi valilla A C R, jos

1. derivaatta y'(t) on olemassa jokaisella t € A,

2. (t,y(t)) € B jokaisella t € A, ja

8. y'(t) = f(t,y(t)) jokaisella t € A.
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Samoin maéritelldsn yleisen ensimmadisen kertaluvun differentiaaliyhtélon ratkaisu:

6.6 Mairitelmi. Kuvausta y : A — R sanotaan differentiaaliyhtilon (6.1) rat-
kaisuksi valilla A C R, jos

1. derivaatta y'(t) on olemassa jokaisella t € A,

2. (t,y(t),y'(t)) € A jokaisella t € A, ja

8. F(t,y(t),y'(t)) =0 jokaisella t € A.

6.7 Esimerkkeja. 1. Kuvaukset ¢ — y(t) = Ce**, C € R, ovat luonnollisen
kasvuyhtilon ¢’ = ay ratkaisuja vélilla A = IR, silla derivointi osoittaa, ettd
kaikki m#aritelmén 6.5 ehdot totetutuvat.

2. Differentiaaliyhtélon ¢ + y? = 0 ratkaisuja vélilld [0, oo[ ovat kuvaukset

C

t—y(t) = T cr C €10,00],
silla derivointi osoittaa, ettd kaikki madritelmén 6.6 ehdot toteutuvat.

3. Differentiaalityhtalolld (y')? + |y| + 1 = 0 ei ole ratkaisua milldéin vililld
A C R, silli silloin pitdisi olla 3’ (t)? < 0.

4. Differentiaaliyhtélon y' = f, missd f(t) = cost ratkaisuja vélilla R ovat y =
sint + C' = [ costdt. Muita ratkaisuja valilld R ei ole, silld méaritelmén 6.5
mukaan ratkaisu on kuvauksen f antiderivaatta. Antiderivaatta on lisattavaa
vakiota vaille yksikésitteinen (lause 1.4).

5. Differentiaaliyhtélon ¢’ = f, missd f: A — R on integroituva (ts. silld on
antiderivaatta) kaikki ratkaisut valilla A ovat

y(t) = / £(t)dt.

6. Differentiaaliyhtélolld y' = f, missa

) 0, jost<O,
f'RH]R’f(t)_{l jost >0,

ei ole ratkaisua. Jos silld olisi ratkaisu y, niin

. _ Cq, jost <0,
y:R—R, y(t)—{ t+Cy jost >0,

missé C1, Co € R. Témj ei kuitenkaan ole derivoituva origossal.

Miten 16ydetdan kaikki tarkasteltavan differentiaaliyht&lon ratkaisut? Tahin
on monia keinoja arvaamisesta alkaen.

6.1 Separointimenetelmi

Téassé alaluvussa tutustutaan separointimenetelmidn ensimmaisen kertaluvun dif-
ferentiaaliyhtéloiden ratkaisemiseksi.

6.8 Esimerkkeji. 1. Etsitaédn differentiaaliyhtélon iy’ = y ratkaisut vélilla R.
Olkoon y ratkaisu. Jos y(t) # 0 kaikilla ¢ € R voidaan yhtalo jakaa sillé,
jolloin ketjusdinndn nojalla

/
AON %m ly(1)| kaikilla ¢ € R.

1. Ratkaisun kisitettd voidaan tosin lieventdd: vaaditaan, ettd y on derivoituva melkein kaikkialla
ja ettd ¢y’ on Riemann-integroituva. T#ll6in f saisi olla esimerkiksi rajoitettu ja paloittain jatkuva.
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Integroidaan tam3 puolittain?, jolloin
t+C=nlyt)| eli y(t) =+te =+eCe! =(Ce! kaikillat € R,

missé C € R ja C € R\ {0}. Derivointi osoittaa, ettd 15ydetyt kuvaukset
ovat yhtdlon 3y’ = y ratkaisuja vélilla R. My6s nollakuvaus on ratkaisu, joten
sallitaan C' = 0. Loydettiinké kaikki ratkaisut? Padttely on muuten tyyppid
=, mutta oletettiin, ettd y(t) # 0 kaikkialla. Siksi ainakin yhdessé pisteessé
nolla-arvoinen kuvaus, joka ei ole nolla kaikkialla, voisi olla 16ytymétta jadnyt
ratkaisu®.

2. Haetaan samalla menettelylld differentiaaliyhtalon

v =t(1+y%)

ratkaisut vililli A C R. Olkoon y sen ratkaisu vélilld A. Jaetaan yht&lo
tekijalla 1 + y2 > 0, jolloin ketjusdsinndn nojalla

!/
3 y'(t) d s
v\ 2 kill A.
t Ty @t arctan y(t) kaikilla ¢t €

Integroimalla puolittain saadaan

%t‘* + C = arctany eli y = tan (%t‘l + C) kaikilla t € A.
On vaadittava, ettd tangentin muuttuja on valilld | — /2, 7 /2] (tai vililld
|7/2,3m7/2] tai ...). Niin vakiota C rajoittaa vali A. Derivointi osoittaa, etta
16ydetyt y ovat kyseisen differentiaaliyhtélon ratkaisuja. Muita ratkaisuja ei
ole, silld laskussa oletettiin vain, ettd y on ratkaisu.

3. Tehd&én edellisen esimerkin lasku kisittelemé&lla derivaattaa osamaarané:

dy 3 NN/ dy 3 N / dy / 3
AR 1+ 2 1+ 2

1 1
= arctanyzzt‘l—i—C = y:tan(1t4+0).

Huomaa, ettd tdma on kitevd muistisdanté ja lyhennysmerkintéd kuten sa-
manlainen kirjoitustapa muuttujanvaihtolauseen soveltamisessa.

Y114 olevissa esimerkeissd kiytettyd menetelmad sanotaan separointimenetelmdaksi,
koska siind erotellaan muuttujat y ja ¢ eri puolille yhtaloa.

6.9 Masaritelma. Olkoot A, I C R avoimia vileji ja f: A — R, g: 1 — R jatku-
via. Ensimmdisen kertaluvun differentiaaliyhtilod

y'(t) = f(t)g(y) (6.3)
sanotaan separoituvaksi.

Tarkastellaan separoituvaa yhtalod (6.3) Merkitaan kuvauksen y — 1/g(y)
integraalifunktiota G(y). Se on olemassa ja derivoituva, jos g(y) # 0 vililla I. Silloin
differentiaaliyhtalostd (6.3) saadaan separointimenetelmélls

dy ; B
/ 2= / F(t)dt eli Gy) = F(t) + C, 1 € A, (6.4)

2. Haetaan siis vasemman ja oikean puolen antiderivaatat. Yhtdlon ja antiderivaatan yksikisit-
teisyystuloksen nojalla ne ovat samat lisdttdvad vakiota vaille.

3. Sellaista ei kuitenkaan ole olemassa, silld Gronwallin epdyhtdlén nojalla alkuarvotehtdvilld
y' =y, y(to) =0, on vain yksi ratkaisu, ks. esimerkki 6.14.3.
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missd C' € R ja F on kuvauksen f integraalifunktio. Yhtaloa G(y) = F(t) + C
sanotaan differentiaaliyhtdlon (6.3) implisiittiseksi ratkaisuksi. Jos kuvauksella G
on kidnteiskuvaus, niin yhtalon (6.3) eksplisiittinen ratkaisu on

yy = / 7(t)dr) kaikilla 1 € A. (6.5)

On kuitenkin kaksi pulmaa: kddnteiskuvausta ei ole tai sitd ei osata laskea. Lisdksi
pelkkd separointimenetelmin soveltaminen ei takaa, ettd 16ydetty ratkaisukandi-
daatti on ratkaisu. Yhtélostd (6.5) ndhd&dén, ettd siithen riittdi, ettd kdanteiskuvaus
G~! on olemassa ja derivoituva*. Kiytinndssi on kitevints tarkastaa derivoiden,
ettd ratkaisukandidaatti on ratkaisu, silld samalla mahdolliset laskuvirheet paljas-
tuvat.

6.10 Esimerkki.
Ratkaistaan differentiaaliyhtalo

_ 1
T 14 ev

/

Y

vililld R. Muuttujien separointi ja integrointi puolittain antavat
/(1+ ey)dy:/ldt eli y+e¥ =t+ C kaikillat e R,

missd C € R. Kuvaus y — y + e¥, R — R, on aidosti kasvava, jatkuva ja

lirjrzl (x4 e®) = oo,

joten silld on kddnteiskuvaus. Kuitenkaan implisiittisesté ratkaisusta
y(t) + e'® =t + O, teR,

ei osata ratkaista lukua y(¢) kullekin ¢ € R.

6.2 Alkuarvotehtavat

Ensimmaisen kertaluvun differentiaaliyhtalolld on tavallisesti ddrettoman monta eri
ratkaisua. Niinpa on varaa asettaa lisdehto ratkaisuille.

6.11 Masritelm#. Olkoon B C R?, f: B — R, (to,y0) € B ja A C R siten, etti
to € A. Yhtdloon ' = f(t,y) liittyy alkuarvotehtivd

y/ = f(t7y)’ y<t0) = Yo, (66)

missi on haettava sellainen yhtilon y' = f(t,y) ratkaisu vdlilla A, joka toteuttaa
alkuehdon y(ty) = yo. Lukua yo sanotaan alkuarvoksi ja hetked to alkuhetkeksi .

6.12 Esimerkkeji. 1. Tarkastellaan puun luonnollista kasvua 3’ = ay, o > 0.
Hetkelld t = 0 puun massa olkoon yy > 0. Kasvuyhtdlon kaikki ratkaisut vé-
lilld A = [0,00] ovat t — y(t) = Ce*, C € R. Alkuehto y(0) = yo kiinnit-
tda parametrin C, silla C' = yg. Alkuarvotehtdvalla on tasan yksi ratkaisu:
t— y(t) = yoe** . Puun luonnollinen kasvu on siis eksponentiaalista.

2. Separointimenetelmill3 saadaan, etté differentiaaliyhtdlén ¢’ + y? = 0 rat-
kaisuja valilla [0, co[ ovat ainakin kuvaukset y(t) = 1/(t+ C), C > 0. Lis&ksi
nollakuvaus on ratkaisu. Naistd alkuehdon y(0) = 1 toteuttaa on tasan yksi
ratkaisu valilla [0, co[: t — y(t) = 1/(1 + 1).

4. Kaanteiskuvauslauseen nojalla nédin on, jos g on jatkuva ja nollasta eroava kaikkialla.
5. Puhe alkuarvosta on teknistd. Luontevammin voitaisiin puhua alkuarvotehtdvistd, jos t9 =
min A, loppuarvotehtdvistid, jos to = max A, ja muulloin viliarvotehtavista.
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3. Tarkastellaan seuraavaksi luonnotonta kasvua®. Haetaan alkuarvotehtivin
y' =42, y(0) = 1, ratkaisua vililld [0, 2]. Olkoon y ratkaisu. Koska 3’ = y? >
0 ja y(0) = 1, niin y(t) > 1 kaikilla ¢ > 0. Niinpa separointimenetelm&lld
saadaan, ettd vililld [0, 2] ratkaisu toteuttaa —2 = t + C, missi C € R.
Alkuehto antaa —1 = 0+ C = C, joten ratkaisuksi tulee

1

Tama y ei ole jatkuva, joten jossakin on virhe. Se on vain oletuksessa, ettd
ratkaisu on olemassa. Niinpd ratkaisua ei ole olemassa koko valilla [0, 2].
Vililld [0, 1] ratkaisu on y(¢) = 1/(1—t). Huomaa, etti kasvu yhtélon y' = y?
mukaan on niin nopeaa, ettd aika loppuu kesken.

Tarvitaan keino selvittdd, onko separointimenetelmallé tai muuten 16ydetty
kaikki differentiaaliyhtdlon ratkaisukandidaatit. Sen tiedon avulla selvidé samalla,
montako ratkaisua kullakin alkuarvotehtdvilld on. Siihen sopii seuraava tulos.

6.13 Apulause. (Gronwallin-Bellmanin lemma tai Gronwallin epiyhtali.) Olkoot
M >0,a,beR, a<b,jadn:la,b — R jatkuvia siten, ettd
t

n(t) >0 ja o(t) < M—|—/ n(s)¢(s) ds kaikilla t € [a,b].

Silloin .
o(t) < Mexp/ n(s)ds kaikilla t € [a,b].

Todistus. Maritellisin apukuvaukset ¥, : [a,b] — R,

t ~

o0 =20+ [ no1o(s)ds, 50 = w01 (~ [ 0o ),

a

jotka ovat derivoituvia. Oletuksen mukaan

W () = n(0)o(t) < n(t)(t) kaikilla ¢ €la, b

Siten

t

V() = (V' (t) — n(t)v(t)) exp ( - / n(s) ds) < 0 kaikilla ¢ €]a, b].

a

Titen t — ¢(t) on vihenevi, joten 1(t) < ¢)(a) = M kaikilla ¢ € [a,b]. Oletuksen
mukaan

B(t) < P(t) = P(t) eXp/ n(s)ds < Mexp/ n(s) ds kaikilla ¢ € [a, b].
m.o.t.

6.14 Esimerkkeja. 1. Olkoon jatkuva kuvaus f : [0,1] — R sellainen, ettd
t
0< f(t) g/ 99f(s) ds kaikilla ¢ € [0, 1]
0

Gronwallin epéyhtalossa on télloin M = 0 ja n(t) = 99, joten
0<f(t)<0- e =0 kaikilla ¢ € [0, 1].
Siten f(t) = 0 kaikilla ¢ € [0, 1].

6. Luonnottomasti voi kasvaa porssiosakkeen hinta tai narkomaanin huumeenkulutus.
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2. Tarkastellaan alkuarvotehtavdd ¢’ = ay, y(0) = 0, a € R, vililld [0, co. Heti

ndhd&in, ettd nollakuvaus on yksi sen ratkaisu. Onko muita? Olkoon y sen
ratkaisu. Silloin 3’ (= ay) on jatkuva, ja lauseen 3.8 nojalla

001 = s+ [y ©a] =| [ avras| <0+ [ el bio)las

kaikilla ¢ > 0. Gronwallin ep#yht#lon nojalla |y(t)| < 0- el®l* = 0 kaikilla
t > 0. Siten nollakuvaus on ainoa ratkaisu.

. Osoitetaan, ettd kaikki differentiaaliyhtélon v’ = ay, o € R, ratkaisut vélilla

[0, 00 ovat y(t) = Ce*, C € R. Olkoon y jokin ratkaisu vililld R. Silloin
y — z, missd 2(t) = y(0)e®, on yksi edellisen kohdan alkuarvotehtivin
ratkaisu. Koska se on yksikisitteinen ja nollakuvaus, niin y(t) = 2(t) =
y(0) e kaikilla ¢ > 0.

. Tarkastellaan alkuarvotehtéivad,

v =y ja y(0)=0.

valilla [0,7], T > 0. Heti ndhd&in, ettd yksi sen ratkaisu on nollakuvaus
t — 0. Onko muita? Oletetaan, ettd olisi ainakin yksi, jota merkitdsn y. Ku-
vaus t — |y(¢)]:[0,7] — R on jatkuva ja sen maarittelyjoukko on suljettu
ja rajoitettu joten Weierstraflin lauseen nojalla silla on suurin arvo. Siis on
olemassa N > 0 siten, ettd |y(¢)] < N kaikilla ¢ € [0,7T]. Koska y' on jatku-
va, niin lauseen 3.8 mukaan integroidaan differentiaaliyhtild puolittain vilin
[0,¢] yli ja kiiytetddn alkuehtoa. Silloin

w01 = w0~y = | [ v as| = [ v2ras < [ Niyteyas

kaikilla ¢ € [0,7]. Gronwallin epéyhtlon nojalla 0 < |y(t)] < 0 eli y(t) =
0 kaikilla ¢t € [0,T]. Siten nollakuvaus on ainoa kyseisen alkuarvotehtévin
ratkaisu.

. Tarkastellaan alkuarvotehtévia

v = f(y), y(0) =yo ja 2" = f(z), 2(0) = z0,

missd, yo,20 € R ja f:R — R on Lipschitzin-jatkuva vakiolla” L > 0.
Oletetaan, etta vililld [0, 7], T > 0, nailld on ratkaisut y ja z. Silloin ' — 2" =
f(y) — f(2) on jatkuva, mistd integroimalla yli vilin [0,¢] C [0,7] saadaan,
ettd

t
(6 = =00 = [50) =20 + [ (F(u) = F(:(2)) ) ]
t
<10) =0+ [ |(v6e) = S (:() s
t
< |yo — 0] —|—/ Lly(s) — z(s)| ds kaikilla ¢t € [0, T].
0
Gronwallin epayhtédlon nojalla
ly(t) — 2(t)] < |yo — 20| e™" kaikilla t € [0, T). (6.7)
Jos yo = zp, niin y(t) = z(¢) kaikilla ¢ € [0,7] eli alkuarvotehtévin y’ =
f(y), y(0) = yo ratkaisu on yksikisitteinen. Kaava (6.7) kertoo enemmén:

alkuarvotehtévin ratkaisu riippuu peréti Lipschitzin-jatkuvasti alkuarvosta
(vakio on e%T).

7.

On siis olemassa L > 0 siten, ettd |f(u) — f(v)| < L|u — v| kaikilla u,v € R.
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6. Tarkastellaan alkuarvotehtidvia
v =Vlyl, y(0) =0,
valilld [0, ool. Sill4 on &&rettoman monta ratkaisua:

o _J o, jos0<t<eg,
Mﬂ—OJay@%—{i@_@{ jos t > ¢,

missd ¢ > 0. Kuvaus y — +/|y| ei ole Lipschitzin-jatkuva eikd origon l&helld
voida arvioida +/|y| < N|y| kuten kahdessa edellisessé kohdassa oli.

6.3 Lineaariset differentiaaliyhtilGt

Ensimméisen kertaluvun differentiaaliyhtdlod v’ + p(t)y = 0 sanotaan lineaariseksi
ja homogeeniseksi, jos p: A — R.

6.15 Lause. Olkoon p: A — R jatkuva ja to € A. Silloin kaikki homogeenisen
lineaarisen differentiaaliyhtilon v’ + py = 0 ratkaisut vdlilla A ovat

y(t) = Ce P e A CeR.

Todistus. Derivointi osoittaa, ettd kaikki ndmé kuvaukset ovat ratkaisuja. Se, et-
td muita ei ole, osoitetaan helpoiten Gronwallin epadyhtalon avulla. Huomaa, etté
ratkaisun kaava l0ydetdin myGs separointimenetelmalli. m.o.t.

6.16 Esimerkki. Differentiaaliyhtélon

y + 0

1+27
kaikki ratkaisut valilla IR ovat

t
_ 1 . — arctant
y(t)—Cexp/O 1+S2ds—Ce , CeR.

Ensimmaiisen kertaluvun differentiaaliyhtild v’ + p(t)y = ¢ sanotaan lineaariseksi
ja epéhomogeeniseksi, jos p,q: A — R ja q ei ole nollakuvaus.

6.17 Lause. Olkoot p,q: A — R jatkuvia ja tg € A. Silloin kaikki epidhomogeenisen
lineaarisen differentiaaliyhtilon v’ + py = q ratkaisut vililld A ovat

t
y(t) = Ce PO 4 ¢=P1) / P g(s)ds, 1 € A, (6.8)

to

missi C € R ja P(t) = ftto p(s) ds.

Todistus. Koska sekd p ettd g ovat jatkuvia, niin derivointi osoittaa, ettd kaavan
(6.8) y on ratkaisu. Se, ettd muita ratkaisuja ei ole, perustellaan Gronwallin epéyh-
talolla. m.o.t.

6.18 Huomautus. 1. Kaavan (6.8) voi johtaa yritteelld y(t) = C(t)e F®)
joka derivoidaan ja sijoitetaan differentiaaliyht&loon. Talloin 1ahdetaéan ho-
mogeenisen yhtdlon ratkaisusta, mutta annetaan vakion C riippua muuttu-
jasta t. Tatd menettelyd kutsutaan vakion varioimiseksi.

2. Kaavaa (6.8) sanotaan vakion varioimiskaavaksi.
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3. Kaava (6.8) antaa oitis alkuarvotehtavin y' + py = ¢, y(to) = o, ratkaisun
vélilld A, kun sijoitetaan C = yq.

6.19 Esimerkki. Epdhomogeeniselle lineaariselle yhtilolle ' +ty = ¢ pitee p(t) =

t =q(t) ja P(t) = 312, joten sen ratkaisut vililli R ovat

t t
142 1,2 1.2 1,2 1,2 1.2
y(t) =Ce 2" 4 e 2! / e2¥ sds=Ce 2" + e 2! / e2®
0 0

. _1p

=(C—1)e 2" y1=Ce 2" +1,

missi C,C € R.

6.20 Lause. Olkoot p,q: A — R jatkuvia. Olkoon y. jokin epahomogeenisen line-
aarisen differentiaaliyhtdlon y' +py = q ratkaisu valilld A ja yy, jokin homogeenisen
lineaarisen differentiaaliyhtilon y' + py = 0 epitriviaali® ratkaisu vililla A. Télléin
kaikki yhtdlon ' + py = q ratkaisut valilld A ovat y = ye + Cyp, C € R.

Todistus. Derivointi antaa, etta

Y +py = ye+ye +Cyy +pyn) =q+C-0=gq.

=q =0

Gronwallin epédyhtélon avulla niytetdin, ettd muita ratkaisuja ei ole. m.o.t.

6.21 Huomautus. Homogeenisen lineaarisen differentiaaliyhtdlén ratkaisut muo-
dostavat yksiulotteiseen vektorialiavaruuden kaikkien valilld A méaariteltyjen funk-
tioiden muodostamassa vektoriavaruudessa. Epdhomogeenisen lineaarisen differen-
tiaaliyhtdlon ratkaisut muodostavat siind yksiulotteisen tason, joka kulkee pistee y.
kautta.

6.22 Esimerkkejd. Olkoon p € R ja ¢: R — R. Tarkastellaan vakiokertoimista
lineaarista ensimmaisen kertaluvun differentiaaliyhtilod ' + py = q.
1. Vakiokertoimisen homogeenisen lineaarisen differentiaaliyhtélon ¢ + py = 0
ratkaisut 16ydetiin myds yritteelld y(t) = e™ . Silloin

Y () +pyt) =re™ +pe™ =(r+p)e’ =0,

jos 7+p = 0 eli r = —p. Siten ratkaisut vililli R ovat y(t) = Ce P, C' € R.
2. Haetaan epihomogeenisen yhtilon 3’ + py = t? + 1 kaikki ratkaisut valilla
R. Homogeenisen yht#lén epitriviaali ratkaisu on e ~P!. Epihomogeenisen
yht#lon yhden ratkaisun y. 16ytéimiseksi tehdéiin yrite y.(t) = at? + Bt + .

Silloin
yt’i(t) +py€(t) = 2at + ﬁ —|—p(at2 + /6t + ,y)
=pot? + (a+pp)t + (B+7) = t* + 1 kaikilla t € R,
jos
_1
pa=1 o=
a+pB=0 ei{ B=—2
2
B+py=1 ,y:pp-é-Z.

Siten yht#lon ¢’ 4+ py = t2 + 1 kaikki ratkaisut vélilla R ovat

1, 2 P42
yty=Ce# 42— 24 P2 ceR
p p p

8. Eli y;, ei ole nollakuvaus.
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3. Epdhomogeenisen yhtalon y’ + py = sint ratkaisemiseksi vililla IR arvataan,
ettd yksi sen ratkaisu on y.(t) = asint 4+ (8 cost joillakin «, 5 € R. Silloin
Y. + pye = acost — Bsint + p(asint + [Fcost)
= (=0 + pa)sint + (a + pf) cost = sint,
jos
= o = £
{ﬂ—l—pa_(l) eli{ _1+p21
a+pp= f=—1p

Yhtélon 3’ + py = sint kaikki ratkaisut valilla R ovat siten

1
P sint — T 5 cost, C € R.

t)y=Ce P +
vt 1+ p? +p
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Luku 7

Toisen kertaluvun differentiaaliyhtalot

Tassa luvussa tutustutaan toisen kertaluvun yleisiin ja lineaarisiin differentiaaliyh-
t&l6ihin.

7.1 Méé#ritelmi. Olkoon A C R?* ja F: A — R. Yhtilé

F(t,y,y',y") =0 (7.1)

on (yleinen) toisen kertaluvun differentiaaliyhtdl.
7.2 Masaritelma. Olkoot p,q,7: A — R, missé A C R on vili. Yhtilo

vty +aqy=r (7.2)

on toisen kertaluvun lineaarinen differentiaaliyhtilé. Se on homogeeninen, jos v on
nollakuvaus. Muutoin se on epihomogeeninen. Jos kuvaukset p ja q ovat vaekioita,
niin sanotaan, ettd (7.2) on vakiokertoiminen.

7.3 Esimerkkeja. 1. Tarkastellaan kitkatonta heiluria tasaisessa painovoima-
kentdssd. Heilurin pituus olkoon [ ja vapaan putoamisliikkeen kiihtyvyys g.
Esittakoon y(t) heilurin heilahduskulmaa hetkelld ¢. Klassisen mekaniikan
mukaan heilurin liikeyht&lo on

Yy + % siny = 0. (7.3)
Yht&lo (7.3) on toisen kertaluvun differentiaaliyhtilo, mutta se ei ole lineaa-
rinen siniterminsd vuoksi.

2. Oletetaan, ettd heilurin heilahduskulma on koko ajan pieni. Silloin sin y(t) ~
y(t), ja heilurin litkeyhtalo on likimain 3" 4 (g/1)y = 0, joka on vakiokertoi-
minen, lineaarinen ja homogeeninen.

3. Tarkastellaan kappaletta, jonka sijainti kitkattomalla vaakasuoralla pinnalla
hetkell4 ¢ on y(¢) ja joka on kiinnitetty lineaariseen jouseen. Silloin kappa-
leeseen vaikuttavat jousivoima F; = —ky(t) ja kitkavoima Fy = —vyy'(t),
missd verrannollisuuskertoimet k,u > 0 ovat vakioita. Jousivoima on siis
suoraan verrannollinen kappaleen siirtym&in ja se pyrkii palauttamaan kap-
paleen origoon. Kitkavoima on suoraan verronnollinen kappaleen nopeuteen.
Vaikuttakoon vield kappaleeseen ulkoinen voima Fj,. Kappaleen liikeyhtdlo
on my"” = F; + F, + F, eli

F,
vy +wly = Ep (7.4)

missd w = /(k/m) ja v = p/m. Tama differentiaaliyhtilo on lineaarinen ja
vakiokertoiminen. Jos F), # 0, se on epdhomogeeninen.

On kaksi tilannetta, joissa toisen kertaluvun yhtdld palautuu ensimméisen
kertaluvun yhtaloksi.
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7.4 Esimerkkeji. 1. Differentiaaliyhtdlo G(¢,y’,y”) = 0 on ensimméisen ker-
taluvun yhtdlé kuvauksen y’ suhteen. Voidaan siis ensin ratkaista kuvausta
y' ensimméisen kertaluvun yhtéloiden menetelmilld. Jos siind onnistutaan,
on ratkaisu y = [ v/ dt.
2. Tarkastellaan heilurin litkeyhtalod (7.3) alkuehdoin y'(0) = 0 ja y(0) = yo €
[0, 5]. Kerrotaan yhtdld (7.3) derivaatalla ¢ ja integroidaan puolittain. Sil-
loin saadaan

1
iy’Q - %cosy =C,
missd C' on vakio. Sijoitetaan alkuehdot, jolloin C' = —% cosyo. Koska on

ilmeistd, ettd ' < 0, niin y' = —\/2g/l/cosy — cosyp. Separointimenetel-
malld saadaan

I [v 1
| e u=t
29 J, +/cosu—cosyo

T&ama on vain implisiittinen ratkaisu, ja sellaisenakin erityisen hankala, koska
siind esiintyvid integraalia ei voi laskea. Silti saatiin heilurin heilahdusaika
P:

/ —du x
\/ yo V/COSU — COSYo

Yleistetddn menettely. Toisen kertaluvun differentiaaliyhtilo y” = f(¢,y)
kerrotaan derivaatalla y’ ja integroidaan puolittain. Niin paédstdin ensim-
maisen kertaluvun differentiaaliyhtaloon.

Maéaritellaan huolella toisen kertaluvun differentiaaliyhtdlon ratkaisu.

7.5 Miiritelmi. Olkoon A C R*, F: A — R ja A C R vili. Kuvaustay : A — R
sanotaan differentiaaliyhtilon F(t,y,y'y") = 0 ratkaisuksi valilla A, jos

1. derivaatat y'(t) ja y'(t) ovat olemassa jokaisella t € A,

2. (t,y(t),y'(t),y"(t)) € A jokaisella t € A, ja

8. F(t,y(t),y'(t),y(t)) = 0 jokaisella t € A.

7.6 Esimerkki. Jatketaan esimerkin 7.3.3 jirjestelmin tarkastelua. Oletetaan, et-
ta ulkoista voimaa ei ole, jolloin on tutkittava lineaarista vakiokertoimista ja homo-
geenista differentiaaliyht&loa

”+7y'+w2y:07

Sen ratkaisut vililli A = R 16ydetdin sen karakteristisen yhtdlon r? 4+ yr +w? =0
avulla: sijoitetaan yht#loon yrite y(t) = e™, jolloin paljastuu, etti yrite kelpaa, jos
karakteristinen yht#lo toteutuu®. On tasan kolme mahdollisuutta.

1. Karakteristisen yhtélén juuret

Y = VY AW 7+ VP~ Aw?
r = B) Ja 1o = )

ovat erisuuret reaaliluvut r; ja ro. Niin kdy, jos v > 2w eli kitkavoima
voittaa jousivoiman. Talldin kuvaukset e ™! ja e™! ovat ratkaisuja ja ne ovat

1. Laskussa on kiytettdvd kompleksista eksponenttikuvausta, jonka midrittelee kaava
et — 7 (cosy + isiny) kaikilla =,y € R.

Kompleksiarvoisen kuvauksen derivaatta maaritellidn sen reaaliosan derivaatan ja imaginaariosan
derivaattojen summana: jos f,g: A — R, niin (f +ig)’ = f’ + ig’. Niin ollen

= e (xtin)t — = e cosyt + za e sinyt = - = (z + iy) e @ kaikilla z,y,t € R.
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lineaarisesti riippumattomia?. Yhtildn lineaarisuuden vuoksi kaikki niiden
lineaariyhdisteet ovat my6s ratkaisuja:

t— y(t) = et 4 Cy er2t7 C1,Cy € R. (7.5)

2. Karakteristisen yhtdlon juuri on kaksinkertainen ja reaaliluku r;. Néin kiy,

jos v = 2w. T#llsin yksi ratkaisu on e”?!. Entd muut ratkaisut?

3. Karakteristisen yhtdlon juuret ovat imaginaariset. Néin kiy, jos v < 2w eli

jousivoima voittaa vastusvoiman. T#lldin ratkaisuja ovat®

t—y(t)=Cre 7 cosit + Coe T sinat, C1,Cy € R, (7.6)

missd 7 = v/2 ja @ = \/4w? — y2/2.

7.7 Lause. Olkoot p,q,7: A — R jatkuvia. Jos y1 ja yo ovat kaksi lineaarisesti
riippumatonta homogeenisen yhtdilon y" + py' + qy = 0 ratkaisua ja y. on jokin
epdhomogeenisen yhtilon y" + py’ + qy = r ratkaisu vililld A, niin kaikki epihomo-
geenisen yhtalon ratkaisut valilla A ovat y = ye + Cry1 + Coyo, missi C1,Co € R.

Todistus. Sivuutetaan. Todistuksessa kiytetddn Gronwallin epdyhtdlod.  m.o.t.

7.8 Esimerkkeji. 1. Jatketaan esimerkin 7.3.3 jirjestelmin tarkastelemista.

Jos kitkavoima voittaa jousivoiman, niin kaikki ratkaisut antaa kaava (7.5)
lauseen 7.7 nojalla. Jos jousivoima voittaa kitkavoiman, niin kaikki ratkaisut
saadaan kaavasta (7.6). Rajatapauksessa v = 2w pitaisi loytd4 toinen lineaa-
risesti riippumaton ratkaisu y2. Kokeillaan yritettd y2(t) = v(t)y1(t), missd
y1(t) = e™'. Lasketaan derivaatat

ya =v'y1 +oyy ja yh ="y +20'y; + vy
Sijoitetaan ne ja yo differentiaaliyhtdl6on:

Yy + v + wya = 0"y + 20'y; + vyl + (V' + vyl) + wioy
= v(y + ) +wyn) + 0"y 0 2y +yyn) =0+ 0"y =0,
—_— —_———

=0 aina =0 nyt

jos v = 0. Se toteutuu, kun v(t) = t, joten toinen lineaarisesti riippumaton
ratkaisu on y»(t) = te™". Lauseen 7.7 nojalla kaikki ratkaisut ovat

y(t) = Cre™" + Cote™", C1,C € R. (7.7)

T&at4 menetelmii toisen ratkaisun 10ytdmiseksi sanotaan kertaluvun pudot-
tamiseksi. Se toimii my0s sellaisilla lineaarisilla yht&lGilld, jotka eivit ole
vakiokertoimisia.

. Haetaan kaikki differentiaaliyhtalon 3" +y = ¢ ratkaisut valilli R. Arvataan,

ettd yksi niistd on y.(t) = t. Homogeenisen yhtdlon y” +y = 0 karakteristinen
yhtild on 72 4+ 1 = 0. Sen ratkaisut ovat 0 & i - 1, joten kaksi homogeenisen
yhtélon lineaarisesti riippumatonta ratkaisua on

0

e% cos1t = cost ja e°

" sin 1t = sin .
Lauseen 7.7nojalla yhtdlon 3" + y = t kaikki ratkaisut vililla R ovat

y(t) =Cicost+ Cosint +t, C;,Cs € R.

2.
3.
teet

Eli yht#lostd A1 e™ + Age™! = 0 kaikilla ¢t € R seuraa A1 = A = 0.
Kaksi ratkaisua on e™? ja e”2!. Koska differentiaaliyht#ld on lineaarinen, niin lineaariyhdis-

1 1 5 1 1
—emt 4 et = e 7 cost ja —e"lt — —e
2 2 2 2

r2t — ¢ =7 sin@t

ovat my0s ratkaisuja.

55



Toisen kertaluvun differentiaaliyhtéloon vélilla A C R liitetdsn tavallisesti
kaksi alkuehtoa

y(to) =wo ja ¥ (to) = y1,
missé tg € A ja yo,y1 € R.

7.9 Esimerkki. Jatketaan esimerkin 7.3.3 jirjestelmén tarkastelemista. Oletetaan,
ettd kappale poikkeutetaan aluksi kohtaan yy € R ja padstetdin siitd irti nopeudella
vo € R. Alkuehdot ovat talldin y(0) = yo ja y'(0) = vo. Ne madraavit vakiot Cq
ja C5 kussakin kolmessa tapauksessa (7.5)—(7.6). Todetaan vield, miten jarjestelma
kiyttaytyy, kun ¢ — oo.

1. Jos kitkavoima voittaa jousivoiman, niin r; ja ro ovat negatiivisia, joten
kappale hakeutuu origoon heilahtelematta, kun ¢ — oo.

2. Jos jousivoima voittaa kitkavoiman, heilahtelee kappale origon ympérilla.
Heilahtelun laajuus pienenee eksponentiaalisesti. Kun ¢t — oo, paétyy kappa-
le origoon. Jos kitkavoimaa ei ole, niin silloin y(t) = yo coswt+ (vo/w) sinwt,
joten kappale heilahtelee iati.

3. Rajatapauksessa v = 2w kappale hakeutuu origoon, kun ¢ — oco.

Huomaa, ettd rajatapauksen ratkaisu (7.7) saadaan seki kitkavoiman dominoiman
tapauksen ratkaisusta (7.5) rajalla w — 7/2— ettid jousivoiman dominoiman ta-
pauksen ratkaisusta (7.6) rajalla w — ~v/2+ (harjoitustehtivi).

7.10 Esimerkki. Tarkastellaan vield kitkaista harmonista oskillaattoria eli esi-
merkin 7.3.3 jarjestelmii. Oletetaan, ettd punnukseen vaikuttaa jaksollinen voima
F, = fomsindt, fy € R, @ > 0. On ratkaistava epdhomogeeninen yht&lo:

Y () + vy (t) + wy(t) = fosindt kaikilla t € R. (7.8)

Otaksuttavasti pitkéin ajan kuluttua ratkaisu riippuu vain punnukseen vaikuttavasta
voimasta, ei alkuehdoista. Arvataan siksi, ettéd yksi ratkaisu on y.(t) = Acoswt +
Bsinwt, missd A, B € R. Talloin

yL(t) = —wAsindt + OB cosdt ja y!(t) = —@*Acosdt — & Bsindt.
Sijoitetaan y. derivaattoineen yhtdlén (7.8) vasempaan puoleen, jolloin se on
(—? A4+ ~v&oB + w?A) cos ot + (—°B — 0 A + w?B) sinét.

Koska t — cos®t ja t — sin @t ovat lineaarisesti riippumattomia, niin (7.8) toteutuu
tdsmélleen silloin kun niiden kertoimet ovat samat eli

—PA+ OB+ w?PA=0 ja —O’B—y0A+ W B = fo.
Ratkaistaan tasté

forw : fo(@? —w?)
A= B- . .
(@2 —a2)2 1 422 (@2 — 02)2 1 4202 (7.9)

Yrite onnistui, ja niin yhtélon (7.8) jokainen ratkaisu vélilla R on
y(t) = e 7 (Cy cos Ot + Cosindt) + Acost + Bsindt, C1,Cy € R, (7.10)

Ratkaisu (7.10) koostuu kahdesta sinimuotoisesta virdhtelysti, joista ensimméinen
riippuu alkuehdoista, vaimenee eksponentiaalisesti ja sen kulmataajuus @ on pie-
nempi kuin kitkattoman oskillaattorin kulmataajuus w. Toinen virdhtely ei riipu
alkuehdoista ja sen kulmataajuus on sama kuin ulkoisen voiman kulmataajuus .
Alkuehdoista riippumatta kitkainen harmoninen oskillaattori pddtyy ajan myG6ta
vardhtelem&dn ulkoisen voiman tahtiin.
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