Matematiikan approbatur 2B

Kurssin sisilto yleisesti. Sarjateoriaa ja monen (kahden ja kolmen) muuttujan dif-
ferentiaalilaskentaa. Sarjateoriassa esitelladn potenssisarjat ja Taylorin kehitelmé seké
niiden kéyttotapoja. Differentiaalilaskennassa mééritelladn vektorimuuttujan funk-
tion osittaisderivaatta ja differentioituvuus, késitellidn perusasiat kédyristd ja pin-
noista ja niiden tangenteista ja normaaleista.

Téhén kirjoitelmaan on koottu térkeimmét tulokset (padsédédntoisesti ilman todis-
tuksia) ja jokusia esimerkkejd.' Yksityiskohtia varten on syytd tutustua kirjallisuu-
teen; esimerkiksi kirja [3] on varsin sopivaa luettavaa.

Téata tekstia kirjoitettaessa on kiytetty apuna ldhinné viiteluettelossa mainittuja
kirjoja [2, luvut XIV ja XV], [1, luvut XIII, XIV ja XVI-XVIII], [7, osan II/1 luvut
1 ja 3] ja [3, luvut 9 ja 11-13].

Wiimeksi muutettu 30.4.2006.



Sisalto

Matematiikan approbatur 2B

Kirjallisuutta

Luku 1. Sarjateoriaa

1.

9.

O NSOt W

Johdantoa

Sarjan suppeneminen
Positiivitermiset sarjat

Itseisesti suppenevat sarjat
Vuorottelevat sarjat
Potenssisarjat

Taylorin ja Maclaurinin sarja
Alkeisfunktioiden sarjakehitelmia
Sovelluksia

Luku 2. Vektorimuuttujan funktioiden differentiaalilaskentaa

1.

2.
3.
4

Vektoriarvoiset funktiot (kdyrét)
Kahden muuttujan funktiot
Osittaisderivaatta

Adriarvot



1]

Kirjallisuutta

SERGE LANG, A First Course in Calculus, 5th Edition, Undergraduate Texts in Mathematics,
Springer, 1986. [Luvut XIII, XIV ja XVI-XVIIL]

SERGE LANG, ”Short Calculus. The Original Edition A First Course in Calculus”, Under-
graduate Texts in Mathematics, Springer, 2002; sama kuin kirjan A First Course in Calculus
ensimmiinen laitos, Addison-Wesley, 1964. [Luvut XIV ja XV]

ROBERT A. ApAMS, Calculus. A Complete Course, 6th Edition, Pearson Addison Wesley, 2006.
[Luvut 9 ja 11-13. My®os kirjan aiemmat laitokset ovat kdyttokelpoisia.]

Ross L. FINNEY, MAURCE D. WEIR, ja FRANK R. GIORDANO, Thomas’ Calculus, 10th
Edition, Addison Wesley Longman, 2001. [Luvut 8 ja 10-11.]

USEITA TEKIJOITA, Monet kirjat, joiden otsikosta 18ytyy Calculus (mutta ei Advanced), sopivat
oheislukemistoksi. [Hyvié tuntomerkkejé: sivukoko n. A4, sivuja n. 1000.]

AATOS LAHTINEN JA ERKKI PEHKONEN, Matematiikkaa soveltajille. Peruskurssi korkeakouluja
varten. Osa 2, Kirjayhtymi, 1988. [Luvut 7 ja 8.]

RICHARD COURANT ja F. JOHN, Introduction to Calculus and Analysis, Volume I, Reprint of
the 1989 Edition, Classics in Mathematics, Springer, 1999; Volume II/1, 2000; Volume I1/2,
2000.

STEPHEN ABBOTT, Understanding analysis, Undergraduate Texts in Mathematics, Springer,
2001.

Tom M. AposToL, Mathematical analysis, 2nd edition, 5th printing, Addison Wesley, 1981;
ensimméinen laitos 1957.



LUKU 1

Sarjateoriaa

1. Johdantoa

Sarjateoriassa tarkastellaan paattyméattomien summien

0o
E aj:al—i—ag—i—...
7j=1

ominaisuuksia. Tilanteesta riippuen sarjat voivat olla
a) lukusarjoja )77, aj;
b) potenssisarjoja Z;io ajxj;
c) Fourier'n sarjoja % + > 77 (a; cos(jx) + b; sin(jx);
d) yleisempié funktiosarjoja Z;; fi(x).

1.1. Merkint6ja. Kun a4,..., a, ovat annettuja lukuja, kiytetddn summamer-
kintaa Z;L:1 aj = a1 + ax + --- + a,. Vastaavasti, jos on annettu lukujoukko {a;y |
je{l...,n}, ke {l,...,m}}, merkitdan 37, D700 ajp = @+ ap, oo+
Qn 1 +ooe 4+ Q-

ESIMERKKI 1.1. Geometrisen sarjan summakaava lienee koulusta tuttu: 1 + g +
¢+ ¢ +q*+-- =1/(1 — q). Erityisesti, 1 + 1 + 1 + 3 +--- = 2. Témén pétty-
méttoman summan laskemista voidaan havannoillistaa kuvalla (ks. kuva 1): Jaetaan
tason yksikkonelio {(z,y) € R? | 0 < z < 1,0 < y < 1} puoliksi suoralla z = 1/2.
Jaetaan oikean puoleinen suorakaide kahdeksi nelioksi suoralla y = 1/2. Néin yksik-
konelio jakautuu kolmeen osaan, joiden avulla yksikkonelion pinta-ala voidaan laskea:
T+i+i=1

Toistetaan toiminto "kaksi peridkkéistd” puolitusta oikean ylanurkan nelille yh&
uudelleen ja uudelleen. Kuvan tilanne vastaa viittd perdkkéistd kaksoispuolitusta ja
yksikkonelion pinta-alalle jakoa %+i+%+%+%+gz+ﬁ+ﬁ+5—}2+wﬁ+mﬁ =1

Kun jakoa toistetaan "padttyméttomiin”, saadaan ilmeisesti geometriselle sarjalle
summa 3 + + 4+ £ + 1c + - = L.

A

Kuva 1. Geometrisen sarjan summa: 5+ + £ + -+ = L.

4
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ESIMERKKI 1.2. Reaalilukujen yhteenlaskun vaihdannaisuus- ja liitdnnéisyysomi-
naisuuksien nojalla on esimerkiksi luvuille a; 1, a1,2, a1 ja a2 voimassa

(@11 + a12) + (a21 + ase) = (a1 + az1) + (a12 + az2).

Tama tarkoittaa, ettd jos luvut esitetddn matriisina

Q11 A12

Q21 022 ’
niin kaikkien lukujen summa voidaan laskea yhté lailla laskemalla ensin summat ri-
veittdin ja sitten rivisummat yhteen kuin laskemalla ensin summat sarakkeittain ja
sitten sarakesummat yhteen.

Paattyméattomille summille tilanne on toisenlainen. Tarkastellaan seuraavan paat-
tyméattoméan matriisin mukaisia lukuja a;x:

-1 L 1 1 1 7
2 16

A A

0o 0 -1 2 ;

0 0 0 -1 3

o 0 0 0 -1

Geometrisen sarjan summakaavan nojalla jokaisen rivin lukujen summaon ) > | a;, =
-1+ (% + }l + % +-+-) = 0. Kun lasketaan rivisummat yhteen, saadaan

) a=> 0=0.
j=1 k=1 j=1

Toisaalta, kun lasketaan ensin summat sarakkeittain, saadaan sarakesummiksi
X . . X . - (-1 1 _1 _1
[Zj:l aj,1 Zj:l @j,2 Zj:l a;,3 Zj:l aja4 - ] = [ 1 3 1 3 - } ;

tai yleisesti Z;’il ajp = —2,9%1. Kun lasketaan sarakesummat yhteen, saadaan geo-
metrisen sarjan summakaavan nojalla

o o0 o 1
ZZ‘W - Z_Qk—l =2

k=1 j=1 k=1

Yhteenlaskemisen jarjestykselld on siis vélia!

2. Sarjan suppeneminen
MAARITELMA 2.1. Olkoon (ay)52, annettu lukujono. Méadritelladn uusi lukujono
asettamalla

n
S1=ay, Sg=a1+ag, S3=0a1 +Ay+ A3, ..., S, = Q1+ -+ ap = E ag.
k=1

Sanotaan, ettd (pddttymdtin) sarja Y .-, ai suppenee (eli konvergoi), jos (dé-
rellinen) raja-arvo lim,_, ., s, on olemassa. Muussa tapauksessa sanotaan, etta sarja
> re, ag hajaantuu (eli divergoi).
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Jos sarja 220:1 aj suppenee, sanotaan raja-arvoa lim,, ... s, sarjan summaksi, ja
merkitdan

o
E ap = lim s,.
n—oo

k=1

Lukuja a; kutsutaan sarjan termeikst ja lukuja s, sarjan osasummiksi.

HuomAuTUS 2.2. Jos sarja ZZ; ar suppenee ja sen summa on s, niin termien
muodostama jono suppenee kohti nollaa, silld a, = s, — s,-.1 — s —s = 0, kun
n — oo. Erityisesti suppenevan sarjan termien jono on rajoitettu.

Kéénteinen ei pidéd paikkaansa; on olemassa jonoja (ax)52, siten, ettd ar — 0, kun
k — oo, mutta sarja Y .-, a; hajaantuu.

ESIMERKKI 2.3 (Aritmeettinen sarja). Sarjaa > - a; kutsutaan aritmeettiseksi,
jos sarjan termit ovat muotoa ay = ck + d joillekin (k:sta riippumattomille) vakioille
cja d. Téassa

= 1 1
n:cZk%—nd:c%%—nd:n(c(n; >—|—d>.
k=1

Jos ¢ > 0, niin c("+1

niin c( Dyd— —00, kun n — oo, joten myos s, — —oo. Jos ¢ = 0 ja d # 0, niin
Sp = nd — <00 riippuen d:n etumerklsta Siis aritmeettinen sarja suppenee, jos ja
vain jos sen termit ovat kaikki nollia.

+d — oo, kun n — oo, joten myos s, — oo. Jos ¢ < 0,

ESIMERKKI 2.4 (Geometrinen sarja). Sarjaa y .., a; kutsutaan geometriseksi,
jos sarjan termit ovat muotoa ap = cg*~! joillekin (k:sta riippumattomille) nollasta
eroaville vakioille ¢ ja ¢q. Tamé tarkoittaa, ettd sarjan perdkkéisten termien suhde
apy1/ar = (cq®)/(cq"1) = q on vakio.

Jos ¢ = 1, niin kyse on aritmeettisesta sarjasta, joka ei suppene, koska ¢ # 0.

Olkoon ¢ # 1. Osasummat ovat nyt

n

_ k-1 _
sn—ckg_lq Cl—q'

Muistetaan, ettéd jonolla (¢™)5°, on &érellinen raja-arvo, jos ja vain jos |¢| < 1. Kun
lg| < 1, on

= 1—q" c
Zch_l :nli_{ﬁlocl_qq - 1—q'

LAUSE 2.5. Olkoot > ;" ay ja Y pe by suppenevia sarjoja ja ¢ annettu luku. Tdl-
loin sarjat Yo (ak + bg) ja Y pe cay suppenevat, ja niiden summat ovat

Zak—i—bk Zak—l—Zbk, ank—cZak

k=1 k=1 k=1
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3. Positiivitermiset sarjat

MAARITELMA 3.1. Sarjaa Y, aj sanotaan positiivitermiseksi, jos sen termit ay
ovat ei-negatiivisia, t.s. ax > 0 kaikille k € Z, ={1,2,3,...}.

Olkoot sarja 23120:1 aj positiiviterminen ja s, = Y ,_, a5 sen osasummien jono.
Koska s,41 = ZZL ar = Sp + apy1 > Sp, muodostavat osasummat s, kasvavan jono.

Lukujonojen ominaisuuksista muistetaan, ettd kasvava lukujono suppenee, jos ja
vain jos se on ylospéin rajoitettu. Positiivitermisen sarjan osasummille s, tdmé tar-
koittaa, ettd sarja » -, aj suppenee, jos ja vain jos on olemassa (&érellinen, n:sté
riippumaton) vakio M siten, ettd s, < M kaikille n € Z,..

ESIMERKKI 3.2. Osoitetaan, ettd sarja >, 1/k? suppenee. Sarja on positiiviter-
minen, joten riittdad osoittaa, ettd osasummien jono on rajoitettu.

Olkoot n € Z, ja N = 2""! — 1. Arvioidaan osasummaa sy (t.s. katkaistaan
sarjan summa siten, ettii ensimméiinen pois jitetty termi on 1/(2""1)?). Ryhmitel-
laén osasumma sy seuraavan kaavan mukaisesti ja korvataan jokaisen ryhmén termit
suurimmalla termilldén (eli ensimmaiselld). Télloin

QL I I !
N 22 32 42 72 82 152 (2n)2 (2n+1_1)2
S—— ~ ~"~ - ~\~ - N - /
2 4 8 on
1 1 1 1
Tt gt gt A

—1+1+1+1+ -%1<2
a 2 4 8 on '

Viimeinen epéyhtédlo saadaan geometrisen sarjan avulla. Koska osasummien jono on
rajoitettu, sarja Y .-, 1/k? suppenee.

ESIMERKKI 3.3 (Harmoninen sarja). Osoitetaan, ettd sarja Y .-, 1/k hajaantuu.
Sarja on positiiviterminen, joten riittda osoittaa, ettd osasummien jono ei ole rajoi-
tettu.

Olkoot n € Z, ja N = 2""!. Arvioidaan osasummaa sy (t.s. katkaistaan sarjan
summa siten, ettd ensimméinen pois jitetty termi on 1/(2"* + 1)). Ryhmitelldéin
osasumma Sy seuraavan kaavan mukaisesti ja korvataan jokaisen ryhmén termit pie-
nimmaélla termilldén (eli viimeiselld). Télloin

SR S R S U S PPN SIS SR
SNT AL T Ty 89 16 o+ 1 gntl
N\ J/ Na - vl Na — / ~ ,
2 4 8 2m
ST S U I S S
2 4 3 16 ontl
SR S S S
B 2 2 2 2 2

Koska summille sy saatu alaraja kasvaa rajatta, kun n — oo, ei sarja ) - 1/k
suppene.

LAUSE 3.4 (Majoranttitesti). Olkoot > ;- aj ja 'y .-, by positiivitermisid sarjoja.
Oletetaan, etti a < by, kaikille k € Z., ja etti sarja oo, by, suppenee. Tdilldin sarja
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Y pe i Suppenee ja

3] 00
zz:akf;jz:bk
k=1 k=1

LAUSE 3.5 (Minoranttitesti). Olkoot >~ aj ja Y -, by posititvitermisid sarjoja.
Oletetaan, etti ay > by, katkille k € Z.., ja ettd sarja’y - | by hajaantuu. Tdlldin sarja
Y re ax hajaantuu.

ESIMERKKI 3.6. Muistetaan, ettd sarja Y-, 1/k? suppenee. Jos s > 2, on 1/k* <
1/k? kaikille k € Z, joten majoranttitestin nojalla sarja > .- 1/k* suppenee.

Vastaavasti, jos s < 1, on 1/k® > 1/k kaikille k € Z, , joten minoranttitesti nojalla
sarja y_,-; 1/k® hajaantuu, koska sarja ) .-, 1/k hajaantuu.

HuomauTus 3.7. Erds kdytdnnollinen versio majorantti- ja majoranttitestistd
on seuraava: Olkoot > 7 aj ja > ;- by positiivitermisid sarjoja siten, ettd by > 0
kaikille k € Z..

Oletetaan, ettéd raja-arvo ¢ = limy_, o ‘;—: on olemassa ja ¢ = 1.

T&ll6in sarja Y, ; a) suppenee, jos ja vain jos sarja y .-, by suppenee.

HuomauTus 3.8. Olkoon )/, aj suppeneva positiiviterminen sarja. Talloin sar-
jan termien jérjestystd voidaan muuttaa ilman, ettd sarjan suppenevuus tai summa
muuttuvat.

Samoin sarjan summa voidaan laskea ryhmittelemélld termit uudestaan esimer-
kiksi parillisiin ja parittomiin termeihin: ) > ax = D> po; Gok + Doy G2p—1-

LAUSE 3.9 (Suhdetesti). Olkoon > - | ay positiiviterminen sarja siten, etti ay > 0
kaikille k € Z., .
Oletetaan, ettd raja-arvo ¢ = limg_, G‘ZZI

on olemassa.
Jos ¢ < 1, niin sarja Y ;- ay suppenee.
Jos ¢ > 1, niin sarja y -, ai hajeantuu.

HuomAauTUs 3.10. Suhdetestia ei voi kidyttad, jos ¢ = 1.
Esimerkiksi hajaantuvalle sarjalle > 7 1/k on limy_ a’;—:l = limy_, o kiﬂ =

Vastaavasti suppenevalla sarjalle 2 1/k% on limy_.o, a2:1

LAUSE 3.11 (Juuritesti). Olkoon Y .-, aj positiwiterminen sarja.
Oletetaan, ettd raja-arvo ¢ = limy_.o /a, on olemassa.

Jos ¢ < 1, nun sarja Zzil ar suppenee.

Jos ¢ > 1, niin sarja Y .-, ai hajaantuu.

HuomAuTUs 3.12. Juuritestia ei voi kayttaa, jos ¢ = 1.

Esimerkiksi hajaantuvalle sarjalle > 7 | 1/k on limy_o V/ag = limy_.o /1/k = 1.
Vastaavasti suppenevalla sarjalle > r | 1/k% on limy oo ¢/ay = limy_oo VA2 = 1.
LAUSE 3.13 (Integraalitesti). Olkoon f: [1,00) — R annettu funktio. Oletetaan,

etti f(x) > 0 kaikille x > 1, ja etti f on vihenevd.
Tdlloin sarja

> (k)

oo
k=1
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0.2

o 2 3 4 5 6

KuvaA 2. Funktion kuvaajan rajoittaman alueen arvioiminen sarjan osasummilla.

suppenee, jos ja vain jos epdoleellinen Riemann-integraali
/ f(z)dx
1

ESIMERKKI 3.14 (Yli- ja aliharmoninen sarja). Tarkastellaan sarjaa Y-, 1/k°,
missd s on annettu reaaliluku.

Olkoon f(z) =1/2% kun z € [1, 00).

Funktion f arvot ovat positiivisia ja f on vdhenevéi, jos s > 0, Jos s < 0, on
1/k* = k~° > 1. Minoranttitestin nojalla sarja > -, 1/k® hajaantuu, kun s < 0.

Muistetaan, etté
b .
Inb jos s =1,
/ fla)yde=q" |, :
1 1_—5(b — 1) Jos s 7& 1.

Siis epéoleellinen integraali floo f(z) dzx suppenee, jos ja vain jos s > 1.
Integraalitestin perusteella sarja "~ 1/k® suppenee, jos ja vain jos s > 1.
Sarjan Y .-, 1/k® summaa kutsutaan usein Riemannin (-funktioksi,

suppenee.

— 1
C(s) = ZE’ kun s > 1.
k=1

ESIMERKKI 3.15. Olkoot f(z) =1/z, kun z € [1,00) ja s, = > 1,
Tarkastelmalla funktion f kuvaajaa, on helppo todeta, ettéa

1 k=1 ! k=2

Koska [/ f(z) dz = Inn, saadaan arvio harmonisen sarjan hajaantumisnopeudelle

1
it

1
sp—1<Inn<s,—— eli 1>s,—Inn>—.
n n

Siis erotus s, — Inn pysyy rajoitettuna. Voidaan osoittaa, ettd kun n — oo, niin
erotuksella s, — Inn on raja-arvo. Tama raja-arvo tunnetaan nimella Eulerin ~.
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4. Itseisesti suppenevat sarjat

MAARITELMA 4.1. Olkoon ) ;~ , a; annettu sarja (el vilttdméattd positiivitermi-
nen). Sanotaan, ettd sarja > -, aj suppenee itseisesti, jos sarja Y, |ag| suppenee.

Jos sarja Z;il ar suppenee, mutta ei itseisesti, sanotaan, etta sarja Zzozl ag Sup-
penee ehdollisesti.

LAUSE 4.2. Olkoon > ;" | ay annettu sarja. Oletetaan, ettd sarjay -, aj suppenee
itseisesti. Talloin sarja Y, ay suppenee.

HuomAuTus 4.3. a) Edellinen lause ja positiivitermisten sarjojen majoranttitesti
on usein varsin hyodyllinen yhdistelmé. Esimerkiksi, olkoot |¢| < 1 ja (ax)52,; miké
tahansa lukujono, jolle pétee |ay| < 1 kaikille k& € Z,. Tilloin on |arg® 1| < |g|**
kaikille k € Z, . Koska geometrinen sarja > -, |q|*~! suppenee, suppenee majorantti-
testin perusteella myds sarja Y oo |arg® !, t.s. sarja Y ;- | axg" ! suppenee itseisesti.
Siis sarja 220:1 a,q*~! suppenee.

b) Jos sarja Y .-, a suppenee ehdollisesti, niin sarjat > .-, af ja > ;- a; ha-
jaantuvat. Téssd a; = ay, jos a > 0, ja af =0, jos a; < 0. Vastaavasti a;, = 0, jos
ar, > 0, ja ay = —ay, jos ax < 0. Nailld merkinnéilld ax, = a — a;; ja |ax| = aff + a.

c¢) Olkoon »"/7, ay sarja, joka suppenee ehdollisesti. Voidaan osoittaa, etté jos r
on mikéa tahansa reaaliluku, niin sarjan termit a, voidaan jérjestdd uudestaan siten,
ettd uudelleen jirjestetyn sarjan osasummien jono t, suppenee kohti lukua r (t.s.
termien jarjestystd vaihtamalla sarjan summaksi saadaan miké tahansa tulos).

d) Jos sarja 220:1 aj suppenee itseisesti. voidaan sarjan termien jérjestystd muut-
taa ilman, ettd sarjan suppenevuus tai summa muuttuvat.

Samoin itseisesti suppenevan sarjan summa voidaan laskea ryhmitteleméalléd termit
uudestaan esimerkiksi parillisiin ja parittomiin termeihin: > 2~ ap = Y oo ag, +
D ey A2k—1-

Kumpikaan néistd ominaisuuksista ei pade ehdollisesti suppenevalle sarjalle.

5. Vuorottelevat sarjat
Leibnizin lause vuorottelevista sarjoista.

LAUSE 5.1. Olkoon Yy, ai annettu sarja. Oletetaan, etti
(i) jono (|lag|)52, on vihenevi (t.s. |agi1] < |ag| kaikille k € Z..);
(ii) sarjat termit ovat vuoroin positiivisia ja vuoroin negatiivisia (t.s., jos esi-
merkiksi a; > 0, niin (—1)*"tay, > 0 kaikille k € Z, );
Télloin sarjay oo aj suppenee.

HuomAuTUs 5.2. Oletetaan, ettd edellisen lauseen oletukset toteutuvat sarjalle
> oro ag, ja ettd a; > 0. Olkoot s = > 7, aj sarjan summa ja s, = > ,_, Q) sar-
jan n. osasumma. Lauseen todistusta voidaan muokata siten, ettd saadaan seuraava
epayhtalo

0 < (=1)"(s = 50) < lanal.
Tama tarkoittaa, ettéd jos sarjan summa s korvataan osasummalla s,, niin virhe s —
s, on samanmerkkinen kuin ensimméinen pois jitetty termi a,i1 = (—1)"|a,11| ja
suuruudeltaan enintdén pois jatetyn termin itseisarvo.
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ESIMERKKI 5.3. Sarja » ., (_1,);71 termit toteuttavat edellisen lauseen ehdot,
joten sarja suppenee. Se ei kuitenkaan suppene itseisesti, koska sarja Y .- 1/k on

harmoninen sarja (ja siis hajaantuva).

6. Potenssisarjat

Olkoon (ax)52, annettu lukujono. Sarjaa >, , axz” kutsutaan potenssisarjaksi ja
lukuja a, sarjan kertoimaiksi.

Potenssisarjan EZOZO apz® osasummat s,, = ZZZO apx® ovat polynomeja.

Sanotaan, ettd potenssisarja Zzio apx® suppenee pisteessi * = xp, jos sarja
> e axTy suppenee.

Toisinaan tarkastellaan muotoa Y ;- ay(z — zo)* olevia potenssisarjoja. Néiden
ominaisuudet voidaan selvittda merkitsemalld z = x—x( ja tarkastelemalla muuttujan
z potenssisarjaa Z;O:O apz”.

Potenssisarja Y -, axz" suppenee aina pisteessi x = 0 ja sarja o, ax(x — z9)*
suppenee aina pisteessid x = xy. Voi kuitenkin kdyd&a niin, ettd sarja ei muulloin
suppene. Voidaan esimerkiksi osoittaa, ettd potenssisarja

l+z+ 2122 +3123 + . klab+ ...
suppenee vain, kun x = 0. Téssé k! tarkoittaa luvun k kertomaa k! = k-(k—1)---2-1.

LAUSE 6.1. Oletetaan, ettd potenssisarja 220:0 apx® suppenee pisteessi v = 1 ja
x1 # 0. Tdlldin potenssisarja y o axx”™ suppenee itseisesti kaikille z, joille |x| < |z1].

TobpisTus. Oletuksen mukaan sarja >, axz} suppenee. Télldin jono (axzy)e2,
on rajoitettu, t.s. on olemassa vakio M siten, ettil |azz¥| < M kaikille k € N.

Olkoon x valittu siten, etti |z| < |z|. Talldin |apz®| = |apz| |z /21| < M|z /z:|".
Koska |z/z1| < 1, on sarja Y ,o, M|z/z1|* suppeneva geometrinen sarja. Lisiksi
oo laga®| < 3722 Mz /1 |*, joten majoranttitestin nojalla sarja > p- |axz®| sup-
penee. Siis sarja Zzozo apx® suppenee itseisesti. 0

Lauseen nojalla potenssisarjalle Y ;- a,x”® tapahtuu siis jokin seuraavista:

a) sarja y_p—, axz” suppenee vain, kun = = 0;
b) sarja Y -, apz® suppenee kaikille luvuille z;
¢) on olemassa luku x; siten sarja > -, axz” ei suppene, kun z = ;.

Viimeisessa tapauksessa asetetaan
. [e’s) k
r = sup{z; | sarja ) -, axr] suppenee}.

Lukua r sanotaan potenssisarjan »_ -, apx® suppenemissdteeksi. Sovitaan vield, etti
sarjan suppenemissidde on nolla, jos sarja > -, apx® suppenee vain, kun x = 0, ja
ettd suppenemissidde on &éreton, jos sarja ) ., axz” suppenee kaikille luvuille z.

HuomAuTUS 6.2. Voidaan osoittaa, ettéd jos raja-arvo ¢ = limy_ . W on ole-
massa ja 0 < ¢ < oo, niin potenssisarjan )~ a;z" suppenemissidde on r = 1/c.

Voidaan myos osoittaa, ettd jos ap # 0 kaikille riittdvan suurille k£ ja raja-arvo
r = limg_ oo |ax/ar11| on olemassa, niin potenssisarjan Y . , axz"” suppenemisside on
r.
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ESIMERKKI 6.3. Geometrinen sarja ZZOZO x* suppenee itseisesti, kun |z| < 1, ja
se ei suppene lainkaan, kun |z| > 1. Sarjan suppenemisséide on siis 1.
Tille sarjalle on a; = 1 kaikille k, joten limg o |ag/ar41] = 1.

LAUSE 6.4 (Sarjojen Cauchyn tulo). Olkoot r > 0 annettu luku, Y -, axz® ja
ijo bjx? potenssisarjoja, jotka suppenevat itseisesti, kun |x| <r.
Muodostetaan sarja Y ", c,x™, jonka kertoimet ¢, mdadrdtiin seuraavasti:

co = agbg, ¢1 = aiby + agby, ..., ¢y = anbo + an_101 + -+ a1bp_1 + agby.

Talloin sarja’y -, c,x™ suppenee itseisesti, kun |z| < r, ja

i 't = <i ak:ck) (i bj:cj) )
n=0 k=0 j=0

HuomAuTus 6.5. Kertoimien ¢,, méérittely tarkoittaa sité, ettd sarjojen > -, apx
ja Z;io b;x? tulo voidaan muodostaa samalla tavalla kuin polynomien tulo: kerrotaan
termeittéin ja yhdistetddn x:n potenssit,

k

(ap + a17 + asx? + asz® 4+ ... )(bo + bix + byx® + bgz® + .. .)
= (aoby + aob1x + agbox® + agbsa® + .. .)

+ (a1bow + a1b12® + arbya® + arbsz® + . .)

+ (agbow? + aghyz® + agbox® 4 asbsa® + .. .)

+ (asbox® + asbiz® + asbyz® + asbsz® 4+ ...) + ...
= apby + (aob1 + a1by)x + (agbs + a1by + a250)$2

+ (aghs + aiby + asby + asby)z® + . ..

Caychyn tulosarjan suppenevuuden todistus sivuutetaan.

ESIMERKKI 6.6. Koska geometrinen sarja Y - #* suppenee itseisesti, kun |z| < 1,

saadaan sarjojen Cauchyn tulosddnnon avulla (valitse ay = by =1 kun k=10, 1, ...)
[e.e] 2 [ee)
() =S+ van
k=0 n=0

LEMMA 6.7. Olkoot r > 0 annettu luku ja potenssisarjay ., axx®, joka suppenee
itseisesti, kun |x| < r. Tdlloin myds sarja y o | kapa® suppenee itseisesti, kun |z| < r.

TobisTus. Oletataan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd ap > 0 kaikille k£ € N, ja
ettd 0 < & < r (ndin voidaan tehdé, koska ollaan kiinnostuneita vain sarjan itseisesté
suppenevuudesta).

Olkoon ¢ luku siten, ettd x < ¢ < r. Koska limy_,o k'/% = 1, on limy_ . k%2 =
x < c. Riittavéin suurille k:n arvoille (esimerkiksi, kun k£ > N) on siis

ey < e

Talloin riittévin suurille km arvoille on kz* < c*, joten

kagz® < agct.
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Oletuksesta seuraa, etté sarja > p v axc® = > oo arch — Z,ivz_ol arc® suppenee.
Majoranttitestin perusteella myos sarja Zzoz N ka,z® suppenee. Siis myds sarja

0o N-1 0o
k—1 1
E kapzr" " = E kapx*~ — E kapz®
;1:
k=1 k=1 k=N

suppenee. O

HuoMAuUTUS 6.8. Vastaavanlainen tulos saadaan myds termeittédin integroidulle
potenssisarjalle: jos sarja Z;O:[) apx® suppenee itseisesti, kun |x| < r, niin myos sarja
Yo k—ilakxk“ suppenee itseisesti, kun |z| < r. Tdmén todistaminen on helpom-
paa kuin termeittédin derivoidun sarjan suppenemisen osoittaminen, ja sen késittely
jatetddan harjoitustehtaviaksi.

LAUSE 6.9. Olkoon annettuna luku r > 0 ja potenssisarja Y p, axz”, joka suppe-
nee itseisesti, kun |x| < r. Mddritellidn funktio avoimella valilld (—r,r) asettamalla

()
= E akxk.
k=0

Tdlloin f on derivoituva vdlilla (—r,r) ja

oo
"(z) = E kapa™t.
k=1

TobisTus. Valitaan luku b siten, ettd 0 < b < r. Seuraavaksi valitaan ¢ > 0 siten,
ettd b+ 0 < r. Funktion f erotusosamiirii tarkastellaan pisteissi x, joille |z| < b, ja
luvuille A, joille |h| < 0. T&alloin |z + h| < |z|+ |h| <b+d <.

Erotusosamééran osoittaja on

flx+h)— Zak z + h)* Zakxk:Zak((x—l—h)k—xk).
k=1

k=0
Viliarvolauseen nojalla lukujen x ja x + h vilista 1oytyy luku zy, jolle

(x4 h)F — 2% = kaf ' h.

Siis
fla+h) = f(z) = akz}'h.
k=1
Edellisen lemman nojalla sarja > ., kayz"~! suppenee. Osoitetaan, ettd funk-
tion f erotusosamééré lahestyy tdmén sarjan summaa. Erotusosaméérian ja summan

erotus on

flz+ h Z kajah ! Z akkx’;_l — Z kapat ! = Z kay, (w',j_l — xk’l).
k=1 k=1 k=2

Huomaa, ettd viimeisen summan erotus 93’,2_1 — 2F=! on nolla, kun k = 1.

Kayttamalla valiarvolausetta uudestaan lukujen xj ja x vilista 1oydetaan luku gy,
jolle

xi’l — g = (k — 1)y’,§’2(1‘k —x).
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Siis

f(x+h Zka T ik(k— Daryy *(zx — ).
k=2

Luvuille yx on |yx| < b+ 9§ ja erotuksille zp — x on |z, — x| < |h| (piirrd kuva),
joten kolmioepéyhtélon avulla saadaan

f(.f—}‘h Zkal‘ 1

(o)

<> k(k = Dlag] [yl |z — 2|

k=2

gVﬂE:k (k — 1)]ag| (b+ 6)F2

k=2

Kun edellistd lemmaa sovelletaan kaksi kertaa, ndhdaéan, ettd epayhtéloketjussa

viimeisen4 esiintyvé sarja suppenee. Olkoon S = >~ k(k—1)|ay| (b+6)*2. Kun h —

0, on |h|S — 0, joten myos epdyhtialon vasemmalla puolella oleva lauseke ldhestyy
nollaa. Tamé& merkitsee, ettéa

f(x—i—h

Zka:p 1 kun h — 0,

joten f on derivoituva ja sen derivaatta on termeittiin derivoimalla saatu sarja. [

ESIMERKKI 6.10. Geometrinen sarja f(x) = > -, méérittelee funktion vélille
(—1,1). Edellisen lauseen mukaan f on derivoituva talla valilld ja derivaatta voidaan
laskea termeittéin derivoimalla. Koska sarja summa on f(z) = 1/(1 — x), saadaan

> k—1 _ ¢/ o 1
;km —f(x)—m.

ESIMERKKI 6.11. Merkitddn luvun k kertomaa k! = k-(k—1)---2-1 =k-(k—1)..
Suhdetestin avulla ndhddan helposti, ettéd sarja

2 .3 ok
fl@)=1+a+ o+ 50+ +y+
suppenee itseisesti kaikille reaaliluvuille x:
e A

— 0,

G+ Jef] ksl
kun k — oo.

Sarjan summa voidaan siis derivoida termeittéin, jolloin saadaan

20 3a? kak—1 x? xk1

/ - —_— —_— LY e DY —_— o« e e ——
f(x)—1+2!+3!+ + +...1+x+2!+ +(k—1)!+ = f(z).

Funktio f toteuttaa siis differentiaaliyhtéilon 3’ = y. Taméan yhtdlon yleinen rat-
kaisu on y = Ce”. Koska funktiolle f on f(0) =1, on

2 .ZL’S k

X
f(x)—€—1+x+§+§+ +F—|—
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ESIMERKKI 6.12. Vastaavalla tavalla voidaan osoittaa, ettd sarjat

3 ab ‘ 22 gt b
suppenevat itseisesti kaikille reaaliluvuille x. Sarjojen summien derivaatoille on
2 ot ' I
S =1-S T =0 G Ol =t -t = —5()

Néiden derivaattojen ominaisuuksien perusteella voisi tehdé arvauksen:
S(x)=sinz  ja C(x) = coszx.
Téhan palataan myohemmin.

HuomAUTUS 6.13. Muunlaisten funktiosarjojen kuin potenssisarjojen > -, apr®

derivoiminen termeittéin ei yleensé ole sallittua (t.s. termeittdin derivoimalla saatu
tulos ei valttdmitta ole sarjan summan derivaatta).

Vield yllattavampéd lienee se, ettd vaikka sarjassa Y .- fi(z) olevat funktiot fj,
olisivat derivoituvia, ei sarjan summan tarvitse olla derivoituva. Erds ensimméisié
tdménkaltaisia esimerkkejd on perdisin Karl Weierstrassilta vuodelta 1876:

W(z) = Z b* sin(afra),
k=1

missd a on pariton, positiivinen kokonaisluku ja 0 < b < 1 siten, ettd ab > 1 + 37/2
(myohemmin on todettu, ettd ehdot 0 < b < 1 ja ab > 1 riittdvat). Tama funktio on
jatkuva, mutta se ei ole derivoituva misséén pisteessa x; vrt. kuva 3, missd b = 1/2
ja a=3.
Viela yllattavampi on Bernhard Riemannin esimerkki vuodelta 1861:
R(x) = %Sin(k%m:).
k=1

Tamé funktio on derivoituva pisteissé x, jotka ovat muotoa x = 22;‘;11, missa n ja m

ovat mitd tahansa ei-negatiivisia kokonaislukuja. Missddn muussa pisteessd R ei ole
derivoituva. Liséksi pisteissd z = % funktion R derivaatta on —%. Vrt. kuva 4.

G. H. Hardy ratkaisi Riemannin funktion derivoituvuusongelman osittain vuonna
1916 (oikeastaan derivoitumattomuusongelman; tuona aikana luultiin, etté funktiolla
R ei ole derivaattaa missédédn pisteessd; Hardy osoitti, ettd R ei ole derivoituva tietyissa
rationaalisissa pisteissd). Taydellisen ratkaisu ongelmaan 16ysi Joseph L. Gerver vasta
vuonna 1970.

LAUSE 6.14. Olkoon annettuna luku r > 0 ja potenssisarja f(z) = > oo, arpz”,
joka suppenee itseisesti, kun |x| < r. Tdalloin f:n integraali valilla (—r,r) voidaan
mddratd termeittdin integroimalla,

‘ _Oo U kt1
/Of(t)dt—kzz()k+1x . kun |z| <.

TobisTus. Termeittdin integroimalla saatu sarja suppenee itseisesti. Olkoon sen

summa F(z) = > 77, %xk“. Télloin edellisen lauseen nojalla F:n sarja voidaan

derivoida termeittiin, jolloin saadaan F'(x) = Y727 %5 (k + 1)a* = Y22 ara® =
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KuvA 3. Weierstrassin funktio W.

Kuva 4. Riemannin funktio R.

f(x). Siis F(z) = [} f(t) dt+C jollekin vakiolle C. Mutta koska F/(0) = 0 = foo f(t)dt,

on C' =0. ]

ESIMERKKI 6.15. Koska sarja

fla) =Y o

suppenee itseisesti vililld (—1, 1), saadaan edellisen lauseen perusteella

Siis

=1 kH_/”” _/Z . B
Zk+1x = | F(t)dt = Bt log(1 — ).

k=0
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Kuva 5. Sinin ja sen Taylorin polynomien Pi(z) =z, P3(v) =z — %
ja Ps(z) =z — %3 + % kuvaajat.

7. Taylorin ja Maclaurinin sarja

7.1. Taylorin kaava. Olkoot n positiivinen kokonaisluku ja f funktio, jolla jol-
lakin origon siséltavilla avoimella vélilla on derivaatat kertalukua n mydéten.

Merkitddn 0! = 1, ! = ljakl =k - (k—1)!=k-(k—1)---2-1, kun k € Z;
(luvun k kertoma).

Ongelma: Mik&d on "paras” funktiota f origon ldhelld approksimoiva polynomi?
Erés kriteeri hyvélle approksimaatiolle on, ettd funktion f ja etsityn polynomin P
kaikki derivaatat kertalukua n mytten ovat samat pisteessd x = 0: f*)(0) = P*)(0),
kun k=0, 1, ..., n. Téssd sovitaan, ettd 0 = f.

Olkoon haettu polynomi P(z) = co + 1 + cox® + - -+ + c,a™. Nyt

P'(z) = ¢1 + 2c0m + -+ - + e,z

P@(z) =2cy + - +n(n — 1)c,z™ 2,

P®) () = kley, + termeji, joissa on tekijini x.
Siis
Koska etsitylle polynomille P asetettiin ehdoksi f*)(0) = P®)(0), kun k = 0, 1,

..., n, ovat P:n haetut kertoimet siis

(k)
17(0) kun £ =0, 1, .

Ck = —k‘ , . n
MAARITELMA 7.1. Funktion f astetta n oleva Taylorin polynomi on polynomi
@0 ™) (0
Pu(e) = £O) + F0)a+ D2y SO

21 n!
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HuomAuTUs 7.2. Jos ollaan kiinnostuneita funktion f approksimoinnista polyno-
meilla jonkin muun pisteen x( ldheisyydessé, niin méérittelemme vastaavasti funktion
f astetta n olevan Taylorin polynomin pisteessd xy polynomiksi

J® (o) F ()
o T

LAuse 7.3 (Taylorin kaava). Olkoon funktio f mdadritelty suljetulla vélilla, jonka
pddtepisteind ovat a ja b. Oletetaan, etti funktiolla f on jatkuvat derivaatat f*)

kertalukua n mydten tdlld valilld.
Talloin

Fo(x) = f(x0) + f'(x0) (x — x0) + (2 — z0)* + - (x — )"

'(a @ (g (=1 (g
f!)(b—aﬂ—f 2!( )(b—a)2+---+—in_i)!) (b—a)" ' + R,

—

missi R, (ns. jadnnostermi) on integraali

R, = /a —(l()n_f>:>_! FO(t) dt.

Tobistus. Todistetaan viite induktiolla luvun n suhteen.
Tapauksessa n = 1 jadnnostermi saa muodon

b(p _ 10 b
R1:/a G O!t) f’(t)dt:/a f'(t) dt.

Analyysin peruslauseen nojalla tdimé on

b
/fwwﬁzﬂm—ﬂ@,

joten véite on tosi tapauksessa n = 1.
Olkoon nyt n = 2. Analyysin peruslauseen nojalla

b
f@—ﬂ@z/f@ﬁ

Kaytetaan osittaisintegrointia muuttamaan tdmé integraali muotoon, jossa on f:n
toinen derivaatta. Asetetaan u = f'(t) ja dv = dt. Valitaan funktioksi v(t) = —(b—1).
Osittaisintegrointikaavan mukaan

b
/udv:

Taylorin kaava tapauksessa n = 2 seuraa tésté.

Samaa menetelméi kayttden saadaan Taylorin kaava tapauksessa n = 3 (tdmén
tarkistaminen jétetddn lukijan tehtaviksi).

Yleinen tapaus: Oletetaan, ettd viite péatee, kun oikean puolen summassa on n

termid seké jadnnostermi
b n—1
b—t
R, = / Q f(n) (t) dt.

(n—1)!

b

b b
uv—/ vdu:f'(a)(b—a)—l—/ (b—1t) fP(t)dt.

a
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Asetetaan u = f™(t) ja dv = % dt. Valitaan funktioksi v(t) = —%. Osittais-

integrointikaavan mukaan

b b b b—a)* [Pt
Rn:/ udv = uv—/ vdu:f(")(a)%—i-/ #f(”ﬂ)(t)dt.
. a n! . nl

a
Induktio-oletuksen mukaan on

_ f'(a) f?(a) 2 f"(a) n-1
Sijoittamalla tdhdn R, edellisestd kaavasta ja jarjestamalla termit uudestaan, saadaan
Taylorin kaava tapauksessa n + 1. O

7.2. JAdnnostermin arvioiminen.

LAUSE 7.4. Lauseen 7.3 oletuksin ja merkinndin: Lukujen a ja b vdlissi on ole-
massa luku c siten, ettd
f™(e)

R, =
n!

(b—a)".

TobpisTus. Oletetaan, ettd a < b. Koska derivaatta f™ on jatkuva suljetulla ja
rajoitetulla valillad [a, b], se saavuttaa talld vililld suurimman ja pienimmén arvonsa.
Vililtd [a, b] 16ydetisn siis pisteet u ja v siten, ettd £ (u) on derivaatan f(™ suurin
ja £ (v) pienin arvo talla valilla. Talloin £ (v) < f™(¢) < f™(u) kaikille t € [a, b].

Kaikille vélin [a, b] pisteille ¢ on t — b > 0, joten jadnnostermin R, integrandille
on voimassa

(b B t)n_l n (b B t)n_l n (b B t)'fl—l n
mf( '(v) < Wf( (1) < mf( (w).

Kun tdméa epéyhtéld integroidaan puolittain, saadaan

f(n) (v) /b (b— t>n_1 dt < /b (b— t)n_l f(”)(t) dt < f(”)(u) /b (b— t)n_l dt.

(n—1)! (n—1)! o (m=1)!
e b-1) G-t (b-a)
b — )1 b A —a)"
/a (n—1)! dt = e Y

Edellinen epéyhtélo saa nyt muodon
(b—a)"
n!
Jatkuvien funktioiden valiarvolauseen nojalla jatkuva funktio saavuttaa kaikki kahden
arvonsa véliin jaavéit arvot. Funktio

f(n)(v)(b;—'&)n < R, < ™ (u)

t— f(n) (t) (b;—!a)"

on jatkuva, joten se saavuttaa suurimman ja pienimmén arvonsa véliin jadvan arvon
R,, jossakin pisteessi c, t.s. jollekin vélin [a, b] pisteelle ¢ on voimassa

(b—a)"

n!

Tapauksessa a > b jotkin edellisistd epayhtiloistd vaihtuvat vastakkaisiksi epayh-
taloiksi; yksityikohdat jatetadn lukijan tehtéavéaksi. U

R, = f™ ()
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SEURAUS 7.5. Lauseen 7.3 oletuksin ja merkinnoin: kun h = b — a, on

f'la) , , fP(a) ,, f"9(a) 5
Tt h+---+mh + Ry,

missd jadanndstermille R, on voimassa arvio

fla+h)=f(a)+

IR,| < M, ’h|

kun M, on derivaatan f™ itseisarvon ylc’imja valilla [a,a + h] (tai valilli [a + h, al,
jos h <0).

Seurauslausetta sovelletaan usein seuraavassa muodossa:

f1) 20 , fr(0) s
f(i(])Zf(O)—i- 1! T+ 2! x+"'+ml‘

missd jadnnostermille R,(x) on voimassa arvio

+ R, (x),

"

|Rn(2)| < M, TR

ja M, on derivaatan f(™ itseisarvon yliraja lukujen 0 ja z vélilla.

HuomAauTus 7.6. Olkoon f funktio, joka on méaéritelty jossakin origon ympéris-
tossé, ja jolla on kaikkien kertalukujen derivaatat.
Taylorin kaavan nojalla sarja
f10) ~ f20) , — f(0)

f£(0) + T T+ 51

suppenee ja sen summa on f(x), jos ja vain jos jadnnostermeille on voimassa,
lim R,(z) = 0.
n—oo

Vaikka funktiolla f olisi kaikkien kertalukujen jatkuvat derivaatat koko reaaliak-

selilla ja sarja Zoo,o f(tj( :

kiksi, jos

x™ suppenisi, ei sarjan summan tarvitse olla f(z). Esimer-

e~V/*  kun z >0, ja
flz) =
0, kun x <0,

niin funktiolla f on kaikkien kertalukujen jatkuvat derivaatat koko reaaliakselilla,

£ () = eV P(1/x), kun z >0, ja
0 kun x <0,

Y

missé P on jokin polynomi. Erityisesti f((0) = 0 kaikille n € N. Siis sarja Yoo f(nn)( )

suppenee ja sen summa on identtisesti nolla, joten sarjan summa ei ole f(x ) kun
x> 0.

n

T

MAARITELMA 7.7. Olkoon zy annettu reaaliakselin piste. Olkoon f funktio, jolla
on kaikkien kertalukujen jatkuvat derivaatat jollakin pisteen x siséltdvélla avoimella
valilla.
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Potenssisarjaa

- f00($0) n
nz:% - (x — )
kutsutaan funktion f Taylorin sarjaksi pisteeessd xg.
Jos x = 0, kutsutaan funktion f Taylorin sarjaa pisteeessd x = 0 usein funktion
f Maclaurinin sarjakst.

LAUSE 7.8. Oletetaan, ettd potenssisarja
fla) = e (w—w)*
k=0
suppenee jollakin pisteen xq sisdltdavalld avoimella vililld.
Talloin y.o. sarja on funktion f Taylorin sarja pisteessd xo. Erityisesti

#) (4 0
Ck:fk—(!o) ja angck(m—xo)k

ToDISTUS. Se, etté viitetty kaava pétee kertoimille ¢, saadaan vastaavalla laskul-
la kuin ennen Maéritelméé 7.1 (korvataan polynomi P y.o. potenssisarjalla). Apuna
on Lause 6.9, jonka mukaan potenssisarja voidaan derivoida termeittédin (avoimella)
suppenemisvalillaan.

Jos f:n astetta n — 1 olevaa Taylorin polynomia pisteessé xy merkitaén P, 1, niin
vastaava jadnnostemi R,, toteuttaa

n—1 00
f(z) = P,_1(z) + Ru(x) = ch (z — m0)* + ch x — x0)F
k=0 k=n
Jaannostemia R,, koskeva viite seuraa tasté. O

ESIMERKKI 7.9. Geometriselle sarjalle on valilla (—1,1)

fla) = 1_$—Zx =

k=0

Edellisen lauseen perusteella f:n Taylorin astetta n — 1 oleva polynomi P, ; ja sitd
vastaava jadnnostermi R,, ovat

n

n—1
. xr
=30k o Rufe) = 7.
k=0

Potenssisarjan termeittdin derivointia koskevan Lauseen 6.9 avulla saadaan funk-
tion f'(z) = 1/(1 — x)? sarja, astetta n — 1 oleva Taylorin polynomi P, ; ja vastaava
jaannostermi R, edellisistéd derivoimalla (huomaa yhté isompi n)

(1—2)? kak R

Prale) = Skt iylo) = T =
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8. Alkeisfunktioiden sarjakehitelmia

8.1. Trigonometriset funktiot. Olkoon f(z) = sinz. Téll6in
F0) =0, £/0) =1, fO(0) =0, f(0) = 1.

Taylorin kaavan nojalla (valitaan n = 2m) saadaan

.fL'3 5 2m—1

. _ xr
sin = &= S T (1) s o B (),

Koska | f(™(x)| < 1 kaikille z, saadaan jainnéstermille R, () arvio

="
el < M S =5
Vastaavalla tavalla saadaan kosinille
2 gl gm
cosT = 1—5—1—1—1—---4—(—1) (2—m)!+32m+2(33)>
missé jadnnostermille R, (x) on voimasasa arvio
|z
|[Ba(2)] < =

LAUSE 8.1. Kaikille reaaliluvuille x on voimassa
l.n

— — 0, kunn — oo.
n!

TobisTtus. Voidaan olettaa, ettd x > 0. Valitaan luku ng € Z, siten, ettd ny >
2. Talloin x/ng < 1/2. Nyt

"™ w T T "0 (1)”—”0
nl ng! g+ 1 ng+ 2 n — ng! \2
Kun n — oo, on (1/2)"™ — 0, mistd véite seuraa. O

LAUSE 8.2. Sinin ja kosinin Maclaurinin sarjat suppenevat koko reaaliakselilla ja
ne esittivdt k.o. funktiota, t.s. kaikille reaaliluvuille x on voimassa

‘ 0 . p2m—1 . o0 . r2m
sine =D ()" gy e cose= 3 (0"
m=1 m=

8.2. Eksponenttifunktio. Olkoon f(z) = e*. Talloin f™(z) = e® kaikille n €
N, joten f(0) = 1, ja Taylorin kaava eksponenttifunktiolle on

i 2 8 =1
e :1+$+§+§+"'+m+}%m($)
Jadnnostermille R,,(x) on voimassa
C xm

missé ¢ on lukujen x ja 0 vélissé.
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LAUSE 8.3. Eksponenttifunktion Maclaurinin sarja suppenee koko reaaliakselilla
ja se esittdda eksponenttifunktiota, t.s. kaikille reaaliluvuille x on voimassa

Ool‘
szz—'

m=0

8.3. Logaritmi. Logaritmifunktion z — logx = Inz Taylorin kehitelmé&a ei voi
kayttaa pisteessd x = 0, koska logaritmia ei ole méaritelty téssé pisteessi. Kaytetdan
funktiota f(z) = log(1 + x), joka on méaritelty, kun |z| < 1.

Taylorin kaava voitaisiin méa#réta laskemalla f:n kaikki derivaatat origossa, mutta
voidaan menetelld helpomminkin. Funktion f derivaatta on f'(z) = 1/(1 + z), joten
geometrisen sarjan avulla saadaan

t’n
'W)=——=1—t+ =+ + (-1 "+ (-1)" .
Fl) = g = 1=t 2= (-1 e
Olkoon |z| < 1. Integroimalla puolittain saadaan
z 2 3 4
log(1+x) = / fdt=o——+—%——+ -+ (-1)""—+ Rpj1(x),
0 2 3 4 n
missé
T tTL
R, = -1)" dt.
ae) = [

Koska geometrinen sarja (1+¢)~! = 3> (—1)"¢" suppenee vélilli (-1, 1), seuraa

potenssisarjan termeittdin integrointia koskevasta Lauseesta 6.14, ettd funktion f
Maclaurinin sarja suppenee valilld (—1,1).

Lis#iksi Lauseesta 7.8 seuraa, etté f:n astetta n oleva Taylorin polynomi on P, (x) =
r — %2 + % — % + o4 (=1)"IE ja sitd vastava jAdnndstermi on y.o. Ryyq(z).

LAUSE 8.4. Funktion f(x) =log(l + x) Maclaurin sarja suppenee, kun —1 < x <
1, ja

log(1+x) = Z(—l)

n=1

nflﬁ

-

TODISTUS. Se, etté sarja suppenee, kun —1 < z < 1, ja ettd summa on log(1+x),
seuraa edellisesta.

Osoitetaan sarjan suppenevuus, kun 0 < z < 1 kéyttden jadnnostermida. Kun
x> 0jaton vililld [0,z], on 1+t > 1, joten

x tn p T p xn+1
R, = t < t"dt = .
Ron@l = [ fas [ ra-2

Viite seuraa tésta.
Sarjan suppenevuus, kun —1 < x < 0, voitaisiin paétella vastaavalla tavalla, mutta

n+1
jadnnostermin arviointi on hieman hankalampaa: |R,,1(z)| < % O
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8.4. Arkustangentti. Arkustangentin Taylorin kehitelmé voidaan méarita vas-
taavalla menetelméallda kuin logaritmin. Olkoon f(x) = arctanz. Téllin f'(x) =
1/(1 + x?), joten geometrisen sarjan avulla saadaan

1 th
/ t) = ——— = 1—t2 t4—t6 -1 ’n—thn—Q —1)" '
f0) =g =1t = ) ()
Olkoon |z| < 1. Integroimalla puolittain saadaan
‘ A I 21
t - /tdt: -t — — — cee 4 _1n—1 Rn ’
arctan /0 f'(t) Tt % + (—1) 2n—1+ )

missé
t2n

Arkustangentin Maclaurinin sarjan suppenevuus saadaan samaan tapaan kuin
edelléd logaritmille. Jaddnnostermin avulla on helppo todeta, etta

|| 12n || |$|2n+1
|Rapy1()| = / dt < / t*rdt = ———
0 0

1+1¢2 on—+1°

LAUSE 8.5. Arkustangentin Maclaurinin sarja suppenee, kun —1 <z <1, ja

0 . 2l
arctan x = E (=)™~ :
ot 2n —1

8.5. Binomisarja. Binomikertoimet (Z) madritellddn kertomien avulla
n\ n! ~nn—1)(n—-2)---(n—k+1)
k) kK'(n—k)! k! ’

kun n ja k ovat ei-negatiivisia kokonaislukuja ja 0 < k < n.
Binomikertoimille on voimassa palautuskaava (Pascalin kolmio)

()= () ()

Téatéa kaavaa kayttden induktiolla on helppo osoittaa, ettd kaikille luvuille x ja y on
voimassa ns. binomikaava

(z+y)" = z": (Z) T

k=0

Erityisesti, kun valitaan y = 1, saadaan

(1+z)" = i (Z) z*,

k=0

Seuraavaksi osoitamme, ettd tdma kaava yleistyy myos tilanteeseen, missé eksponentti
n ei ole positiivinen kokonaisluku.
Kun s on reaaliluku ja £ positiivinen kokonaisluku, asetetaan

(s) Cs(s—1)(s—2) (s —k+1)

k k!
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()

Pascalin kolmion mukainen palautuskaava patee myos néille yleisemmille binomiker-
toimille. Suoraan mééritelmésté saadaan toinen palautuskaava (7) = =+ . (. ° ).
Olkoon f(z) = (1 + x)*. Téllin

f@)=s1+2)" f(0) =5,
f (@) = s(s = (A + )% fO(0) = s(s — 1),

Liséksi sovitaan, ettéa

@)y =s(s—1)---(s—k+1)A+z)*F fBO0)=s(s—1)--- (s — k+1).
Siis funktion f astetta n oleva Taylorin polynomi on

s(s—1) (s —k+1) o =[5\ &
Pn(:c)zl—i-Z( ) k'( + )x :Z(k)x

k=1 k=0

LAUSE 8.6. Kun |z| <1, on

(142 =1+sz+ (;) %+ (g) 4+ (Z) "+ Ry (),

missa jaannosterms
s

Bna(2) = (n +1

jollekin lukujen x ja 0 wvdlissd olevalle luvulle c.

Binomisarja
> (;)

k=0

> (1 4 C)sfn xn+1

suppenee valilla (—1,1) ja esittdd funktiota (1 + x)°.

Tobistus. Jaannostermia koskevan véitteen todistus sivuutetaan.
Osoitetaan binomisarjan suppeneminen. Sarjan peréikkéiisille termien suhteelle on

(s = 1) s = R)att!

=Lyl =

s(s—1)-- (s—k—l—l)x’f(k%—l kE+1

kun & — oo. Kun |z| < 1, seuraa binomisarjan itseinen suppeneminen positiiviter-
misten sarjojen suhdetestista. U

9. Sovelluksia

9.1. Arkussinin Taylorin sarja. Funktion f(z) = arcsinz Maclaurinin sarja
saadaan helposti derivaatan avulla. Koska f'(x) = 1/v/1 — 22, saadaan binomisarjan

avulla
(1—a2?)7Y2= i (_2/2) (—=1)k 2%,

k=0
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Funktion f vililld (—1,1) suppeneva sarjakehitelmé l6ydetdan integroimalla puolit-

tain
. ’ _ =L (—1/2\ (=1)*
_ 2N=1/2 3 =) okt
arcsmx—/o(l %) dt_;( f )2k+1x
N x? N 3a° N 527 N 35 2° N 63z N
= _—
6 40 112 1152 2816
9.2. Ellipsin kaaren pituus. Tarkastellaan ellipsii, jonka maaraé yhtalo
x2 y?
Oletetaan, ettd a > b (t.s. ellipsm isoakseli sijaitsee x-akselilla ja pikkuakseli y-
akselilla). Ylemmaéssd puolitasossa olevan ellipsin osa on funktion f: [—a,a] — R,

f(z) = by/1 — x%/a?, kuvaaja. Koko ellipsin kaaren pituus on siis
0= 2/ V 1+ fl(z)?dx.

Tassa 1+ f/(2)? = 1+ (0222 /a*) /(1 —22/a?)) = (1—22/a®>+b*2?/a*) /(1 — 2% /a?). Kiy-
tetddn apuna ellipsin eksentrisyyttd e, joka kuvaa ellipsin poikkeamista ympyristé,
e =+va?—b?/a. Tamén avulla 1+ f'(z)? = (1 — e*2?/a?) /(1 — 2% /a?).

Integroitavan funktion parillisuuden vuoksi ellipsin kaaren pituudeksi saadaan

1—e%a?/a? /1 2152
=4 =1
¢ / \/ 1 —22/a? da a/ 11—

(Jalkimmaéinen yhtédsuuruus on saatu sijoituksella x = at.)
Sijoituksella ¢ = sin ¢ saadaan dt = cos pdy ja 1 — tQ = cos ¢, joten

/2
€:4a/ \/1—e2sin? pdep.
0

Saatua integraalia ei voi lausua alkeisfunktioiden avulla (paitsi tapauksissa e = 1 ja
e=0).

Kehitetdan integraali eksentrisyyden e mukaan eteneviksi potenssisarjaksi. Aluksi
kéytetddn binomisarjaa:

=y () e

2sin? o ja integroidaan, saadaan

€—4az (1/2) )k Iy,

missd I, = fowﬂ sin?* ¢ dep.

Integraaleille I, voidaan osittaisintegroinnilla johtaa palautuskaavat

2k — 1
2k

ja Iy = m/2. Binomikertoimet (Z‘) voidaan laskea palautuskaavalla (Z‘)

Kun sijoitetaan s = e

IZk = [2]{?*27

()
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Taulukoidaan muutama ensimmaéinen termi:

k101 21 3 4 5 6

(1/ 2) 1Ll L L] _5 | 7 | _2L
k 2 8| 16 128 | 256 1024
I | x| 3m | 5w 357 | 63w 231w
2k | 9 | 1 16 | 32 256 | 512 2048

Tamén avulla ellipsin kaarenpituuden sarjakehitelmén alku on
ae’m  3ae*m baelm  175aedm  44lae'®m  485lae'?w

(=2am — - - - -
2 32 128 8192 32768 524288

9.3. Raja-arvojen laskeminen. Maarataan

lim z?e? <ln<e + 1) —\/m).

r—00

Huomaa, etté lauseke saa muodon 0o-(0o—00), jos sijoitetaan x = 0o, joten raja-arvoa
ei vol maarata néin.
Logaritmin omaisuuden In(e”y) = Ine” + Iny = = + Iny nojalla saadaan

1 1
ln<ex + —) —Var2+2e =1z +ln<1 + —) —x\/1+2e /22
T rer

Kaytetaan apuna sarjakehitelmia

s?2 s t 2 -
ln(1+3):s—§+§+R4(s) ja \/1+t:1+§—§+R3(t).
Sijoitetaan niiihin s = 1/(ze?) ja t = 2¢7%/2?. Saadaan
1 1 1 1
22 ln(em—l——) —Vat42e ) =—-+ —+ + 226%® Ry(s) — 23¢%® Ra(t)
T 2 2z 3e*x

Taylorin kehitelmén ominaisuuksien nojalla on olemassa vakiot M ja M siten, etté
[Ra(s)] < M [s|*, ja |Rs(t)] < M [tf’,
kun |s| ja |t| ovat riittédvén pienid. Siis
|2%e?” Ry(s)| < M 2?e*“(ze®) ™ = Ma %™ ja
1232 Ry(t)| < a3e®* M (27 /22)? = M 2737,
kun z on riittdvan iso.

Siis
1 1 1 ~ 1

1
2e?" (ln(e’“#—)—W) = ——f——F———F2%e*" Ry(s) 2" Ry(t) — 5
T

2 2x 3e*zx

kun x — oo.

HuomAuTUS 9.1. Raja-arvon méadrdaminen numeerisesti laskemalla on hankalaa.
Esimerkiksi, jos x = 12, ovat lausekkeet -0
xr2e® ln( $+%) jaz?e**y/x? + 2e~* kumpikin
arvoltaan n. 4.5773204993427-10*3. Viereises-
sd kuvassa on yritetty piirtdd erotuksen ku-
vaaja vililla [11, 13]. Numeeriset virheet ovat o
suuria eikd oikea raja-arvo ole vield ldhellé-
kédn.




LUKU 2

Vektorimuuttujan funktioiden differentiaalilaskentaa

1. Vektoriarvoiset funktiot (kayrit)
1.1. Taso- ja avaruuskayra.

MAARITELMA 1.1. Parametrisoitu tasokdyrd on kuvaus reaaliakselin vélilta I ta-
soon R?, t — (z(t),y(t)). Tétd kuvausta kutsutaan myos kiyrin parametriesitykseksi.
Funktiot z: I — R ja y: I — R ovat kdyran koordinaattikuvauksia.

Parametrisoitu avaruuskdyrd on kuvaus reaaliakselin vililtd [ kolmiulotteiseen
avaruuteen R3¢ — (x(t),y(t), 2(t)).

Kéyra on jatkuva (pisteessd tg), jos sen koordinaattikuvaukset ovat jatkuvia (pis-
teessd to).

Kayré on derivoituva (pisteessd tg), jos sen koordinaattikuvaukset ovat derivoitu-
via (pisteessa tp).

Seuraavassa kiyrid merkitiin kreikan kielen pienilld kirjaimilla.!

ESIMERKKI 1.2. Olkoon f: I — R annettu funktio. Télloin a: I — R?, «a(t) =
(t, f(t)), on parametrisoitu tasokiyrd. Huomaa, ettd kdyrin a kuvajoukko on sama
kuin funktion f kuvaaja: a(l) ={af(t) |t € I} ={(¢t, f(t)) |t € [}.

Tarkastellaan erityisesti neligjuurifunktiota f: [0,1] — R, f(x) = y/z. Funktion f
kuvaajalle on parametriesitys a: [0,1] — R2, ¢ — (t,/1).

Mutta my6s parametrisoitu kiyrda 3: [0,1] — R2, f(s) = (s2,Vs?) = (s2,5)
esittdd samaa kdyrad. Tamé kannattaa tulkita niin, ettd a(t) ja G(s) liikkkuvat pitkin
samaa kdyrdd, mutta eri vauhdilla. Itse asiassa, kidyra [ saadaan kayrasta o (aidosti
kasvavalla) muuttujanvaihdoilla ¢t = s?: 3(s) = a(s?).

ESIMERKKI 1.3. Olkoon P = (p, q) tason piste ja V = (u,v) tasovektori. T&ll6in
kiyrd a: R — R?, a(t) = P + tV, esittdi suoraa, joka hetkelld ¢ = 0 kulkee pisteen
P kautta, ja joka on vektorin V' suuntainen (kunhan V' # (0,0); jos V' = (0,0), on «
vakiofunktio).

ESIMERKKI 1.4. Olkoot a ja b annettuja positiivilukuja. Kiyrd a: [0, 27] — R?

a(t) = (acost,bsint),
2 9

— + i 1 parametriesitys. Erityisesti t — (acost,asint) on a-siteisen
a

ympyrin 2?2 + y? = a? parametriesitys.

on ellipsin

IKreikan kielen aakkosto a:sta o:hon (iso ja pieni kirjain):
A « alfa; B 3 beeta, I' v gamma, A § delta, E € epsilon, Z ¢ dzeeta, H n eeta, © 0 (tai 9) theeta,
I ¢ joota, K k kappa, A X lambda, M u myy, N v nyy, = £ ksii, O o omikron, IT 7 pii, P o rho,
Y o sigma, T 7 tau, T v ypsilon, ® ¢ fii, X y khii, ¥ ¢ psii, Q) w oomega.

28
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>
>

<

A

Kuva 1. Parametrisoitu kdyra ¢ — (at cost,atsint, bt), 0 <t < 27.

ESIMERKKI 1.5. Olkoon a annettu positiiviluku. Kiyrd a: [0, 00) — R?
a(t) = (a(t —sint), a(l — cost)),

on nimeltédén sykloidi. Sykloidi syntyy, kun a-séteinen ympyra pyorii liukumatta pitkin
z-akselia. Piste a(t) on ympyrin kehéltd valitun pisteen piirtamé rata.

ESIMERKKI 1.6 (Napakoordinaateissa annettu kéyra). Olkoon r: [ — R annettu
funktio, jonka arvot ovat positiivisia. Kdyra o: I — R2,

a(f) = (r(0) cosd,r(f)sind),
on kiyréd, jolle pisteen «(f) etdisyys origosta on r(6) ja pisteen a(f) ja x-akselin
vélinen kulma on 6.
ESIMERKKI 1.7. Olkoot a ja b annettuja positiivilukuja. Kiyrd a: R — R3,
a(t) = (atcost,atsint, bt),
on spiraali. Kdyrin pisteet toteuttavat yhtilon b?(z? + y?) = a?z? (kartio).
1.2. Kéyran tangentti- ja normaalivektorit.

MAARITELMA 1.8. Olkoot a: I — R? derivoituva parametrisoitu tasokéyri, a(t) =
(x(t),y(t)), ja ty € I. Kdyran derivaatta pisteessd to on

o(to) = Cfl_?(to) = (2'(to), ' (to)).

Avaruuskéyrdan derivaatta méadritelladn vastaavasti.

MAARITELMA 1.9. Olkoot a: I — R™ derivoituva parametrisoitu taso- tai ava-
ruuskéyré ja tg € 1.

Vektori o (ty) on kdyran tangenttivektori (tai nopeusvektori) hetkelld to. Nopeus-
vektorin pituus [[o/(to)|| on kdyrdn vauhti hetkelld t.
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Kuva 2. Parametrisoitu kiyréd ¢ — (at cost,atsint) seki kiyrén tan-
genttivektori ja kaksi erotusosaméariavektoria.

Kuva 3. Parametrisoitu kéyra t — (r(t) cost,r(t)sint), missa r(t) =
log(t + 1), sekd kdyrdn tangentti ja normaali hetkelld ¢y = 2.5.

Oletetaan, ettd o/(tg) # 0. Parametrisoitu kidyrda 5: R — R", 8(t) = a(ty) +
o/ (to)(t — to), on kdyran tangentti hetkelld t,.

Jos a: I — R™ on kaksi kertaa derivoituva, sanotaan toista derivaattaa o”(ty)
kayran kishtyvyysvektoriksi hetkella t.

MAARITELMA 1.10. Olkoot a: I — R? derivoituva parametrisoitu tasokiyri ja
tg € 1. Olkoot a:n koordinaattifunktiot x ja y.

Oletetaan, ettd o/(tg) = ('(to), v (to)) # (0,0). Vektori N = (—v/(to), 2’ (to)) on
kayran normaalivektori hetkella tg.

Kéyran pisteen a(ty) = (x(to),y(to)) kulkeva normaali on parametrisoitu kéyra

s = afto) +s N = (2(t),y(to)) + s (=y/'(to), 2’ (t0))-
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Huomaa, ettd kaikki vektorit V' = (u, v), jotka ovat kohtisuorassa vektoria o/ (tg) =
(2'(to), y'(ty)) vastaan, toteuttavat yhtéalon o' (tg) -V = 2’(to)u + v/ (to)v = 0. Yksi té-
mén ratkaisuista on vektori N = (—v/(t), 2'(to)). Jos &/(to) = (2'(t0), ¥ (t0)) # (0,0),
niin yhtéalon kaikki ratkaisut saadaan vektorin N = (—y/(to), 2'(fp)) monikertoina.

LAUSE 1.11. Olkoot o, 3: I — R3 derivoituvia kdyrié ja f: I — R seki g: J — I
derivoituvia funktioita. Tdlloin

a) S (0(t) + 5(0)) = o/(1) + ()
b) di(fu)aa)) = F(Oa() + FDa'(r)
( B(1)) = /(1) - B(t) + alt) - F'(8)

tarkozttaa vektoreiden piste- eli sisdtuloa)

(a(t) x B(t)) = o/(t) x B(t) + a(t) x F'(t)

(>< tarkozttaa vektoreiden ristituloa)

® d%(a@(s))) = a'(g(s))g/(s)

&|&“&|

d a(t)-o/(t) .
f) Zlla®)] = ——rsm— jos a(t) # 0
dt @]
TobisTus. Jétetddn harjoitustehtéviksi. 0

HuomAauTus 1.12. Derivoituvan kiyrin a: [a,b] — R" kaarenpituus médritelladn

integraalina
b
[l

Jos kéyrd on annettu napakoordinaattimuodossa, a(f) = (r(#)cos,r(6)sin6),
niin kidyran kaarenpituus on

b
/ NEOESTOR )

ESIMERKKI 1.13. Kayré, jota napakoordinaateissa esittda yhtalo
r=r(0) =a(l — cosb),

missé a on positiivinen vakio, on nimeltdin kardioidi. Kardioidin pituus on (symmet-
riasyistd integrointi voidaan rajoittaa vilille [0, 7])

2/ \/7’(9)2—1—7”/(6)2(19:2/ \/a2(1—6089)2+a2sin29d0
0 0
:Qa/ \/1—2c089+cos29+sin20d9

—2a/ V2 —2cosfdb

/ \/48111 — kOSkal—COSQZQSiHQg

0
_4a/ sin — d9—4a‘ — 2co0s — = &a.
0 2 0 2
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Kuva 4. Funktion (z,y) — xiiZQ kuvaaja sivulta ja pailtdpiin katsottuna.

2. Kahden muuttujan funktiot

Tarkastellaan kahden muuttujan reaaliarvoisia funktioita f: R? — R. Kahden
muuttujan funktiota havainnollistetaan tavallisesti sen kuvaajalla tai tasa-arvokdayrilla
tai nédiden yhdistelmalla.

Funktion f kuvaaja koostuu kaikista muotoa

(2,9, f(z,9))
olevista pisteistd, missé (z,y) kédy lapi kaikki f méérittelyjoukon pisteet (jos méérit-
telyjoukko on rajoittamaton, pitdd rajata sopiva osajoukko).
Funktion f tasa-arvokdyrid ovat yhtalon

flay)=c
médrittelemét tasokayrat. Tassa ¢ on annettu reaaliluku. Tavallisesti samaan kuvaan
piirretdén useita eri c:n arvoja vastaavia kiyria.>
Funktion f kuvaaja ja tasa-arvokéyria voidaan piirtdd myos samaan kuvaan "nos-
tamalla” tasa-arvokayrit oikealle korkeudelle, t.s. piirretdén f:n kuvaaja seké sen ja
tasojen z = c leikkauskéyrié.

ESIMERKKI 2.1. Olkoon f: R? — R,

f(x’y):x?——i—y?’ kun (xay)?é(L ja f(0,0):O

Kuvassa 4 on f:n kuvaaja ndhtyné sivulta ja ylhailtda. Kuvaajiin on myos liitetty
fn tasa-arvokéyrid (vaaleita kéyrid). Kuvassa 5 on kokoelma f:n tasa-arvokéyri.
Kuvista voi paételld, ettd funktiolla f on vakioarvo pitkin jokaista origon kautta
kulkevaa suoraa. Tamé ndhdéadn myos laskemalla. Pitkin y-akselia on x = 0 ja

2-0-y
f(07y):m:07 kuny7£0

2Tasa—arvokiiyrillii on useita eri nimi# tilanteesta riippuen. Esimerkiksi, jos f kuvaa potentiaa-
lienergiaa, kutsutaan tasa-arvokiyris tasapotentiaalikdyriksi, ja jos f kuvaa lampotilaa, kutsutaan
tasa-arvokéyrid isotermeiksi.
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Kuva 5. Funktion (z,y) — gjng tasa-arvokayria.
Muut origon kautta kulkevat suorat voidaan esittdd muodossa y = kx, missd k on
reaaliluku. Nyt
2x kx 2k
k‘ = =

Suoralla y = x funktiolla on vakioarvo f(z,z) = 1 (k = 1) ja suoralla y = —x
vakioarvo f(z,—z) = —1 (kK = —1). Muualla |f(z,y)| < 1. Koordinaattiakseleilla
funktio saa arvon nolla. Erityisesti, jokaista arvoa ¢, jolle |¢| < 1, kohti 16ytyy piste
(x,y), missd f(z,y) = c. Lisdksi piste (z,y) voidaan valita mielivaltaisen ldhelta
origoa (0,0).

kun x # 0.

2.1. Avoin ja suljettu joukko. Reaaliakselilla mééritellyille funktioille luon-
nollisin méérittelyjoukko on vili (avoin, suljettu tai puoliavoin). Kahden muuttujan
funktioille avointa vilid vastaava joukko olisi avoin suorakaide

(a,0) x (e,;d) = {(z,y) eR* |a <z <b, c<y <d}
tai avoin pallo (ympyré)
B((xo0,40),) := {(x,y) € R* | (z = 20)" + (y — v0)* < °}.

MAARITELMA 2.2. Tason R? osajoukko A on awvoin, jos jokaista sen pistetti
(x0,Y0) € A kohti on olemassa luku r > 0 siten, etté piste (xg, yo)-keskinen, r-siteinen
avoin pallo sisdltyy joukkoon A, B((zg,v0),r) C A.

Joukko S C R? on suljettu, jos sen komplementtijoukko R? \ S = {(z,y) € R? |
(x,y) ¢ S} on avoin.

Huomaa, etta késitettd "puoliavoin joukko” tason osajoukoille ei méaritella.

MAARITELMA 2.3. Olkoot D tason R? osajoukko ja (xg,vo) € R2. Piste (zq, yo)
on joukon D reunapiste, jos jokaiselle r > 0 pallossa B((zg,yo),r) on sekd D:n etté
sen komplementin R? \ D pisteité.

Joukon D reuna on kaikkien D:n reunapisteiden muodostama joukko.
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ESIMERKKI 2.4. Avoin suorakaide (a,b) x (¢, d) ja avoin pallo B((xo,yo), ) ovat
avoimia joukkoja.
Vastaavasti suljettu suorakaide
[a,b] X [e,d] = {(z,y) ER* |a<x<b c<y<d}
ja suljettu pallo
{(z,y) e R*| (& — 20)* + (y — w0)* < 7%}
ovat suljettuja joukkoja.

Avoimella suorakaiteella (a,b) X (¢, d) ja suljetulla suorakaiteella [a,b] X [c, d] on
sama reuna, joka koostuu neljisté janasta (piirrd kuva)

(la, 0] x {c}) U ([a,b] x {d}) U ({a} x [¢,d]) U ({0} X [c, d]).
Avoimella pallolla B((xg,y0),7) ja vastaavalla suljetulla pallolla on sama reuna
{(z,y) eR* | (x —20)* + (y —0)* =71}
2.2. Raja-arvo.

MAARITELMA 2.5. Olkoot D C R?, (z¢, ) € R?, r annettu reaaliluku ja f: D —
R annettu funktio. Funktiolla f on raja-arvo r pisteessi (xo,yo) eli

(Ivy)l—lir;o,yo) fzy) =r,
jos seuraavat ehdot toteutuvat:
(i) pisteen (xg,yo) ldheltéd tulee 16ytyé joukon D pisteitd (x,y) # (2o, Yo), ja
(i) funktion f arvojen f(z,y) tulee olla l&helld lukua r, kun (x,y) on ldhella
pistettéd (zo,yo) ja (z,y) # (zo, Yo)-

Teknisemmin méaritelmé voidaan esittdéd seuraavasti:
(i) jokaiselle € > 0 pallosta B((xzg,yo),€) tulee 16ytyé joukon D pisteita (x,y) #

(an y0)7 ja

(ii) jokaista ¢ > 0 kohti pitdd loytyd 6 > 0 siten, ettd |f(z,y) — r| < ¢,
kun (z,y) € D, (z,y) # (%0,y0) ja pisteiden (z,y) ja (xq,yo) etiisyys
v/ (z — 20)? + (y — yo)? on pienempi kuin 0.

2.3. Jatkuvuus.

MAARITELMA 2.6. Olkoot D C R?, (z¢,40) € D ja f: D — R annettu funktio.
Funktio f on jatkuva pisteessi (xo,yo), jos
lim  f(x,y) = f(z0, %)
(z,y)—(z0,y0)

Funktio f on jatkuva, jos f on jatkuva jokaisessa D:n pisteessé.

Funktion jatkuvuus on yleensé helpompaa tarkistaa tavanomaisilla laskusdaannoil-
& kuin suoraan méaédritelmésta. Laskusddnnot kylldkin pitéisi todistaa médritelmén
pohjalta, mutta ndmé todistukset sivuutetaan.

Jos funktiot f ja g ovat jatkuvia pisteessi (zo,yo) ja r on reaaliluku, niin

1°rf: (z,y) — r f(xz,y) on jatkuva pisteessi (zo, yo);
2° f+g: (z,y) — f(z,y) + g(x,y) on jatkuva pisteessé (o, yo);
3° fg: (z,y) — f(z,y) g(z,y) on jatkuva pisteessa (xo,yo);
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KuvAa 6. Funktion (z,y) — x%fi;g kuvaaja sivulta ja pailtdpiin katsottuna.

f(z,y)

Dz, y) —

g 9(z,y)
Jos lisiksi g1 ja go ovat jatkuvia pisteessi (ug, vg) ja g1(ug, vo) = xg seki g2 (ug, vo) =

Yo, Niin

on jatkuva pisteessi (o, o), jos g(zo, o) # 0.

5° yhdistetty funktio (u,v) — f(g1(u,v), g2(u,v)) on jatkuva pisteessi (ug, vo).
Liséksi jatkuva yhden muuttujan funktio on jatkuva tulkittuna kahden muuttujan
funktioksi, t.s. jos h: [a,b] — R on jatkuva pisteessé ¢y, niin
6° (t,y) — h(t), [a,b] x R — R, on jatkuva pisteessi (tg, yo) kaikille yo;
7° (z,t) — h(t), R x [a,b] — R, on jatkuva pisteessi (xo,to) kaikille x.

ESIMERKKI 2.7. Olkoon f: R? — R,

fo,y) = 2y

m7 kun ('Tay) 7é (0,0),j& f(0,0) =0.

Funktio f jatkuva kaikkialla muualla paitsi ehké origossa, koska origo on nimit-
tdjan ainoa nollakohta ja f on yhdistetty y.o. laskusdéntéjen mukaisesti jatkuvista
funktioista kédyttden neljad ensimmaéista saantoa.

Funktio f ei ole jatkuva origossa: Liahestyttdessa origoa pitkin koordinaattiakse-
leita on f(z,0) = 0 (y-akseli) ja f(0,y) = 0 (z-akseli). Kun tarkastellaan f:n arvoja
pitkin paraabeleita y = ax?, nihdéin, etti

222 ax? 2a
2
x,ax”) = = , kun z # 0.
/ ) zt+ (ax?)? 1+ a? 7
Siis funktiolla f on vakioarvo jokaisella paraabelilla. Erityisesti, f(z,z%) = 1, f(z, —2?) =
—1ja f(x,0) = 0, joten origon l&helld f:n arvot "hyppivéit” arvojen —1 ja 1 vélilla eika
f voi olla jatkuva origossa. Itse asiassa funktiolla f ei edes ole raja-arvoa origossa.

Jos funktion kayttdytymistd tarkastellaan pitkin origon kautta kulkevia suoria,

nahdéadn, etta

222 kx 2kx ,
flz, kz) = T+ (k)2 = e — 0, kunz —0jak#0.
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AL/
414

Kuva 7. Funktion (z,y) — x%finy

y = ax?, a # 0, ja koordinaattiakselit.

tasa-arvokéyriat ovat paraabeleita

Kun k& = 0, on f(z,0) = 0. Samoin on f(0,y) = 0. Siis jokaisella funktion f rajoit-
tumalla origon kautta kulkevalle suoralle on raja-arvo nolla origossa. Mutta tAméa ei
riité sille, ettd funktiolla on "oikea” raja-arvo.

3. Osittaisderivaatta
3.1. Osittaisderivaatta.

MAARITELMA 3.1. Olkoot A C R? avoin joukko, f: A — R annettu funktio ja
(x0,%0) € A. Funktion f osittaisderivaatta ensimmdisen muuttujan suhteen pisteessdi
(20, Yo) on erotusosamiirin raja-arvo

of f(xo + hyyo) — f(xo, Yo)

==(20,%0) = D1f(20,y0) = lim ’ ’

8:6( 05 %0) 1f (w0, Yo) o h
edellyttden, ettd raja-arvo on olemassa.

Vastaavasti, f:n osittaisderivaatta toisen muuttujan suhteen pisteessd (xo,yo) on

of f(xo,y0 +h) — f(xo, Yo)

(0, Y0) = D2 f(x0,y0) = lim ’ ’

ay( 05 %0) 2f (%0, Yo) EoD h
3

edellyttden, ettéd raja-arvo on olemassa.

3 Tamin sijasta me saksalaiset kiiytiimme Jacobin mukaisesti pydreiti 9 osittaisderivaatalle.”
(Karl Weierstrass, 1874; Weierstrass (1815-1897).) Nykyinen merkintédtapa osittaisderivaatalle lie-
nee periisin Carl Gustav Jacob Jacobilta (1804-1851) vuodelta 1827. Anglosaksisissa maissa késin
tai koristeellisemmalla kirjasinlajilla kirjoitetussa tekstissd d-kirjaimen yldsakara on ollut tapana
taivuttaa vasemmalle ylos. Vastaava esiintyy edelleen ven#jéan kielessd késin kirjoitettaessa tai kur-
siivikirjasimella kirjoitetussa tekstissé.

Merkinté df /dz derivaatalle on periisin Gottfried Wilhelm von Leibnizilta (1646-1716), Df Au-
gustin Louis Cauchylta (1789-1857) ja f’ Joseph Louis Lagrangelta (1736-1813). Sir Isaac Newton
(1642-1727) kiytti merkintd4 &, ja kutsui tédtd a:n fluksioksi. Suure = puolestaan oli fluentti.
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of o5 M df o

or 9x BX OX Ox

Kuva 8. Osittaisderivaattoja.

Osittaisderivaatta on tavallinen derivaatta, kun funktion toinen muuttuja tulki-
taan vakioksi. Nain ollen kaikki tavalliset derivoimissadnnot ovat kaytettévissd pois-
lukien ketjuséénto eli yhdistetyn funktion derivoimissdénto (johon palataan myohem-
min). Huomaa, ettd kahden muuttujan funktiolle "toispuoleista” derivaattaa méérit-
telyjoukon reunapisteissi ei maaritella.

ESIMERKKI 3.2. Olkoot A = {(z,y) € R*> | z > 0, y > 0} ja f: A — R,
f(x,y) = 2v = e¥'°& Tll6in

af 1 Of Jlogz Oy log T ”
—_— = _— = gL 27 O == 1 .
p yxr? 3y e By x’logx
ESIMERKKI 3.3. Olkoon
2zy
f(x7y):mv kun (‘Iay)?éo

Télloin kaikissa pisteissd (z,y) # (0,0) on
of 2y —daty 2 (@Y —y°)

O a?+y? (22412 (22 +y?)

of  2x N —dzy? 2 (2 —axy?)
dy x4y (22 +92) (22 +92)°

ESIMERKKI 3.4. Olkoon

flz,y) =

222y
m7 kun (z,y) # (0,0).

Talloin kaikissa pisteissé (z,y) # (0,0) on

of  dxy —82°y 4 (2°y — z9?)
Or w4y (@)’ (@)’
of 222 —4 %9 2 (25 — 2% 9?)

dy Ty @) (@)
MAARITELMA 3.5. Olkoot A C R? avoin joukko ja f: A — R annettu funktio.

Funktio f on jatkuvasti derivoituva, jos f:lla on osittaisderivaatat 8—£(x, y) ja a_£($7 Y)

kaikissa A:n pisteissd (z,y) ja funktiot

ovat jatkuvia.
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3.2. Suuntaisderivaatta.

MAARITELMA 3.6. Olkoot A C R? avoin joukko, (zg,v0) € A, f: A — R annettu
funktio ja (u,v) € R? yksikkdvektori (t.s. u? +v? = 1). Funktion f suuntaisderivaatta
vektorin (u,v) suuntaan pisteessd (xo,yo) on

3 xr +hu7 +h/U - x,
8<u,v>f<mo,yo>:mf (2o + hu, yo " ) = flro.90)

edellyttden, ettd raja-arvo on olemassa.

Funktion f suuntaisderivaatat koordinaattiakselien suuntaisten yksikkovektorei-
den suuntiin ovat osittaisderivaatat

0 0
3(1,0)f(5€0;1/0) = a_i(%,yo), a(o,1)f(fco,yo) = a—£($o7yo)-

3.3. Differentioituvuus. Palautetaan mieleen seuraava tulos yhden muuttujan
funktioiden differentiaalilaskennasta: Funktio f = f(x) on derivoituva pisteessi z,
jos ja vain jos silld pisteessd xg on differentiaalikehitelméa

f(zo+ h) = f(xo) = ah + ho(h),

missé ¢ on funktio, jolle o(h) — 0, kun A — 0. Differentiaalikehitelmén luku a =
f'(xg). Kehitelmén ehto merkitsee, ettd fn arvoja pisteen xq ldhelld voidaan approk-
simoida lineaarisella funktiolla z — f(xq) + f'(xo)(x — x0).

MAARITELMA 3.7. Olkoot A C R? avoin joukko, (xg,49) € A ja f: A — R
annettu funktio. Funktio f on differentioituva pisteessd (xo,yo), jos f:114 on pisteessi
(x0,Y0) differentiaalikehitelmd, t.s. jos on olemassa luvut a ja b siten, ettd

f(300 + S, Y0 + t) - f(x(]?yo) =as + bt + H(S,t)”g(S,t),
missé o on funktio, jolle o(s,t) — 0, kun ||(s,t)|| — 0.

LAUSE 3.8. Jos funktio f: A — R on differentioituva pisteessd (xq,yo), niin f:lld
on osittaisderivaatat %(mo,yo) ja g—i(xo,yo) ja differentiaalikehitelmdn luvut a ja b
ovat

0 0
a = 8—£(Io,yo)a b= 8—£($oayo)-

LAUSE 3.9. Jos funktio f: A — R on differentioituva pisteessd (xq,yo), niin f:lli
on suuntaisderivaatat kaikkien yksikkovektorien (u,v) suuntiin ja

0 0
) f (w0, o) = Ua_i(%, Yo) + Ua_£($o7 Yo)-
LAUSE 3.10. Olkoot A C R? avoin joukko ja f: A — R annettu funktio. Oletetaan,

ettd f on jatkuvasti derivoituva. Tdlloin f on differentioituva jokaisessa A:n pisteessi.

LAUSE 3.11. Olkoot A C R? avoin joukko ja f: A — R annettu funktio. Oletetaan,
etta f on differentioituva. Tdlloin f on jatkuva.
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Funktio, jolla on molemmat osittaisderivaatat, ei valttdmétta ole edes jatkuva.
Differentioituvuuden yksi tédrked ominaisuus on se, ettéd se takaa jatkuvuuden lisdksi
funktion approksimoitavuuden lineaarisella funktiolla

(000 > Fa ) + G o)z = 20) + 5 0 90) (0 = o)

Geometrisesti tilanne tarkoittaa seuraavaa: Tarkastellaan funktion f kuvaajaa,
joka koostuu pisteista (z,y, f(z,y)). Olkoot « ja [ kdyrit

a(r) = (z,y0, f(z,y0)), B(y) = (zo,y, f(z0,y))-

Niiden kayrien tangenttivektorit ovat tangenttivektoreita f:n kuvaajan muodosta-
malle kaksiulotteiselle pinnalle. Erityisesti pisteessd (xo, yo, f(Zo,Yyo)), missd kiyrat
leikkaavat toisensa, tangenttivektorit ovat ovat

o' (z) = (1,0, g—i(l’o’yo))y B'(yo) = (0,1, Z—ch(xoyyo»-

Jos funktiolla f on osittaisderivaatat %(wo,yo) ja g—g(xo, Yo), niin f:n kuvaajalla
on tangenttitaso, jolla on parametriesitys

(z,y) — (w0, Y0, [ (0, y0)) + &/ (x0)(x — x0) + ' (y0) (¥ — ¥o)
= (z,y, f(zo, o) + (x — x9) %(%, Yo) + (¥ — %o) %(%,Z/o))'

Differentioituvalle funktiolle tangenttitaso approksimoi funktion kuvaajaa "hyvin”.
Funktion f differentiaalikehitelmén sijasta kaytetdan monesti muodollista esitysta

_of of
df = 5= dv+ 3y

Esiintyvat differentiaalit df, dx ja dy on késiteltdvissd tdsmaéllisestikin, mutta tédssi
esityksessé tdhén ei puututa. Muinaisessa differentiaalien kisittelytavassa ne ajateltiin
k.o. suureen "dérettomén pieniksi” (eli infinitesimaalisiksi) muutoksiksi.

Funktion erilaiset derivoituvuuskésitteet suhtautuvat toisiinsa seuraavasti:

f on jatkuvasti derivoituva

Y

f on differentioituva

4

f:11& on suuntaisderivaatat kaikkiin suuntiin

4

f:11& on molemmat osittaisderivaatat

Miké&éan ylla olevista implikaatioista ei ole kddnnettédvissd. Esimerkiksi funktiolla
2z |y|

flx,y) = L

on origossa molemmat osittaisderivaatat, mutta f:ll4 ei ole suuntaisderivaattaa kaik-
kiin suuntiin.

kun (z,) £0,ja £(0,0) =0,
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Vastaavasti funktiolla

fla,y) = kun (z,y) # (0,0), ja  f(0,0) =0,

on origossa suuntaisderivaatat kaikkiin suuntiin, mutta f ei ole differentioituva.

222y
zt + y?’

LAUSE 3.12 (Ketjusiints). Olkoot A C R? avoin joukko ja f: A — R differen-
tioituva funktio. Olkoot I C R avoin vili ja (x,y): I — R? derivoituva kiyrd siten,
etti (x(t),y(t)) € A kaikille t € 1.

Talloin yhdistetty funktio t — f(x(t),y(t)) on deriwoituva ja

S (0010 = T (al0). )20 + 5 (ol0) () 1),

t.s.

d (9f dx (9f dy

Tobistus. Kéaytetddn apuna funktion f differentiaalikehitelméa.
Olkoot
of

~ Lao.v0). v=F .00

Merkitadn u = z(t + h) — x(t) jav =y(t + h) —y(t) (v ja v ovat fn differentiaalike-
hitelmén luvut s ja t).

Koska = on derivoituva, on

u_olt+h) - o) —2'(t), kun h — 0.
h h
Vastaavasti v/h — y/(t), kun h — 0.

Funktion f differentiaalikehitelméan nojalla

Fla(t+h)y(t+ ) — F(((2) y(1)
= a(z(t+h) —2(t) + bly(t + h) = y(1)) + [|(w, v)]e(u, v),

missd o on funktio, jolle o(u,v) — 0, kun ||(u,v)|| — O.
Kun h - 0,onu=xz(t+h) —2(t) - 0jav=y(t+h) —y(t) — 0, joten

flat+h)y(t+ 1) — F((x(t), y(1)

h
_w(t+h)— () y(t+h) —y(t) u v
— a2 (t)+by'(t), kun h — 0.
Tama on mita vaitettiin. ]

SEURAUS 3.13. Olkoot f = f(x,y), x = x(u,v) ja y = y(u,v) jatkuvasti derivoi-
tuvia. Tdalloin yhdistetty funktio (u,v) — f(x(u,v),y(u,v)) on jatkuvasti derivoituva
Jja
0 af or Of Oy 0 8f ox (‘3f8y
8uf< ) = Oz du * Oy Ou’ ov (z,9) = Oz Ov oy dy v’
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HuomauTus 3.14. Jos g = ¢(t) on derivoituva yhden muuttujan funktio ja f =
f(z,y) on differentioituva kahden muuttujan funktio, niin yhdistetty funktio (z,y) —
g(f(z,y)) on differentioituva ja sen osittaisderivaatat ovat
0 dg Of 0 dg 0 f

ESIMERKKI 3.15. Olkoon f = f(z,y) funktio, joka riippuu vain pisteen (x,y)
etaisyydestd origoon r = /22 + y2. Télloin f on muotoa

f(x,y) = g(r(z,y)),

jollekin kahden muuttujan funktiolle g, missa r(x,y) = /22 + y2. Edellisen huomau-
tuksen nojalla

gf(x )_@@_@L ﬁf(x >_@@_@ Y
o Y T vz T ar Va2 +y? oy W= Oy dr \Ja2 + 2

ESIMERKKI 3.16. Olkoon f differentioituva kahden muuttujan funktio. Funktion
f esittdminen napakoordinaateissa tarkoittaa seuraavaa: Asetetaan x(r,d) = rcos6f
ja y(r,0) = rsinf. Tallin

g(r,0) = f(rcosf,rsinf)

on f:n napakoordinaatiesitys.
Ketjusdédnnon nojalla

g _0f 0z  Of Oy 0f of
or oz or oy dy ar oz ° os 0+ dy sind,

ja
89 af ox (9f 8y_ of

———rsinf + == rcosb.

80 ox 00 8y 00 ox oy

ESIMERKKI 3.17. Olkoon f differentitoituva kahden muuttujan funktio. Olete-
taan, ettd on olemassa luku m siten, etta

f(ta,tb) =t™ f(a,b)

kaikille luvuille ¢, a ja b.
Derivoidaan tdmaé identiteetti ¢:n suhteen kdyttden ketjusdéntoa. Yhtalon vasem-

man puolen derivaataksi saadaan
af d (ta) of

d(th)  of of

o (ta, th) = + 3 5, (ta th) == = = (ta,th) a + a—y(ta, tb) b.
Yhtéalon oikean puolen derivaataksi saadaan
mt™ ! f(a,b).
Koska namé derivaatat ovat samat kaikille ¢:n arvoille, saadaan sijoittamalla t = 1
gi(a b)a + g—;j(a b)b=m f(a,b).
Taméa Fulerin yhtdlond tunnettu yhtalo voidaan kirjoittaa myos
of  of

ot g =m )
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4. Adriarvot

MAARITELMA 4.1. Olkoot D C R?, (z¢,40) € D ja f: D — R annettu funktio.
Sanotaan, etti piste (o, yo) on funktion f lokaali maksimipiste, jos f(z,y) < f(zo,yo)
kaikille pisteille (z,y) € D, jotka ovat riittédvan l&dhelld pistettd (o, yo).

Vastaavasti, piste (xg, o) on funktion f lokaali minimipiste, jos f(x,y) > f(zo,yo)
kaikille pisteille (x,y) € D, jotka ovat riittdvan lihelld pistetta (xo, yo)-

Piste (xo, o) on funktion f lokaali ddriarvopiste, jos se on f:n lokaali maksimipiste
tai lokaali minimipiste.

Sanotaan myos, ettd funktiolla f on pisteessi (xg,yo) lokaali ddriarvo, jos piste
(20, yo) on funktion f lokaali dériarvopiste.

ESIMERKKI 4.2. a) Funktiolla f(x,y) = 2>+ y? on pisteessi (0, 0) arvo f(0,0) = 0
ja muualla f(z,y) = 2% + y? > 0, joten pisteessi (0,0) funktiolla f on aito lokaali
minimi (aito: muissa lihipisteissé arvot ovat aidosti suurempia).

b) Vastaavasti, funktiolla f(z,y) = —z? — y* on pisteessi (0,0) aito lokaali mak-
simi.

¢) Funktiolla f(z,y) = x? on pisteessi (0,0) lokaali minimi f(0,0) = 0, mutta
origoa lahelld olevissa pisteissé (0,y) funktiolla on sama arvo f(0,y) = f(0,0) = 0.

d) Funktiolla f(z,y) = x* — y? on pisteessi (0,0) arvo f(0,0) = 0, mutta pisteissi
(2,0), 2 # 0, 0n f(x,0) = 22 > 0 ja pisteissi (0,y), y # 0, on f(0,y) = —y? < 0, joten
origo ei ole f ddriarvopiste. (Pistettd, jonka ymparistosséd funktio saa sekd suurempia
ettd pienempié arvoja, kutsutaan funktion satulapisteeksi.)

4.1. Gradientin nollakohta valttamiton ehto.

LAUSE 4.3. Olkoot A C R? avoin joukko, (zo,v0) € A ja f: A — R funktio, jolla
pisteessd (xo,yo) on osittaisderivaatat g—i(xg,yo) ja g—i(xo,yo). Jos piste (xg,y0) on
funktion f lokaali ddriarvopiste, niin

0 .0
8—£(Ioayo) =0 Ja 8—5(%,%) = 0.

Tama aariarvokohdalle valttaméton ehto saa selkedin muodon funktion f gradien-
tin avulla ilmaistuna. Funktion f gradientti pisteessé (x,y) on vektori

Vi) = (G0 5 @),

Jos siis funktiolla f on pisteeessé (g, yo) lokaali dériarvo, on

V f(xo,40) = (0,0).

On téarkedd huomata, ettd gradientin hévidminen on vélttdméaton ehto dédriarvolle,
mutta se ei suinkaan ole riittava.

ESIMERKKI 4.4. a) Funktiolle f(z,y) = z* + y* on Vf(x,y) = (2z,2y), joten
Vf(z,y) =(0,0), jos ja vain jos (z,y) = (0,0).

b) Vastaavasti, funktiolle f(z,y) = —z% — y? on Vf(z,y) = (—2z,—2y), joten
V(2 5) = (0,0), jos ja vain jos (z,y) = (0,0).

c¢) Funktiolle f(z,y) = 2% on Vf(z,y) = (2z,0), joten Vf(z,y) = (0,0), jos ja
vain jos x = 0; y voi olla miké luku tahansa.
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d) Funktiolla f(z,y) = 2? — y* on Vf(z,y) = (2x, —2y), joten V f(x,y) = (0,0),

jos ja vain jos (z,y) = (0,0). Huomaa, etti origo ei kuitenkaan ole f:n &dériarvopiste.

On helppo todeta, ettd jos funktiolla f pisteessd (xg,yo) on suuntaisderivaatat
Otuw) f (20, yo) kaikkiin suuntiin (u,v), ja jos piste (2, yo) on fn &édriarvopiste, niin
Otuw) f (20, yo) = 0 kaikille yksikkovektoreille (u,v).

2. Riittdva ehto toisten derivaattojen avulla. Yhden muuttujan funk-
tioille mahdollisen d&riarvon laadun selvittdmiseen kaytetédédn toista derivaattaa. Vas-
taava menetelmé on kéaytettdvissd kahden muuttujan funktioille, mutta tilanne on
mutkikkaampi, koska toisia derivaattoja on nyt nelj.

Olkoot A C R? avoin joukko ja f: A — R annettu funktio. Oletetaan, etta f:114
on osittaiderivaatat 2 8 ja 85 kaikkialla A:ssa. Funktion f toisen kertaluvun derivaatat
madritellddn nédiden osittaisderivaattoina edellden, ettd ne ovat olemassa:

32f_c98f 82f_88f 82f_88f 32f_88f
022 Qxdx’ Oxdy Oxdy’ Oydx Oyoxr Oy  Oyoy
My6s merkintojd Dy f, Diof, Daif ja Doof kiytetdén.
Tarkasteltaessa yksinkertaisia esimerkkejéd, havaitaan, etta ristikkéiset osittaisde-

02 f 02 f . c 1. . . .
rivaatat ja ovat samat. Aina néin ei kdy, mutta jos toisen kertaluvun osoit-
oz dy Oy Oz )

taisderivaatat ovat jatkuvat, niin néin on.

LAUSE 4.5. Olkoot A C R? avoin joukko ja f: A — R annettu funktio. Oletetaan,
etta f:lla on osittaiderivaatat g—i ja g—i kaikkialla A:ssa.
Oletetaan edelleen, ettd toiset osittaisderivaatat % ja % ovat olemassa ja
z Oy y Ox
jatkuvat. Talloin
0 f 0 f

Ox Oy - Oy Ox’
LAUSE 4.6. Olkoot A C R? avoin joukko ja f: A — R annettu funktio. Oletetaan,
etta f:n ensimmdisen ja toisen kertaluvun osittaiderivaatat ovat jatkuvia A:ssa.

Olkoon (xg,yo) € A funktion f gradientin nollakohta, ¥V f(xq,y0) = (0,0).
Merkitddn

82 82 82
a = 8_:(:{(%’%)’ b= 890—6];3/(%’%)’ ¢ = 8_g/2(x0’y0)’
ja olkoon
A = det [Z b] = ac — b°.
c
Talloin:

a) Jos A >0 ja a >0, niin piste (xo,y0) on f:n lokaali minimipiste.
b) Jos A > 0 ja a <0, niin piste (xg,yo) on f:n lokaali maksimipiste.
c) Jos A <0, niin piste (xo,yo) €i ole f:n ddriarvopiste (satulapiste).
ESIMERKKI 4.7. Olkoon f(z,y) = 22® — 6zy + 3y*. Tilloin
Vf(z,y) = (62* — 6y, —6x + 6y).

Siis Vf(z,y) = (0,0), jos ja vain jos 2? = y ja * = y. Tdméin yhtéiloparin ratkaisut
ovat (z,y) = (0,0) ja (z,y) = (1,1).



4. AARIARVOT 44

Kuva 9. Funktion (z,y) — sinzsiny tasa-arvokéyrid seka gradientti-
vektoreita sekd funktion kuvaaja.

Lokaalin dériarvon laatu tarkistetaan toisen kertaluvun osittaisderivaattojen avul-
la:
0? 0? 0?
a_m:é‘(xay) = 12377 Wgy(xay) = _67 a_yjzc(xay) = 67
Pisteessé (x,y) = (0,0) ona=0,b= —6,c=06ja A = —b* = —36 < 0. Kyseessi
ei siis ole dériarvopiste, vaan satulapiste.
Pisteessi (z,y) = (I,1) ona=12>0,b= —6,c =6 ja A = ac — b*> = 36 > 0.
Kyseessé on siis lokaali minimipiste.

Tarkastellaan funktion f kdyttaytymistd kiintedn pisteen (xg, o) ympéristossi.
Olkoon a = (z,y) derivoituva kdyra, joka kulkee pisteen (zg, yo) kautta hetkelld ¢ = 0,
t.s. (2(0),4(0)) = (zo, yo). Olkoon kéyran nopeusvektori hetkella t = 0 o/(0) = (u,v).
Ketjusdédnnon nojalla

@) = S @oo + Faww o = viaw) -« 0.

Erityisesti hetkelld t = 0 on
d /
Ef(a(t)) o V f(xo,90) - &' (0) = V f(x0, %0) - (u,v).

Palautetaan mieleen Cauchyn ja Schwarzin epdyhtilo: Vektoreiden (a,b) ja (u,v)
sisétulolle on voimassa

=[l€a, ) (u, ) || < (@, b) - (u, v) < (@, b)[} [[(w, V).
Lisdksi yhtdsuuruus on voimassa, jos (u,v) = —(a,b) (vasen e.y.) tai (u,v) = (a,b)
(oikea e.y.). Kun téitd sovelletaan funktion f gradienttiin, saadaan

=1V (@o, yo) Il 1w, 0) || < V (0, 90) - (u,0) < |V f (0, yo)[| | (w, )],

ja yhtasuuruus on voimassa, jos (u,v) = —V f(zo, yo) (vasen e.y.) tai (u,v) = V f(xo, yo)
(oikea e.y.).

Koska epiyhtélsissi keskimmiisend oleva sisétulo on derivaatta 4 f(u(t))| 1—o» VOI-
daan epéyhtaloparin tulos tulkita seuraavasti:
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Funktio kasvaa nopeimmin gradienttinsa suuntaan ja
vihenee nopeimmin gradienttiaan vastakkaiseen suuntaan.

Liséiksi, jos kéiyrd o valitaan siten, ettd f(a(t)) = ¢ = vakio, on & f(a(t)) = 0
kaikille ¢, joten erityisesti

d
0= at (a(t)) = V f(x0,%0) - (u,v).

t=0

Téama tarkoittaa, ettd tasa-arvokéyrien f(z,y) = ¢ tangenttivektorit (u,v) ovat koh-
tisuorassa gradienttivektoria V f(x,y) vastaan.

Vertaa tatd kuvaan 9. Funktion suurin arvo 1 saavutetaan kuvan vasemman yla-
nurkan ja oikean alanurkan keskelld. Vastaavasti funktion pienin arvo —1 saavutetaan
kuvan oikean ylanurkan ja vasemman alanurkan keskelld. Kuvasta on liséksi todetta-
vissa, ettd tasa-arvokayrat ja gradienttivektorit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

4.3. Suurin ja pienin arvo suljetussa joukossa (Weierstrassin lause).

LAUSE 4.8. Olkoot A C R? suljettu ja rajoitettu joukko sekd f: A — R jatkuva
funktio. Tdlloin f saavuttaa suurimman ja pienimmdn arvonsa joukossa A, t.s. on
olemassa x1 € A ja xo € A siten, ettd f(x) < f(x1) kaikille x € A ja f(x) > f(x2)
kaikille x € A.

ESIMERKKI 4.9. Olkoot A kolmio, méarittelevat epéayhtdlot x > 0, y > 0 ja
x +y < 4 (piirrd kuva) sekd f(x,y) = 2%y e~ @) kun (z,y) € A.

Koska f on jatkuva ja A on suljettu ja rajoitettu, saavuttaa f suurimman ja
pienimmén arvonsa joukossa A. Nididen arvojen méardéamiseksi paikannetaan lokaalit
aariarvopisteet alueen A sisélté ja tarkastellaan erikseen A:n reuna.

Maarataan aluksi gradientin nollakohdat:

Vf(z,y) = (zy(2 —x) e 2? (1 —y) e ),
Siis V f(z,y) = (0,0), jos ja vain jos x = 0 ja y on miki tahansa luku valilti 0 < y < 4
(jotta (z,y) € A), tai jos (z,y) = (2,1).
Pisteessd (z,y) = (2,1) on f(2,1) =4e 3~ 0.2.
Alueen A reuna koostuu kolmesta janasta. Pitkin z- ja y-akselia funktiolla f on

arvo nolla.
Janallay =4 — 2,0 <2 <4, on

g(x) = flz,4 —2) =2*(4 —x)e™",
Funktion ¢ dériarvojen maaradmiseksi lasketaan g:n derivaatta:
d () = (8z — 32%) e ™.

Siis ¢’'(x) = 0, jos ja vain jos x = 0 tai x = 8/3. Pisteessd x = 8/3 on

8 4y 256 _
9(8/3) = f<§,§> = 20 0174,

27

Vilin [0, 4] péétepisteissd on g(0) = f(0,0) =0 ja g(4) = f(4,0) = 0.
Siis funktion suurin arvo saavutetaan alueen sisidpisteessi (2,1) ja pienin arvo
nolla kolmion z- ja y-akseleille jaavilla reunan osilla.
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4.4. Sidotut Aidriarvot ja Lagrangen kertoimet. Edellid késittellyt dariarvo-
tehtavit ovat olleet ns. vapaia dédriarvotehtavia. Nédiden rinnalla ovat sidotut ddariarvo-
tehtdvdt, joissa pyritddn maarddméain annetun funktion f = f(x,y) pienin tai suurin
arvo, kun pisteen (z,y) valintaa rajoittaa side-ehto g(z,y) = ¢, missé g on annettu
funktio.

Tarkastellaan johdattelevana esimerkkiné seuraavaa ongelmaa: On maarattava el-
lipsin i_z + ?;—j = 1 origoa ldhinné olevat pisteet.

Asetetaan g(z,y) = 2—2 + Z—; ja f(z,y) = 2® + y?, jolloin ongelma voidaan esittii
muodossa: On médrattava pisteet (z,y) joille f(x,y) saa pienimmén mahdollisen
arvon ehdolla, ettd g(x,y) = 1. Kannattaa huomata, ettd origon ja pisteen (z,y)
vélisen etaisyyden y/x? + y? minimi saavutetaan tdsmélleen silloin, kun sen nelié
2? + y? saavuttaa miniminsa.

Tilanteen geometrian perusteella on selvdd, ettd funktion f minimi ehdolla g(z,y) =
1 saavutetaan pisteissd (z,y) = (£a,0) tai (z,y) = (0 £ b) riippuen siitéd, onko a < b
vai a > b (olettaen, etté joka tapauksessa a # b). Pditellaan tdmaé toisella tavalla, joka
on helppo yleistéé. Tarkastellaan funktion f tasa-arvokéyrid f(x,y) = s, kun s kasvaa
arvosta s = 0 ldhtien. Pienille s:n arvoille ndmé origokeskiset, /s-séteiset ympyrét
eivit leikkaa side-ehdon médradmaé ellipsid. Kun s saavuttaa kriittisen minimiarvon,
sivuaa ympyrd f(z,y) = s ellipsid g(x,y) = 1, t.s. ympyrilld ja ellipsilld on sama
tangentti, jolloin myo6s niiden normaalivektorit ovat yhdensuuntaiset. Palautetaan
mieleen, ettd tasa-arvokdyrien f(z,y) = s tangenttivektorit ovat kohtisuorassa gra-
dienttivektoria V f(z,y) vastaan. Siis ympyrin f(z,y) = s normaalivektori V f(z,y)
jaellipsin g(z,y) = 1 normaalivektori Vg(x,y) ovat yhdensuuntaiset. Vektoreiden yh-
densuuntaisuus tarkoittaa, ettd toinen on toisen lukumonikerta, joten pisteessé (x, y),
jossa f(x,y) saa pienimmén arvonsa ehdolla, ettd g(z,y) = 1, on voimassa

Vf(x,y) = AVg(z,y)

jollekin reaaliluvulle .
Tassa esimerkkitilanteessa

Vi(zy) = (22,2y), ja Vg(z,y) = (2z/a® 2y/b"),
joten ehto V f(z,y) = AVg(z,y) on
(22, 2y) = A\(2x/a?, 2y/b?) = (\2z/a?, A2y /b%).

Siis # = 0 tai A/a? = 1 eli A = a?. Vastaavasti y = 0 tai A = b?. Piste (z,y) = (0,0) ei
toteuta side-ehtoa g(z,y) = i—z + Z’b’—j = 1. Kun oletetaan, ettd a # b, eivit molemmat
ehdot A\ = a? ja A\ = b? voi toteutua. Siis on joko x = 0 ja A = b? tai y = 0 ja X\ = a?.
Tarkastellaan tapausta y = 0 ja A = a?. Sijoittamalla y = 0 side-ehtoon, saadaan
2—2 =1, joten x = +a, t.s. (z,y) = (£a,0).

LAUSE 4.10 (Viliarvolause). Olkoot A C R? avoin joukko ja f: A — R differen-
tioituva funktio. Olkoot py = (zo,v0) ja p1 = (x1,y1) joukon A pisteitd.

Oletetaan, ettd pisteitd po ja py yhdistivi jana J sisdltyy joukkoon A, t.s. (1 —
t)p() +tp1 € A kaikille t € [0, 1]

Talloin janalta J loytyy piste p siten, ettd

f(p1) = f(po) = V£(p) - (p1 — po)-
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TobisTus. Asetetaan g(t) = f((1 — t)po + tp1), kun ¢ € [0,1]. Télléin g on
derivoituva yhden muuttujan funktio, jolle g(1) = f(p1) ja g(0) = f(po). Liséksi
ketjusdannon nojalla ¢'(t) = Vf((1 — t)po + tp1) - (p1 — po)-

Yhden muuttujan funktioiden véliarvolauseen nojalla valiltd [0, 1] 16ytyy luku ¢
siten, ettd g(1) — ¢g(0) = ¢'(¢)(1 — 0). Viite seuraa tésté. O

HuomAuTUS 4.11. Vastaava viite ei pida paikkansa vektoriarvoisille funktioille, ei
edes yhden muuttujan funktioille. Vastaesimerkkiné tarkastellaan kayrééd ac: [0, 27| —
R? «a(t) = (cost,sint) (origokeskinen yksikkympyri). Téllsin a(27) = «(0) = (1,0),
joten a(27) — «(0) = (0,0). Toisaalta, o/(t) = (—sint,cost) # (0,0) kaikille ¢, joten
a/(t) (2 — 0) # (0,0) kaikille ¢.

LAUSE 4.12 (Implisiittifunktiolause). Olkoot A C R?* avoin joukko ja f: A — R
annettu jatkuvasti derivoituva funktio seki ¢ € R ja (xo,yo) € A.
Oletetaan, ettd

0
f(xo,90) = ¢ ja a—]yp(io,yo) #0.

Talloin on olemassa avoimet vilit I ja J siten, ettd (xo,yo) € I x J, I x J C A,
ja ettd jokaiselle x € I yhtdlolld

flz,y) =c

on yksikdsitteinen ratkaisu y = y(x) € J, jolle y(xo) = yo.
Ratkaisun mdadrittelemd funktio y: I — J on deriwoituva ja sen derivaatalle on
R 1 G 1C)
y(r) = =57 — =
% (7, y(x)

TobisTus. Voidaan olettaa, ettd ¢ = 0 (muuten tarkastellaan funktiota f — ¢),
ja etté g—’yc(xo,yo) > 0 (muuten tarkastellaan funktiota —f). Koska f on jatkuvasti
derivoituva, on pisteelld (xg, yp) suorakaiteen muotoinen ympéristé U = I’ x J', jossa
3—5(17, y) > 0. Voidaan olettaa, ettd riittdvan pienelle 6 > 0 on I’ = [z — 0,z + J] ja
J" = [yo — 9,90 + d]. Erityisesti g—’yc(xo,y) > 0 kaikille y € J'. Tama& tarkoittaa, etta
funktio y — f(xg,y) on aidosti kasvava. Koska f(xg,y0) = ¢ = 0, on f(xg,y) < 0,
kun yo — 0 <y < yo ja f(xo,y) > 0, kun yo + 0 > y > yo. Erityisesti f(xo, 50 —9) <0
ja f(xo,yo + ) > 0. Koska funktio z — f(z,yo — d) on jatkuva ja sen arvo pisteessi
r = xo on negatiivinen, on olemassa ¢’ > 0 siten, ettd ¢’ < § ja f(z,yo —3J) < 0
kaikille x € [zg — &', 2 + §']. Vastaavan péittelyn avulla ndhdéén, ettd on olemassa
§" > 0 siten, ettd ¢” < § ja f(z,yo + ) > 0 kaikille x € [z¢ — 0", x¢ + ¢"]. Olkoon §;
pienempi luvuista ¢’ ja ¢”. Talloin

kaikille x € 1.

flzyo—0) <0< f(z,y0+0) kaikille x € [xg — 1,z + 01].

Asetetaan [ = (xg—01,z0+01) ja J = (yo—0, yo+0). Sovelletaan yhden muuttujan
funktioiden Bolzanon lausetta funktioihin y — f(x,y), € I. Bolzanon lauseen
nojalla jokaiselle z € I yhtalolla f(z,y) = ¢ = 0 on ratkaisu y € J. Koska g—g(m, y) >0
kaikille y € J, on funktio y — f(z,y) aidosti kasvava, ja ratkaisuja y = y(x) on siis
vain yksi.

Osoitetaan lopuksi funktion y = y(x) derivoituvuus. Tésséd kidytetddn apuna vé-
liarvolausetta. Olkoot x, = € I. Viliarvolauseen nojalla lukujen x ja ¥ vilisséd on luku
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¢ ja lukujen y = y(x) ja g = y(&) vélissd on luku 7 siten, ettd

I . . Of . Of -
Koska y = y(x) ja g = y(Z) ovat yhtdlon f(x,y) = 0 ratkaisuja, saadaan
= (&m)
~ Oz \>? Y =,
y—9=- (z — 7).
a(em)
Koska osoittaisderivaatat % ja % ovat jatkuvia suljetussa neliossd I’ x J' ja
g—g(x,y) > (0, on osaméaara % / g—f; rajoitettu funktio. Edellisestd saadaan nyt aluksi,

ettd kun x — % — 0, on y(z) — (%) = y — § — 0. Tama tarkoittaa, ettad ratkaisu
y = y(z) on jatkuva.
Edelleen saadaan
. 0
y(x) —§() _ gHEn)
T - 2e,m)

Kun z —& — 0, seuraa funktion y = y(z) jatkuvuudesta, etta (&,n) — (x,y(x)), joten
yo) 5@ _ REn) | Hwyw)
T-3 Q) S, y(x))

Siis funktiolla y = y(z) on derivaatta ja se toteuttaa véitetyn yhtalon. U

LAUSE 4.13 (Lagrangen kertoimet). Olkoot A C R? avoin joukko ja f, g: A — R
annettuja jatkuvasti derivoituvia funktioita sekd (o, yo) € A.

Pisteestd (xg,yo) oletetaan, etti se on kayrdlld g(z,y) =0, t.s. g(xg,yo) = 0.

Funktiosta g oletetaan, ettd

Vyg(z,y) # (0,0) kaikille pisteille (x,y), joille g(z,y) = 0.

Funktiosta f oletetaan, etti f saavuttaa pisteessi (xo,yo) ddriarvon side-ehdolla

g(xz,y) =0.
Talloin on olemassa luku A (ns. Lagrangen kerroin) siten, ettd

V f(wo,90) = AVg(zo, yo)-

TobisTus. Oletuksen mukaan g(zg, o) = 0 ja

Vg(ro,y0) # (0,0).

Oletetaan, etté g—i(xg, yo) # 0. Implisiittifunktiolauseen nojalla yhtalolla

g(r,y) =0

on pisteen (xo, o) ldhella yksikésitteinen, derivoituva ratkaisu y = y(z). Ratkaisun
derivaatalle on

0

vy ae(@o,y(z0))

Yy (ZL'()) - dg .
8—y(1‘071/<l'0))
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Yhden muuttujan funktiolla z +— f(x,y(x)) on oletuksen nojalla dariarvo pisteessé
x = xg. Pisteessé x = x( kyseisen funktion derivaatta on téllin nolla. Ketjusdannon
avulla saadaan

0

0= L feyte)]_ = Pt vlan)) + 5L o yla) ().

Yhdistamalla tdhén edellda saatu derivaatan y'(xg) arvo ja sijoittamalla y(xg) = yo,
saadaan

of of 2 (w0, o)
0= —=(z0,%) — (%0, %0) T
Oz dy S—Z(xo, Yo)
Kertomalla puolittain nimittajalla g—Z(xo, Yo), saadaan

of Jg of dg
o (w0, yo) ay(iﬁ'o,yo) By (w0, yo) or (w0, Y0)
Tamé tarkoittaa, ettd vektorit

0 0 0 0
<a—£($0, %), a_i('r()v yo)) ja <8_§(I0’ Yo), —é(iﬂo, yo))-

ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Koska vektori (92(zo, o), g—g(xo, Yo)) on kohti-

suorassa vektoria (g—z(:vo, Yo), —%(a:o, yo)) vastaan, ovat siis vektorit

0 0 0 0
(a—£($07yo)ua—£($0,y0)> ja (%(%,yo),a—z@m%))

yhdensuuntaiset. Tamé tarkoittaa, ettd toinen on toisen monikerta, eli ettd on ole-
massa reaaliluku A siten, etté

0 0 0 0
(8_£(:E07 Yo), a—;};(%oa Z/O)) = /\<a—g(%, Yo), 3_?3(%’ Z/o))-

O

HuomAuTus 4.14. a) Kun Lagrangen kertoimien menetelméé kiytetaan sidottu-
jen ddriarvojen méadradmiseen, ei yhtéloa g(x,y) = 0 yleenséd kannata ratkaista, vaan
mahdollinen aariarvopiste (zg,yo) madratdan eliminoimalla tuntemattomia kolmen
tuntemattoman ja kolmen yhtalon ryhméasta

9(z0,y0) =0 ja Vf(xo,9) = AVg(xo,v0)-

b) Lagrangen kertoimien lause ei takaa ddriarvon olemassaoloa; sellaisen olemas-
saolo on lauseen oletuksena.
¢) Kun mééritellddn kolmen muuttujan funktio

ja sille gradientti

V8 = (5 3y on)

on yhtaloryhméa
g(xz,y) =0 ja Vf=AVyg
yhtépitava seuraavan vektoriyhtélon kanssa:

VF = (0,0,0).
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ESIMERKKI 4.15. Mé&irataan yhtalon
o+ dry +yP =4
madraaman tasokdyrin etiisyys origosta.

Tité varten olkoot f(x,y) = x?+y? (etdisyyden nelio) ja g(z,y) = v?+4xy+y*—4.
Lagrangen kertoimien lauseen nojalla mahdollinen &&riarvopiste 16ydetédén yhtéalon
g(z,y) = 0 ja yhtaloryhmén

20 = A2z + 4y)
2y = A4z + 2y)
avulla.

Piste (z,y) = (0,0) ei toteuta yhtélod g(x,y) = 0, joten yhtéloryhméssi ei voi
olla A = 0. Kirjoittamalla yhtaléryhm& muotoon

r4+2y=\"'z
20 +y = A"y

ndhdédén, ettd vektorin (z,y) tulee olla matriisin

-]

ominaisvektori vastaten ominaisarvoa p = A~!. Ominaisarvot 16ydetééin ratkaisemalla
yhtélo (missd I on yksikkomatriisi)

B B w—1 =2 N2 g
det(ul A)—det{ 9 M—l] =(p—1°—-4=0.

Ratkaisuiksi saadaan puy = —1 ja us = 3. Vastaavat arvot A\; = p{l = —1ja )l =
py ' = 1/3. Ominaisvektorit 16ydetiin sijoittamalla yht#loon

23 )=l

ominaisarvot pu = p; ja u = o sekd ratkaisemalla k.o. yhtaloryhmmét. Erdéksi
ominaisvektoripariksi saadaan (x1,41) = (—1,1) ja (z2,92) = (1, 1).
Kerrotaan alkuperdisen yhtéaloryhmén ensimmaéinen yhtélo x:114 ja jalkimméinen
yhtalo y:114 ja lasketaan yhtdlot puolittain yhteen. Saadaan
227 + 2y = N(2x + 4y)x + M4z + 2y)y = 2\ (2? + day + 7).
Ehdon g(z,y) = 0 perusteella on z? + 4xy + y? = 4, joten saadaan
227 + 2% = 2\ - 4 = 8\
Siis
flz,y) = a* +y° =4\
Loydetyisté ratkaisuista siis vain Ay = 1/3 kelpaa. Haetuksi etdisyydeksi saadaan

Va2 +y? =4 s = /4/3.



