Symbolinen laskenta (M AT180,10v)

Kurssin tavoite ja sisilto

Symbolisen laskennan kurssilla opitaan tietokoneen kiyttdmistd apuvilineend
matemaattisessa ongelmanratkaisussa. Kurssin tavoitteena on antaa perusval-
miudet symboliseen laskentaan erikoistuneen Mathematica-ohjelmiston kiyt-
t06n. Kurssin suorittaneen tulisi pystyd kiyttaméan Mathematicaa (tai mik-
sei jotain muutakin vastaavaa ohjelmistoa) apuvilineend vaikkapa opintoihin
liittyvien harjoitustehtivien ratkaisemisen apuvélineené.

Kurssin rakenne ja suoritustapa

Kurssi sisdltdd 6 (3x2) tuntia luentoja sekd 16 (8x2) tuntia ohjattuja mikro-
harjoituksia. Opetustapahtumiin osallistuminen on vapaaehtoista. Kurssi suo-
ritetaan mikroluokassa tekemdlla valvottu ndyttékoe. Vaikkakaan harjoituksiin
osallistuminen ei ole pakollista, on se ehdottoman suositeltavaa kokeen onnistu-
misen kannalta. Kurssi on poikkeustapauksissa mahdollista suorittaa myds itse-
ndiselld harjoitustydlld. Tama vaihtoehto on nayttokoetta tyoladmpi, varsinkin
harjoituksiin osallistuneille.

Paiteharjoitusten tehtivii ei jaeta etukiteen vaan ne saa harjoituskerran yhtey-
dessd. Kurssin periaatteena on itse oppia kokeilemalla erilaisia tehtavid harjoi-
tustuntien aikana. Kurssista saa suoritusmerkinnén opintorekisteriin kun néyt-
tokoe on suoritettu tai harjoitustyd on palautettu ja hyviksytty. Kurssista ei
anneta arvosanaa.

Kurssin ohjelma on pédosin seuraava:

1. luento Kaytannon jérjestelyt, johdantoa symboliseen
laskentaan ja Mathematican kiyttoon

1. harjoitus Ohjelman kiyttoon tutustuminen, aritmetiikkaa
ja sieventamista

2. harjoitus Muuttujasymbolien kiytto, listat ja matriisit

2. luento Tutustumista Mathematican Front Endiin

3. harjoitus Lausekkeiden madrittely, derivointi ja
integrointi

4. harjoitus Funktioiden mééirittely, summat, sarjat

3. luento Kokeisiin ilmoittautimen, Mathematica-esimerkkeja

5. harjoitus Yhtalot ja yhtaloryhmét

6. harjoitus Optimointitehtévia

7. harjoitus Grafiikkaa

8. harjoitus Ohjelmointi Mathematicalla



Matemaattisista ohjelmistoista

Erilaisten matemaattisten ohjelmistojen kehittdminen alkoi jo 1970-luvulla ja
on luonnollista, ettd kehitys on seurannut tietotekniikan kehitysti. Prosessori-
tehon kasvun ja laitteistojen nopeutumisen myo6ta on myos ohjelmistoihin voitu
liséta ominaisuuksia. Laskennallisen tehon liséksi viime vuosina on voimakkaasti
lisétty ohjelmistojen kiyttomukavuutta ja graafisia ominaisuuksia. Matemaat-
tisten tulosten mallintaminen ja visualisointi onkin muuttunut vuosi vuodelta
helpommaksi.

Laskentatehon ollessa kovin rajallista ensimmaéiset matemaattiset ohjelmistot
suunniteltiin numeeriseen laskentaan. Ndiden kiyttadminen perustui vahvasti oh-
jelmointitaitoihin ja tdman vuoksi kiytto olikin hankalaa ja vaati asiantuntemus-
ta. Taltd aikakaudelta on edelleen kiiytossd mittavia aliohjelmakirjastoja (esim.
NAG, IMSL) eiki kehitys ole hidastunut vieldkdén. Numeerisia véilineiti hyodyn-
netddn laajalti erilaisissa tekniikan ja luonnontieteiden ongelmissa. Puhtaiden
ohjelmakirjastojen jatkeeksi on sittemmin kehitetty erilaisia kiyttoliittymia ja
néin ohjelmistot ovat muuttuneet kiytoltddn helpommiksi ja tehokkaammiksi.
Hyvini esimerkkind tillaisesta ohjelmistosta mainittakoon Matlab.

Toinen matemaattisten ohjelmistojen ryhma on symboliseen laskentaan erikois-
tuneet ohjelmistot. Ndiden kehittdminen on p&dssyt vauhtiin numeerisia tyo-
kaluja myohemmin, koskapa symbolinen matematiikka vaatii usein mutkikkai-
ta algoritmeja. Tietokoneet osaavat toki laskea numeroilla, mutta muuttujia
sisaltévien kaavojen Kkisittely ilman, ettd muuttujille annetaan arvoja, on huo-
mattavasti vaikeampaa. Symboliseen laskentaan erikoistuneita ohjelmia on myos
kehitetty paljon. Naistd vertaistaan hakeva esimerkki on Mathematica, jota kiy-
tetddn laajalti matemaatikkojen keskuudessa ympéri maailmaa. Niin myos talla
kurssilla.

Nykyisin kahtiajako symbolisiin ja numerisiin ohjelmistoihin on alkanut menet-
tda merkitystddn. Symbolisista ohjelmistoista alkaa 16ytyd numeeriseen lasken-
taan tarvittavia ominaisuuksia ja jonkin verran myos péinvastoin. Peruskaytta-
ji, joka ei tarvitse suurta laskennallista tehokkuutta ja huippuunsa viritettyja
algoritmeja, pystyy yleensd suoriutumaan laskutehtivistddn kiyttden mita ta-
hansa nykyaikaista laskentaohjelmistoa.

Mathematicasta

Mathematica on matemaattinen ohjelmisto, joka soveltuu erityisesti symboli-
seen laskentaan mutta sisdltdd my6s runsaasti numeerisia ominaisuuksia. Ohjel-
miston laskentaydin sisdltdd my6s pystyvin komentotulkin, mikd mahdollistaa
ohjelman rajattoman laajennettavuuden. Perusaineksista 16ytyy ladkkeet keski-
vertokdyttdjén tarpeisiin, samalla kun vaativa ammattikiyttdja voi ohjelmoida
omiin tarpeisiinsa omia algoritmeja. Juuri timé on Mathematican vahvuus ja
juuri tdmén vuoksi se on laajalti arvostettu kiyttédjiensa keskuudessa.



Mathematica-ohjelmisto jakautuu ohjelmallisesti kahteen osaan:

e Kernel eli laskentaydin

e Front End eli kiyttoliittyméa

Laskentaydin on ohjelma (tai ohjelmakirjasto), jota voi yleensd kiyttad myos
suoraan kiyttiden suoria komentoja. Pelkki laskeminen ei sindlliin vaadi mi-
tddn muuta kuin laskentaytimen, mutta kiytinnon tyoskentelyssi on usein hel-
pompaa jos annetut syGtteet ja laskentatoimenpiteiden tulokset ovat valmiik-
si tulostettavassa muodossa. Tatéd varten on suunniteltu kiyttoliittymia, joista
suosituin on luonnollisesti ohjelmiston oma Front End. Ohjelmistoa kiytetties-
sd on kuitenkin tirkedd pitdd mielessi, ettd laskentaa EI suorita se ohjelma,
joka ottaa kiyttdjin nippdilyt vastaan. Kayttoliittyméan tarkoituksena on tul-
kata ja vélittda kiyttdjan pyynnot varsinaisen laskennan hoitavalle ohjelmalle,
kernelille.

Erillisen laskentaytimen merkittivin etu on siini, ettd laskentaydin voi sijaita
vaikkapa tehokkaalla supertietokoneella. Laskennallisesti vaativissa tehtévissi
voisi olla kannattavampaa ldhettad tyotehtévi verkkoa pitkin muualle lasketta-
vaksi. Kun tallaisesta verkkoliikenteestd huolehtii kdyttoliittymé, ei operaatio
vaikuta kiyttdjén toimiin mitenkdén. Tallainen etdkernelin kdyttd on kuitenkin
menettinyt merkitystddn sitd mukaa kuin yksittdisten tyoasemakoneiden tehot
ovat kasvaneet. Kuitenkin tehokkaimmallekin laskukoneelle 16ytyy aina kiytta-
ja, joka keksii riittdvin vaativan tehtivan, jota ei pystyta ratkaisemaan kiytet-
tavissd olevassa ajassa. Erillisté kernelid voidaan toki ajaa vaikka 10000 konet-
ta sisdltidvissd laskentaklusterissa. Kaikki on viime kidessd kiinni ohjelmiston
soveltajista.

Symbolinen ja numeerinen laskenta

Tutuin esimerkki numeerisen laskennan apuvilineestd on tavallinen taskulas-
kin, joka kykenee késittelemaédn pelkkidd numeroinformaatiota. Sisdisesté lasken-
tatarkkuudesta riippumatta parhaimmankin laskimen antamat lukuarvot ovat
kuitenkin aina likiarvoja todellisista luvuista. Symbolinen laskenta tarkoittaa
sitd, ettei yhtikddn lukuarvoa pyoristetd vaan kaikki laskenta pyritdidn esitta-
madn suljetussa muodossa kiyttden matemaattisia symboleja. Talldin lasken-
nassa muuttujien arvoilla ei ole minkdinlaista merkitysta.

Esimerkki:

Numeerisesti: sin 7 = 0.707106781 Symbolisesti: sin § = %

1 1
Numeerisesti: [e”dz = 1.718281828 Symbolisesti: [e*dz =e — 1
0 0



Jotkut toimenpiteet ovat mahdollisia ainoastaan symbolisessa laskennassa. Vaik-
kapa edellisessé esimerkissd puhtaasti numeerinen ohjelmisto ei tiedi, ettd saa-
tu luku 1.718281828 tarkoittaa nimenomaan tiettya luonnovakiota vihennettyna
vhdelld. Vastaavasti ainoastaan symbolinen ohjelmisto osaa tehdi sievennyksen
r+3a—2r—a=2a—=x.

Symbolisen laskennan ohjelmistot pystyvit kisittelemadn algebrallisia lausek-
keita ja vaikkapa laskemaan integraalifunktioita tai derivaattoja. Mathematica
onkin tehokas tyokalu lausekkeitten sieventimisesséi ja rutiinilaskujen laskemi-
sessa/tarkastamisessa.

Usein tulee vastaan tehtévid, joiden symbolinen ratkaiseminen on mahdoton-
ta. Esimerkiksi monien yhtaloiden ratkaisuja ei voida esittdd symbolisesti, joten
numeerisia menetelmid on pakko kiyttdd. Monet integraalit voivat myo6s olla
vaikeita laskettavia symbolisesti, kun taas numeerinen menetelmé antaisi vas-
tauksen huomattavasti nopeammin ja suoraviivaisemmin. Tdmén vuoksi kiy-
tannon sovellukset (matemaattinen mallintaminen, simulointi, ...) kiyttdvitkin
yleensd numeerista laskentaa, koskapa symbolisilla arvoilla ei ole sovelluksen
kannalta merkitystd. Symbolisella laskennalla onkin suurin merkitys matemaat-
tisten teorioiden kehittdmisessi. Kun teoria on saatu valmiiksi, voidaan siirtyé
kiyttdmain numeerisia menetelmis. Kaytdnnossi kuitenkin sekd symbolisia ettd
numeerisia ohjelmistoja tarvitaan.

Numeerisen laskennan sudenkuopat piilevit pyoristysvirheissd. Liian aikaisessa
vaiheessa tehty pyoristys saattaa viedd laskennan lopputulokset pahasti met-
sddn. Katsotaan esimerkiksi lauseketta
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Suoraan lauseketta katsomalla voidaan ndhd3, ettéd lauseke on aina identtises-
ti nolla riippumatta muuttujien arvoista. Entépé jos lausekkeen arvo lasketaan
numeerisesti arvoille, jotka ovat aidosti likiarvoja? Kokeilla voi vaikkapa perik-
kiisilla alkuluvuilla 7919, 7927, 7933, 7937 ja 7949...

Mathematican kiytto

Kun Mathematica (itse asiassa sen Front End) kiiynnistetdén, ohjelma avaa
néytolle Notebook-ikkunan, johon kiyttdja kirjoittaa haluamiaan komentoja
ja johon komentoja vastaavat tulosteet tulostetaan. Tassi tyoikkunassa ole-
vaa teksti- ja kuvainformaatiota on mahdollista muotoilla monilla eri tavoil-
la. Huomattavaa kuitenkin on, ettei kiyttoliittymé&asioilla ole mitdan tekemisté
varsinaisen laskennan kannalta. Naytolld ndkyva Front End on pelkki valittédja
kiyttdjan ja laskentaytimen valilla.

Ohjelmalle kirjoitetaan syoOterivejd, jotka pditetdin painamalla ndppdinyhdis-
telmd3 [SHIFT]+[ENTER]. Tam& nippiinyhdistelmé kertoo kiyttoliittymalle,
ettd kiyttdjan antama sydterivi on valmis laskettavaksi. Tdméan jalkeen las-
kutoimitus viedddn laskettavien tdiden jonoon ja kdyttoliittymé vapautetaan



uusia syoOtteitd varten. Huomattakoon, etté laskettavat tyot todella jonottuvat.
Kesken olevat laskennat tukkivat jonon eikd uusia suuria toitd yleensd kannata
syottdd ennen jonon vapautumista.

Samalla sy6terivilld voidaan suorittaa useampia komentoja. Jos komennon tu-
lostusta ei haluta naytolle, voidaan komento paédttaa puolipisteeseen.

Aiemmin laskettuihin tuloksiin voidaan viitata tuloksen jérjestysnumerolla. Jo-
kainen syGte ja tulos numeroidaan ja yleensd Front End néyttdd jarjestysnume-
rot sybtteiden kohdalla merkinnélld In[n]:= ja tuloksen kohdalla merkinnalla
Out[n] :=, missd n on mainittu tuloksen jarjestysnumero. Viittaaminen riviin
n tapahtuu syottadmallé laskentaytimelle merkintd %n. Huomattakoon, etté las-
kentaydin muistaa kaikki syGtteensd ja tuloksensa niin (ja vain niin) pitkdén,
kuin se pidetdin muistissa. Tallennuksen jilkeen seuraavalla ajokerralla rivien
numeroinnit saattavat menné eri tavoin, joten numerointia kannattaa tallen-
nettavissa toissd kayttdd todella harkiten. Viisaampaa onkin tallentaa tulok-
set, joihin aiotaan viitata myohemmin, joidenkin kuvaavien symbolien arvoik-
si. Esimerkiksi laskemansa integraalifunktiot voi tallentaa vaikkapa muuttujiin
integraalil,integraali2,integraali3,...

Riviviittausta voi kiiyttad myos relatiivisesti. Pelkka %’ viittaa edelliseen tulok-
seen, %% taas sitd edelliseen jne. Téta viittaustapaa voi kdyttad myos tallen-
nettavissa toissd, mutta edelleen viisainta on kuvaavasti nimettyjen symbolien
kiytto.

“Kielellisid” asioita

Aritmeettiset peruslaskutoimitukset

+  Yhteenlasku

- Vihennyslasku

*  Kertolasku (Kertomerkin voi usein korvata vililyonti)
/  Jakolasku

Potenssiin korotus

Sulkujen kidytto

Mathematicassa kiytetddn kolmea eri sulkutyyppid. Naistd jokaisella on oma
erityinen kiyttotarkoituksensa, eiké niiden kiyttod saa sekoittaa keskendén.

e Kaarisulut ( ) toimivat laskujirjestysti ohjaavina sulkuina aivan kuten
on totuttu lausekkeita kirjoitettaessa.

e Hakasulut [ ] toimivat komennoissa ja funktioissa. Esimerkiksi sin  las-
ketaan komennolla Sin[x].

e Aaltosuluilla { } rakennetaan listoja, vektoreita ja matriiseja.



Funktioiden ja symbolien muodosta

Mathematicassa kaikkien sisdisten funktioiden ja sovittujen symbolien nimet al-
kavat isolla kirjaimella. Lisidksi nimet on valittu mahdollisimman hyvin toimin-
toja kuvaaviksi. Nimet saattavat olla hankalia muistaa, joten Mathematican
help-jarjestelm&i kannattaa opetella kiyttdmain jo hyvissé ajoin.

Omien symbolien méérittely onnistuu sijoitusoperaattorilla (=). Huomattavaa
on, ettd kaikki arvot siilyvit laskentaytimen muistissa kunnes arvoja muutetaan
tal madrittelyt poistetaan. Omien symbolien nimissd saa kiyttdd kaikkia aak-
kosnumeerisia merkkejé, mutta nimi ei saa alkaa numerolla. Symbolien arvoiksi
voi asettaa numeroita, lausekkeita, matriiseja, yhtaloitd, kuvia, ...



