Lineaarisen yhtédléryhméin ratkaiseminen
matriisilaskennan keinoin

Tarkastellaan yhtéloryhméé, missé on n kpl tuntemattomia muuttujia x1, zo, . . ., z, ja yhteensa
m kpl yhtaloita:

a11T1 + 12T2 + - + A1 Ty = b
a21%1 + A22T2 + - -+ + A2p Ty = b
Am121 + m2ZT2 + - + AmpTy = bm

Yhtéloryhmén voi ratkaista kolmella eri matriisilaskennan menetelmaélld, jotka kisittelemme
seuraavassa:

1. Gaus-Jordanin eliminointimenetelmai.
Seuraavat operaatiot ovat sallittuja yhtéloryhmaén ratkaisemisessa (vrt. yhtéloparin ratkaiseminen)

1. Lineaarisen yhtaloryhmén kaksi yhtdloa voidaan vaihtaa kesken&an.

2. Yhtélo voidaan kertoa puolittain reaaliluvulla r # 0.

3. Lineaarisen yhtéloryhméin yhtdloon voidaan liséité toisen yhtélon moninkerta (vrt. yhtiloparin
yhteenlaskukeino).

Ajatellaan yhtéloryhmé&d matriisi muodossa:

all .. . Q1np 1 by
AX =Bts. | . . =

Am1l - - - Gmnl| |ZTn b

Ja laaditaan ns. laajennettu kerroinmatriisi

ail a2 . . . A1n bl
a21 azy . . . an|bs
Ami Am2 - - - Qunlbm

(jokanen rivi kuvaa erikseen kutakin yhtéléryhmén yht&loé)

1.1. Sovitaan edelld esitetyille operaatioille merkinndt:
1. R; «— R; vaihdetaan i:s ja j:s rivi keskendan.
2. R; — rR; kerrotaan i:s rivi luvulla r € R, r # 0.
3. Ry — R; + rR; kerrotaan j:s rivi luvulla 7 € R, r # 0 ja lisétéén riviin 4.

1.2. Idea: Gaus-Jordanin eliminointimenetelmén idea on soveltaa operaatioita 1.-3. kunnes laa-
jennetussa kerroinmatriisissa padstidn muotoon:

1 0 . . . Oca
01 . . . Oec

o0 . . . le,



Xr1 = C1
rog = C2
Josta saadaan yhtédloryhmén ratkaisut:
Ty = Cp
1.3. Esimerkkejd. Ratkaise yhtdloryhméit:
r+3y—2z=11 3r—y+8z=-—1 —3r—2y+z2=-5
a)d —x+4y+22=24 b) z4+y—62=4 c){ 18z —62=6
6x —y+ 62 =—-20 16x — 2y +22 =15 6r—y—22=0

HUOM1! Jos Gaus-Jordanin eliminointimenetelmé johtaa yht&l6on 0 = 0, lineaarisella yhtaloryhmalla
on ddrettoméin monta ratkaisua (vrt. esimerkin kohta c¢) )

HUOMZ2! Jos Gaus-Jordanin eliminointimenetelmé johtaa yhtédloén 0 = a, missd a # 0 lineaa-
risella yhtaléryhmaélla ei ole ratkaisua.

2. Lineaarisen yhtidloryhmén ratkaiseminen kiinteismatriisin avulla.
2.1. Kddnteismatriisi. Jos luku a € R, sen kdénteisluvulla % =qg !

a~!-a = 1. Vastaavasti

on ominaisuus a - a~ ! =

Olkoon A n x n nelidmatriisi. Jos on olemassa n X n matriisi B siten, etti

AB=BA=1
niin matriisi A on kéddntyva eli sdédnnoéllinen ja B on A:n k#dnteismatriisi, jota merkitdan
B=A"!

Milloin matriisi on kiantyvi? Koska determinantti det(AB) = det(A)det(B) niin
det(AA™Y) = det(A)det(A™1) = det(I) = 1, joten
det(A~1) = ﬁ(f\)’ missi det(A) # 0
voidaan osoittaa, etté

Neliématriisi A on kddntyva jos ja vain jos det(A) # 0

Kiainteismatriisin ominaisuuksia:
%(A*l)*l =A
(A7) = (47)7T)
été(AB)_1 =B 141

Kiadnteismatriisin méirittdminen:

Ensin tarkistetaan onko matriisilla A kdanteismatriisia eli onko
det(A) # 0?7 Jos on niin A~! voidaan miérittis joko

1. Mééritelméin avulla ts. ratkaista matriisin A~! alkiot yhtélostda AA= =T

2. Gaus-Jordanin menetelmélld. Merkitddn pystyviivan vasemmalle puolelle matriisi A ja oi-
kealle puolelle yksikkomatriisi I:
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a1 ai12 .. A1n 1 0 . . .0
a1 a9292 . . . agn 0 1 0
m1 Am2 . . . amnO o . . .1

ja ratkaistaa timé G-J menetelmalld siten, ettd lopputuloksessa on pystyviivan vasemmalla puolella
yksikkoématriisi ja oikealla puolella etsitty matriisi A~!:

1 0 . . .0 b11 b12 e bln
O ]. 0 bgl b22 . . . an
0 0 . . . Wm bmz - . . bun

tutustutaan naihin menetelmiin esimerkkien avulla.

2.2. Lineaarisen yhtiloryhmdn ratkaiseminen kddnteismatriisin avulla:
Jos
ail e A1n I bl

A= . ., X=].jaB=|.],

am1 . . - Omn LTn, bm

niin lineaarinen yhtéaléryhmé voidaan esittdd matriisimuodossa
AX =B
Jos A on kisintyvi eli det(A) # 0, matriisiyhtiilén ratkaisu on X = A71B, silli
AX=B& A '"AX=A"'BeIX=A"'Be&X=A"'B
3. Lineaarisen yhtdloryhmin ratkaiseminen Cramerin sddnnén avulla.
Taméa menetelmé sopii n yhtélon ja n tuntemattoman yhtéléryhmaille, jolla on yksikésitteinen

ratkaisu eli jonka kerroinmatriisin det(A) # 0.
Talloin yhtaloryhméan

a11T1 + a12T2 + -+ a1,y = by
a21T1 + a2 + -+ - + a2pTp = bo
Ap1T1 + Ap2T2 + -+ + AppTy = bn
ratkaisu on
det(AJ)
= —— 2k ) =1,2,...
TIT Ger(a) I T m

Missé matriisi A; on muuten sama kuin matriisi A, mutta sen j:nnes sarake onkin korvattu matriisilla
B .Esimerkiksi

a1l aiz ais by ain b1 a3
KunA = a21 Q22 Aa23 ja B = bz niin A2 = |a21 b2 a3
azy Gz a3 b3 azr bz ass



esimerkki. Ratkaise yhtéloryhméa
3r —y+8z2=-1
r+y—6z=4
16z — 2y + 2z =15



