Matematiikan peruskurssi (M ATY020)
Harjoitus 5 to 19.2.2009

1. Ratkaise (a) Cramerin sédénnolld (b) Gaussin ja Jordanin menetelmélld yhtélopari

3ZL‘1 + 21‘2 =5
—2x14+ 319 =1

ja tarkista tulos sijoittamalla saamasi ratkaisu yhtéloihin.

Ratkaisu. Yhtédlopari vastaa matriisiyhtdloda AX = B, missd

RS EE |
(a) Kerroinmatriisin A determinantti
A =3-3-2-(-2)=9+4=13

ei ole nolla, joten yhtédloparin voi ratkaista Cramerin sdannolla. Korvaamalla ker-
roinmatriisin 1. sarake matriisilla B saadaan matriisi

5 2
=[]
jonka determinantti on |4;| = 5-3—2-1 = 15—2 = 13. Korvaamalla kerroinmatriisin
2. sarake B:ll4 saadaan puolestaan matriisi

3 5
=[5 1]

jonka determinantti on |Ay] =3-1—5-(—2) = 3 + 10 = 13. Yhtéloparin ratkaisu
on siten

(b) Yhtéloparin laajennetusta kerroinmatriisista paadytaan esim. vaihein

{3 25] R1+R2[1 5|6

1 5|6
-2 3|1 -2 31 Ry+2R; | 0 13|13
{1 56} R1—5R2{101}
LRy | 0 11 0 1|1
=1 3-14+2-1=5 at
ratkaisuun 1 Tarkistus: + (patee)
o =1. —2-143-1=1 (pitee).

2. Ratkaise Cramerin sdannolld yhtaloryhméa

$1+2$2+3$3:9
411+5ZL’2—|—6{L‘3 :24
3$1+l‘2—21’3:4
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Ratkaisu. Olkoon A yhtéloryhmén kerroinmatriisi ja olkoon Ay se 3 X 3 -matriisi,
joka saadaan korvaamalla kerroinmatriisin k:s sarake yhtéaloryhmén oikeaa puolta
edustavalla sarakkeella [9 24 4}T (k=1,2,3). Koska

1 2 3 9 2 3
det(A) =14 5 6|=3%#0, det(A) =24 5 6 |=12,
31 =2 4 1 =2
19 3 1 2 9
det(Ay) =14 24 6 |=—6 ja det(As) =4 5 24| =09,
3 4 =2 31 4

niin Cramerin s@dnnoén nojalla yhtéloryhmén ratkaisu on

x1 =det(A;)/det(A) = 4
xo = det(Ag)/ det(A) = —2
xg = det(Asz)/det(A) = 3

. Ratkaise Gaussin ja Jordanin menetelmalld yhtaloryhma

-r + y — =z = -1
3r. + 2y — 2z = 4
2 — y — 3z = =2

Ratkaisu. Vilivaihein

3 2 —1| 4 Ro+3R, | 0 5 —4] 1
2 —1 —3|-2| Ry+2R, | 0 1 —5|—4

~Ri[1 -1 1]1 1 -1 1|1
Ry |0 1 —5|-4 0 1 -5|—4
Ry |0 5 —4|1 | R3—5R, [0 0 2121
[1 -1 1|1 7] R —-Ry[1 -1 0]0
0 1 —5|—-4| Ry+5R3|0 1 0|1
=Rs [0 0 1|1 |0 0 11
Ri+Ry[1 0 0]1]
01 0|1
00 1)1 |
r=1

saadaan ratkaisuksi ¢ y =1

z=1

4. Ratkaise Gaussin ja Jordanin menetelmalld yhtéaloryhma

- + y — 2z = -1
v + 2y — 4z = 4
2c — y + 2z = -2
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Ratkaisu. Vilivaihein

-1 1 =21 -1 1 -2 -1
3 2 —4] 4 Ro+3R; | 0 5 —10| 1
2 -1 2 |=2 Rs+2R, | 0 1 -2 |—-4

Ry [1 =1 2 1 1 =1 2|1
Ry |0 1 —2|—4 0 1 —-2|—4
R, |0 5 —=10] 1 Ry—5R, | 0 0 0 |21

paadytiadn kaavioon, jonka alin rivi esittdéd yhtdlod 0-z+40-y+0- 2z = 21. Koska
tdmé on aina epétosi, yhtdloryhmaélla ei ole ratkaisua.

. Potilaan ruoka-annokseen kuuluu 340 yksikkoé kalsiumia, 180 yksikkod rautaa ja
220 yksikkoéd A-vitamiinia. Ruokalajit I, IT ja III sisidltdvat mainittuja aineita 100
grammaa kohti seuraavasti:

Ruokalaji I I III

kalsium 120 40 &0
rauta 40 40 &0
A-vitamiini 40 120 80

Kuinka monta grammaa kutakin ruokalajia tarvitaan yhteen ruoka-annokseen?
Ratkaise tehtdva matriisilaskennan keinoin.

Ratkaisu. Jakamalla taulukon luvut 100:1la selvidé, kuinka monta yksikkoa kalsiu-
mia, rautaa ja A-vitamiinia on yhdessd grammassa kutakin ruokalajia. Jos ruoka-
annokseen siséllytetddn x; grammaa ruokalajia I, x5 grammaa ruokalajia II ja x3
grammaa ruokalajia III, niin ruoka-annos sisiltda siten

e 1221+ 0,425 + 0,8 23 yksikkod kalsiumia,

e 0,421+ 0,425 + 0,823 yksikkod rautaa ja

e 04z, + 1,229+ 0,8 3 yksikkdd A-vitamiinia

miké johtaa yhtaloryhméan

]_,2 T+ 0,4 Ty + 078 r3 = 340
0,4 xr1 + 0,4 To + 0,8 r3 = 180
047, +1225+ 0823 = 220

Muodostetaan yhtéaloryhmén laajennettu kerroinmatriisi ja sovelletaan Gaussin ja
Jordanin menetelméaa.

(12 04 083407 25k, [3 1 2]850
04 04 08180 | 25R, | 1 1 2450
| 04 1,2 08[220 | 25R; [ 1 3 2|550

Ry | 1 3 2(530 1 3 2] 550
1 1 2450 Ry—R; | 0 =2 0 [—100
Ry |3 1 2]850 Rs—3R; | 0 =8 —4|—800




1 3 2550 ] 1 3 2550 ]
50 0 50
IRy 0 2 1200 ] Ry—2R, [0 0 1]100 |

=
X

[\
e}
—_
e}
—_
=]

Ri—2Rs[1 3 0[350] R, —3Ry[1 0 01200

0 1 0] 50 0 1 050
| 0 0 1]100 | | 0 0 1]100 |
x1 = 200
Viimeinen kaavio esittdé ratkaisua { zo = 50
x3 = 100

Ruoka-annokseen tarvitaan siis 200 grammaa ruokalajia I, 50 grammaa ruokalajia
IT ja 100 grammaa ruokalajia III.

0,5 0,5

. - 0 1 o
. Tutki, onko matriisi B = [2 _1} matriisin A = [ 1 0

} kaanteismatriisi.

Ratkaisu: koska AB = [é (1)] = I, niin A ja B ovat toistensa kdénteismatriiseja.
a 1 0
. Mill& reaaliluvun a arvoilla matriisi A= [1 a 1| on kdantyva?
0 1 a

Ratkaisu. A on kédédntyvi tdsmélleen silloin, kun det(A) # 0. Koska

1 1
0 a

1 «a
0 1

a 1
1 a

= Qq -

S =
L = O

oo

1
a
1
=a(a®—1) —a=ala®—2)

niin det(A) =0 < a=0taia’> =2 < a=0taia=+2.
A on siis kddntyva tdsmaélleen silloin, kun a ei ole 0, —/2 eiki /2.

. Tutki, onko matriisilla
0O 1 1

A=|-1 0 1
1 -1 -1
kiisinteismatriisi. Jos on, méras A=, Tarkista tulos.
Ratkaisu. Koska

0 1
-1 -1

1 1 -1 0

an=0:|% L-n 3 e ]3O =ororiso

A on kddntyvi eli kidnteismatriisi A~ on olemassa. Ratkaistaan kiinteismatriisi
Gaussin ja Jordanin menetelmallé: jos kaaviosta [A|l] paédstéédn sallituilla riviope-



raatioilla kaavioon [/|B], niin B = A™!.

0 1 11]1 00 Ry 1 -1 —-1/0 0 1
-1 0 1 1]0 10 -1 0 1 1]0 10
| 1 -1 —-1]0 0 1 Rl O 1 1 1]1 00
(1 -1 —1]0 0 1 1 -1 —-1]0 0 1
Ro+R; |0 —1 0 (0 1 1 0O -1 0|0 1 1
01 1)1 00 Rs+Ry| 0O O 1 ]1 11
Ri+Ry[1 -1 0|1 1 2 Ri+Ry[1 001 0 1
—Rs 0O 1 0(0 -1 -1 01 0/0 —1 —1
|0 0 1]1 1 1 00 1j1 1 1
1 0 1
Siis A7t = [0 -1 -1
11 1
1 0 1 100
Tarkistus: olkoon B= |0 —1 —1|.Koskn AB=---= |0 1 0| =1,
11 1 0 01

niin B on A:mn k#édnteismatriisi. (Vaihtoehtoisesti riittaa tarkistaa, ettd BA = I).

. Ratkaise 3 x 3-matriisi X yhtélosta AX — BX = A, kun

1
A= 1|4
7

co Ut N
O O W

1
ja B= |4
6

Q0 =~ BN
NoR e \V)

Ratkaisu. AX — BX = (A — B)X ! ja matriisi

A-B=

_ o O
O = O

1
0
0
on kddntyva, silld det(A — B) = —1 # 0. Siten
AB-AX=A o (A-B)X=A4
& (A-B) ' (A-B)X=(A-B)'A
& IX=(A-B)'4

eli X = (A— B)'A.

Ratkaistaan kdinteismatriisi (A — B)~! Gaussin ja Jordanin menetelmilli. Lihde-
tdan kaaviosta, jonka vasemmassa lohkossa on A — B ja oikeassa lohkossa yksik-
komatriisi.

_ o O

0 1(1 0 O
1 0/]0 1 0
0 00 0 1

"Mutta: AX — BX # X(A— B) Il



Vaihtamalla 1. ja 3. rivi keskendén padstdadan kaavioon

Ry

o O =
O = O
_— o O
_— o O
O = O
o O =

Ry

Tésté el tarvitse enéé jatkaa, silla vasempaan lohkoon on saatu yksikkomatriisi ja
oikeassa lohkossa on siten (A — B)~!. Niin ollen

X=(A-B) A=

= O O
S = O
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