Matematiikan peruskurssi (M ATY020)

Harjoitus 7 to 5.3.2009

1. (a) Médrita funktion
flz)y=€e"—e®—2a+1

derivaatan f’(x) pienin mahdollinen arvo.

Ratkaisu. (a) Funktio f ja sen derivaatat ovat jatkuvia ja derivoituvia, joten
derivaatan f’ mahdolliset ddriarvot 16ytyvit toisen derivaatan f” nollakohdista.

fllz)=e"—e ™ (1) —1=e"4+e" -1
fflx)=D(e" +e*+1)=e" —¢e*

Derivaatalla f’ voi olla dariarvo siis ainoastaan kohdassa x = 0. Kaytetdan toisen
derivaatan testia mahdollisen dariarvon laadun selvittdmiseksi. Funktion f’ toinen
derivaatta on f".

f"(x)=D(f"(x))=€e"—e " -(=1) ="+ "
f"0)=e"+e =2

Koska (f')"(0) > 0, niin funktiolla f’ on kohdassa x = 0 lokaali minimi. Toisaalta
x = 0 on funktion f’ ainoa d#riarvokohta, joten lokaali minimi

f0)=e"+e?-1=1

on myo6s derivaatan globaalt minimi eli pienin arvo.

Vastaus: Derivaatan f’(x) pienin mahdollinen arvo on 1.

(b) Osoita kohdan (a) tuloksen avulla, etté funktiolla f on tdsmélleen yksi nolla-
kohta. ( Vihje: Bolzanon lause ja aito monotonisuus)

Ratkaisu. (i) Esimerkiksi arvot f(—2) =e 2 —e? — (=2) + 1~ —4,25ja f(0) =1
ovat erimerkkiset ja f on jatkuva vililla [—2,0], joten Bolzanon lauseen mukaan
f(z) = 0 ainakin yhdessé kohdassa z € [—2,0].

(ii) Kohdan (a) tuloksen nojalla f'(x) ei ole missddn lukua 1 pienempi, joten funk-
tion f derivaatta on kaikkialla positiivinen. Siten f on aidosti kasvava funktio ja
sellaisena saa kunkin arvonsa vain kerran. Erityisesti f(x) = 0 korkeintaan yhdessi
kohdassa kohdassa x.

Yhdessé kohdat (i) ja (ii) osoittavat, ettd funktiolla f on tdsmélleen yksi nollakohta.

2. Maiaaras funktion
62 + 6z + 12

/(@) 243

lokaalit ddriarvot ja niiden laatu.



Ratkaisu. Koska 22 + 3 on kaikkialla positiivinen, f on koko reaalilukuakselilla
madritelty jatkuva ja derivoituva funktio. Siten sen ainoat mahdolliset dériarvo-
kohdat ovat derivaatan nollakohdat. Osaméérin derivointisiédnnon mukaan
, (122 + 6) (2 + 3) — (62* + 6z + 12)(2)
() = RS T
1223 + 622 + 362 + 18 — 1223 — 1222 — 24
(x2 4 3)2
—6x2+12x+18_ 2 —2x —3
(22 + 3)2 - (22 + 3)2

joten
flz)=0 & 2* —2r—-3=0
244/22-4-1-(=3) 2416

o g _ 1409
v 2 2

& r=-—1tal x=3.

Selvitetdén dériarvojen laatu derivaatan merkkikaavion avulla. (Merkin méaaritté-
miseksi eri osavéleilld laske esim. f/(—10), f'(1) ja f'(10).)

1 3
@) -+ -
flo) NN
Kaavion perusteella funktiolla f on kohdassa 2 = —1 lokaali minimi f(—1) = 3 ja

kohdassa « = 3 lokaali maksimi f(3) = 7.

. Mill& vakion a arvoilla funktiolla
f(x) =az® +az® +x +1
ei ole yhtéén lokaalia dériarvoa?

Ratkaisu. Jos a = 0, niin f(z) = £+ 1 on aidosti kasvava (sen kuvaaja on nouseva
suora). Siis ainakaan tapauksessa a = 0 funktiolla f ei ole lokaaleja &ériarvoja.
Muut tapaukset:

Olkoon a # 0. Jotta polynomilla f olisi lokaali d4riarvo, sen derivaatalla
f'(z) = 3az® + 2az + 1

pitdd olla nollakoht(i)a, joissa [’ vaihtaa merkkid. Toisen asteen polynomin f’
kuvaaja on paraabeli, joten f’ saa erimerkkisié arvoja ainoastaan siiné tapauksessa,
ettd kuvaajaparaabeli leikkaa x-akselin kahdesti eli vain silloin, kun f’:lla on kaksi
reaalista nollakohtaa. Koska

—2a++/(2a)? —4-3a-1 1i\/a2—3a
2-3a -3 3a

niin derivaatalla f’ on kaksi reaalista nollakohtaa jos ja vain jos

a’> —3a=ala—3)>0.

fl()=0 & x=

Tehtavin ratkaisun muodostavat siis ne a:n arvot, joilla a(a — 3) < 0.

Katsotaan lausekkeen a(a — 3) merkki. Sen nollakohdat ovat a = 0 ja a = 3.
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(i) Kun a < 0, niin a — 3 < 0. Talléin a(a — 3) > 0.
(ii) Kun 0 < a < 3, niin ¢ — 3 < 0. Télloin a(a — 3) < 0.
(iii) Kun a > 3, niin @ — 3 > 0. Talléin a(a — 3) > 0.

Vastaus: arvoilla a € [0, 3].

. Midris funktion f(z) = 2% —32%+3x+1 kuvaajan kidinnepiste (eli kohta, jossa ku-
vaajan kuperuus muuttaa suuntaa). Miksi kolmannen asteen polynomin kuvaajalla
on aina tdsmélleen yksi kddnnepiste?

Ratkaisu. Kuvaajan piste (zq, f(zo)) on kddnnepiste tdsmiélleen silloin, kun f”
vaihtaa merkkia ohitettaessa kohta xg reaaliakselilla. Koska

fl(z) =32 =62 +3=3(2> -2z +1)

niin f’(z) = 3(20 — 2) = 6(x — 1) jasiten f’(z) <0, f"(x) =0 tai f’(z) > 0 sen
mukaan, onko z < 1, z = 1 vai > 1. Kuvaajan (ainoa) ké&nnepiste on siis piste

(1L, f(1)=(1,1*=3-12+3-1+1) = (1,2).

Yleisesti kolmannen asteen polynomin
P(z) = az® + b2 +cx +d (a, b, c,d vakioita ja a # 0)
toisella derivaatalla
P"(z) = D(3ax® + 2bx + ¢) = 6ax + 2b

on tasan yksi nollakohta zy = —3%. Lisdksi P” vaihtaa merkkid tdssid kohdassa,
joten (zg, P(xg)) on P kuvaajan kddnnepiste ja ainoa sellainen.

. Missé kohdassa z funktio f(z) = e *"/? kasvaa nopeimmin? (Ratkaise siis derivaa-
tan maksimikohta.) Hahmottele funktion f kuvaajaa.

Ratkaisu. Funktio f on kahdesti derivoituva. Derivaatan f’ lokaalit dariarvot 16y-
tyvét siten toisen derivaatan f” nollakohdista. (Huomaa, ettd derivaatan dériarvo-
kohdat ovat funktion kd&dnnekohtia. Geometrisessa mielessd haetaan siis kuvaajan
kohtaa, jossa tangentti nousee jyrkimmin, ja téllaisessa kohdassa kuvaajakdyréin
kuperuussuunta vaihtuu.)

F'(x) = D(e™/%) = 2. D(~4a?)
= —ze ¥
fz)=—=1-e? —z.D(Ee™/?) = (-1 —a(—x)) e */?
= (272 — 1) e~ v"/2
') =0 & 2>~ 1l=(z+1)(x—1)=0
S r=—-1taix=1.

Merkkikaaviosta



-1 1

@) + -1+

fl@)y 7N/
néhdédén, ettd f’(z) on suurimmillaan kohdassa z = —1, kun x < 1. Toisaalta
f'(x) = —xe**/2 on negatiivinen, kun = > 1, joten f'(—1) = e /2 on suurin

derivaatan saama arvo koko reaaliakselilla. Funktio kasvaa siis nopeimmin kohdassa
r = —1. Kuva:

fs=exp(-"22)
yrlaminin nouseva tangentt

kaannekohta x = -1
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. Etéisyys paikasta A paikkoihin B ja C' on kumpaankin 13 km. Paikkojen B ja
C vilimatka on 10 km. Paikat halutaan yhdistda toisiinsa paikasta P alkavilla
suorilla tietoliikennekaapeleilla PA, PB ja PC' siten, ettéd kaapelit PB ja PC ovat
samanpituiset. Maarita tarvittavien kaapelien pienin mahdollinen yhteispituus.

(Vihje: jos paikoille B ja C' valitaan oheisen kuvan mukaisesti paikkakoordinaatit
(0,£5), niin A ja P sijaitsevat x-akselilla. Pisteet (z1,y1) ja (2,y2) yhdistévén
janan pituus on \/(z2 — 21)2 + (y2 — y1)2.)

v (km)

3

(0,5)

3
L

Ratkaisu. Valitussa koordinaatistossa origo O sijaitsee paikat B ja C' yhdistdvén
janan keskipisteessi. Paikka P tulee sijoittaa paikat O ja A yhdistéville janalle.
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Olkoon paikan P etdisyys origosta x km ja paikan A etiisyys origosta a km. So-
veltamalla Pythagoraan lausetta suorakulmaiseen kolmioon OAB saadaan

a®+5° =13
a’> =132 —-5%2 =144
144 = 12

Etéisyys paikasta P paikkaan A on siten 12 — z km. Haetaan nyt kaapelien yhteis-
pituuden (kilometreissé) ilmoittavan funktion

f(z) = |PA| + |PB| +|PC| = 12 — 2 + 2V/22 + 52
pienin arvo, kun 0 < x < 12. Funktio f on derivoituva ja

2z

")=—-1+2- 222+ 1. D?+5)) = -1+ ——— .

Kun x > 0, niin

fix) =0

RN
5
|
8
&

Kohta z = % on derivaatan ainoa nollakohta suljetulla vélilld [0, 12]. Siten f saa
tarkasteluvililla pienimmén arvonsa joko tésséd kohdassa tai vélin péadtepisteessa.
Arvot f(0) =12+ 2-5=22ja f(12) = 0+ 2- 13 = 26 vilin padtepisteissi ovat
suurempia kuin
f(\%)—12——+2\/52/3+52—12——+2 5 +1

_ V4 _

—1245 (- +24) = 1245 _12+5\/§

~ 20,7

S

joten kaapeleita tarvitaan yhteensd vahintaan f (\%) kilometrié eli n. 20,7 km.

. Elintarvikeliike ostaa tuottajalta purkitettua lihasiilyketté hintaan 2,00 euroa/kpl.
Liike myy séilykettd normaalisti hintaan 3,50 euroa/kpl. Talld hinnalla tuotteen
menekki on 75 kpl kuukaudessa. Liikkeessé suunnitellaan séilykkeen hinnan alen-
tamista sen menekin kasvattamiseksi. Arvioidaan, etté jokaista 10 sentin alennusta
kohti tuotteen menekki kasvaa 10 kpl kuukaudessa. Mihin hintaan séilyke pitéisi
myyd&, jotta liike saisi mahdollisimman suuren myyntivoiton? Anna vastaus 10
sentin tarkkuudella.

Ratkaisu. Jos sdilykepurkin hintaa alennetaan x euroa, niin yhden purkin myyn-
nistd saadaan voittoa 3,50 — x — 2,00 = 1,5 — x euroa. Menekki kasvaa yhden eu-
ron hinnanalennusta kohti 100 kpl/kk, joten z:n euron hinnanalennuksen jélkeen
tuotteen menekki on 75+ 100z kpl/kk ja myyntivoitto vastaavasti

(1,5 — ) - (75 + 100x) = 112,5 + 75z — 100z>

b}



euroa/kk. Alennus ei voi olla negatiivinen ja toisaalta tuotetta ei kannata myyda
tappiolla, joten 0 < x < 1,5. Koska voiton hinnanalennuksen funktiona ilmoittava
kuvaus

f(z) = 112,5 + 75z — 1002

on jatkuva ja derivoituva suljetulla vililla [0, 1,5], niin se on suurimmillaan t&lla
vililla joko valilld sijaitsevassa derivaatan nollakohdassa tai vélin péadtepisteessa.

75
fx)=75-2000 =0 & o= =0375

ja 0 < 0,375 < 1,5, joten f(x) on tarkasteluvalilld on suurimmillaan joko kohdassa
x = 0, kohdassa x = 0,375 tai kohdassa x = 1,5.

0 | 0375 |15

| @ |
Fla) | 12,5 | 1265625 | 0
(suurin)

Myyntivoiton maksimoiva alennus on siis 0,375€, mikéd on halutulle tarkkuudelle
pyoristettyné 40 senttia.

Vastaus: séilykkeet kannattaa myyda kappalehinnalla 3,50€ — 0,40€ = 3,10€.



