Matematiikan peruskurssi (M ATY020)

Harjoitus 8 to 12.3.2009

1. Méérita /\/5(3—1—533)(&9:, r>0.
Ratkaisu.

/\/5(3 + 5z) dx = /(3931/2 +52°/?) da

:3~§x3/2+5-§x5/2+0
=232 4 252 4 C
=2x(1+x)Vo +C

2. Maaraa funktion (22° ¢

2z -1
f(m) - T
se integraalifunktio, jonka kuvaaja kulkee pisteen (1,0) kautta.

Ratkaisu. Kun funktion f lausekkeesta puretaan sulut, niin saadaan summa, jonka
jokainen termi on muotoa kx® (k ja a vakioita). Néihin soveltuu integroimissédanto

1 .a+1
/Qjadl’: a_Hx++C (a#—l)
In|z|+ C (a=-1)
Pid& mielessd binomikaava (a + b)? = a® 4 2ab + b%. Sité soveltaen

oy = B

=42° — 4o + 27"

= ((22%)* =2 (22%) - 1+ 1*) 27!

joten haetun integraalifunktion F' lauseke on muotoa

F(z) :/f(x)dx:4-ix4—4-%x2+ln\xl +C
=2t =22 +In|z|+C.
Vakio C' méaaridytyy ehdosta F(1) = 0. Jotta

0=F1)=1"-2-1*+In1+C=1-2+0+C
=C—1

on oltava C' = 1. Kysytty integraalifunktio on siis

F(z)=2"-22+Injz| +1 (z#0).

3. Ratkaise |
il de, x>0

NZ3

osittaisintegrointia soveltaen (valitse u =Inz, v' = 1//x).



Ratkaisu. Sovelletaan osittaisintegrointikaavaa [ uv’dx = uv — [ w'v dx valinnoin

{u:lrm u’zizx’l

—-1/2

v ==z v =2x?

|
/ﬂd:v—/lnx-x_lmdx

zln:p-2x1/2—/x_1-2m1/2dx

= 2x1/2lna:—2/33_1/2dx

=222y —2.222 4 C
=2yz(lnz —2)+C

/ 2% e” dx
(osittaisintegroi kahdesti).

Ratkaisu.
/ v e” dx:xz-ezd:c—/Qx-e“d:c
\,./\7./ — —_—

UV u’ v

=2 — 2. z e’ dx
N~

4. Ma&arita

f g’
= g2 e —Q(x-ex—/l-ewdx)
S~~~ S~~~
fg g

=27’ —2(xe” — )+ C
= (" —2z+2)e" +C

Tarkistus: D(z% — 2z +2) e* = (22 — 2) e + (22 — 2z 4+ 2) ¢® = 22 e* ©

5. Madraa sijoitusta 2z + 5 = ¢ kéyttéden integraali / x> —% .

V2r + 5

Ratkaisu. Muuttujien = ja t suhde:
20+5=t
20 =1t—95
=(t—15)/2
x t—5

V2 +5 T 22

"Differentiaalien” dx ja dt suhde:

joten

20 +5 =t [derivoidaan alkup. muuttujan = suhteen)]
dt

2= e [kerrotaan puolittain differentiaalilla dz]
x
2dx = dt



Nain ollen

3
2d
/ V2 +5 2/\/2x+5 !
3
25/%1/2 /(W2 12 dt

i/tl/2 dt — /t—1/2 dt

_% 2t3/2 t1/2—|—C’ %(t3/2—15t1/2)+0
:%(t—15)\/_+0
(22 45)—15)V22+5+C

x—5V2xr+5+C.

—~

6. Laske mééaratty integraali

1
2
/ a dr .
_11+Jf2

Ratkaisu. Integroitava funktio on muotoa ]},(( )), missi f(z) = 1+ 2% Yleisesti

F@) 40 = f(2)] + C

joten

1
2x
/ 1+x2dx—/ln|1+x2|—1n(1+( 1?) —In(1+12) = 0.

7. Laske méaarétty integraali

3 2
1
/ (Inz) I
1 x
sijoitusta Inz =t kéyttéen.
Ratkaisu. Kun ¢ = Inz, niin 2 = 27!, joten muuttujanvaihdossa lauseke 2" da
korvataan dt:llA.
Ratkaisutapa 1: Sijoitus Inz = ¢ madrddméttomédn integraaliin [ = ( * dr antaa
Inz)? t3
/(na:) dx:/(lnx)2~x1dx:/t2dt: —+C
x 3
1 3
— (n;) +C

joten

/3 (Inz)? dp — /3 (Inz)®> (In3)* 07 (ln3)3.

T 13_333



Ratkaisutapa 2: kdytetédén sijoitusta In x = ¢ suoraan madrattyyn integraaliin. Nyt
pitdd muistaa vaihtaa integroimisrajatkin vastaamaan uutta muuttujaa.

3 1 2 3
/ (Inz) d:v:/ (Inz)*- -z ' dx [sij. t = Inz, dt = 2 da]
1 z 1
In3 n3 3
:/ 2 dt = v
In1 0 3
1 3
:%z@,éﬂﬁ.

8. Laske mééaratty integraali
1

x
—dx
o €°
osittaisintegrointia soveltaen (muokkaa integroitava lauseke tuloksi, jonka toinen
tekija on e™%).

Ratkaisu. Soveltamalla mé&rétyn integraalin osittaisintegrointikaavaa

b b b
/ w' dx = /uv —/ w'vdx
a a a

valinnoin

saadaan



