Matematiikan peruskurssi (M ATY020)

Harjoitus 9 to 19.3.2008

1. Ma&éaraa sen alueen pinta-ala, jonka rajaa ylhaalta kidyra y = xv/4 — 22 ja alhaalta

z-akseli. Piirra kuva.

(Vihje: sijoitus t = 4 — x2.)

Ratkaisu. Haetaan z-akselin ja kiyrin y = xv/4 — 22 leikkauskohdat:

V4 — 12 =0

=0 tai 4—22=0
r=0 tal x = +2.

Lauseke xv/4 — 22 on negatiivinen, kun —2 < z < 0 ja positiivinen, kun 0 < z < 2.

Tutkittavan alueen pinta-ala on siten

2
A:/ V4 — x2dx .
0

fix)=x*sqri{4-x"2)
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Integrointiin voi kidyttda annettua vihjettd tai havaintoa, etté

WI= T = —L (@) ()

missi f(z) =4 — 2% (ja f'(z) = —27). Koska

[erar =300 = [ @ =i o
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ja siten

2 1 2
A:/ x\/4—x2dx:—g/(4—x2)\/4—x2
0
0

:_§(<4_22>m_<4_02>m)
1 8
=—30-4-2)= 2.

2. Paraabeli y = 42 — 22 ja z-akseli rajaavat alueen, jonka suora y = z jakaa kahteen
osaan. Osoita laskemalla, ettd néiden osien pinta-alojen suhde on 27 : 37. Piirréd
kuva.

Ratkaisu. 4z — 22 = z(4 —2) = 0 & z = 0 tai x = 4. Paraabeli y = 4z — 2?
on z-akselin yldpuolella, kun (ja vain silloin kun) 0 < z < 4, joten z-akselin ja
paraabelin rajoittaman alueen pinta-ala on

64 64

4
_ 2 2 1,3y _q9 0% b2
A—/0(4x %) dx /(2x s17) = 32 3 .

Mééritiadn seuraavaksi ne z:n arvot vililtd [0,4], joilla paraabeli y = 4x — 2% on
suoran y = x yldpuolella. Kun x > 0, niin

jr—2*>1r & 2(3-2)>0 & 0< <3

Siten suora y = x jakaa paraabelin ja x-akselin rajoittaman alueen kahteen osaan,
joista ylemmén pinta-ala on

3 3 3 27
/0 ((4x—x2)—$)d:v:/0 (3x—x2)da::/(%x2—§x3) =(3—3)-27T= 5
0
27 37
Alemman osan pinta-alan on oltava A — 5 =6 joten osien pinta-alojen suhde
on 27 : 37 (ylempi osa pienempi).
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3. Miaritellaén funktio f: A — R kaavalla

flz,y)=In(z —y—1).

Funktion méérittelyjoukko A on laajin mahdollinen tason R? osajoukko, jossa funk-
tion lauseke on mééritelty. Madras joukko A (piirrd kuva) seké laske funktion arvot
f(=3,-5), f(2e,e — 1) ja f(4e® +5,3¢e> + 4).

Ratkaisu. Luonnollinen logaritmi on mééritelty positiivisille luvuille. Tadmén pe-
rusteella funktion f méérittelyjoukon A muodostavat ne pisteparit (z,y), joissa
x—y—1>0eli y <z—1; joukko-opillisin merkinnoin

A=M;={(r,y) €R |y<a—1},
Geometrisessa mielessi, A on suoran y = x — 1 alle jddvi avoin puolitaso.!

Y
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F(=3,-5) =In(-3— (=5) — 1) =In1 =0
f(2e,e—1)=In(2e—(e—1)—1)=Ilne=1
f(4e® +5,3¢* +4) =In(4e® +5—3¢* —4 — 1) = In(e?) = 3.

1

Kysytyt arvot:

Tehtdvien 4—6 ratkaisut puuttuvat; ne ewdt ole tenttiin valmistautumisen kannalta oleellisia.

4. Hahmottele seuraavien funktioiden tasa-arvokdyria (vahintddn 3 tasa-arvokayrid
kullekin funktiolle):

(a) flz,y)=32"  (b) glz,y)=x+y (o) hlz,y) =ay

'Puolitason avoimuus merkitsee téssi siti, ettd reunasuora y = = — 1 ei sisilly kyseiseen puolitasoon
(mistéd syysti tdmé suora on piirretty joukkoa A havainnollistavaan kuvaan katkoviivoin).
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5. Piirrd zy-tasoon funktion
y+z
flzy) =

y—x

tasa-arvokdyriat f(x,y) = ¢ vakion ¢ arvoilla —1, 0, 1 ja 2.

6. Piirrd xy-tasoon funktion
fla,y) =a® +y
tasa-arvokdyrat f(x,y) = ¢ vakion c¢ arvoilla —1, 0, 1 ja 2.

7. Méaarad ensimmaéisen kertaluvun osittaisderivaatat f,(x,y) ja fy(x,y), kun

(@) floy) =da* + 4%y =y (b) fla,y) ==tV

Ratkaisu. (a) fu(z,y) = 1607 + 8zy®, fy(x,y) = 120%y* — 1
(b) i, 3) = 265590, f,(a,y) = 3245,

8. Maaraa ensimmaisen kertaluvun osittaisderivaatat seuraaville funktioille:

(a) f(z,y) =25 —a%—y2 b) glz,y) = —2

r—y

Ratkaisu. (a) Dv/z = ﬁ ja {gi : iz : zz;z i :;; joten
ol ) = e .
Flevy) = 5= ) =
(b) Koska (v —y), =1, (r—y),=—1 ja Dz~ '= ;—;, niin
le) =y (=) e =y o =9 = s
s

(osittaisderivaatan g, madrdédmiseen kéytettiin osamédrian derivointisdantoa muut-
tujan y suhteen).

9. Méaraa funktion Y
fz,y) =2y’ =~
z-akselin ja y-akselin suuntaiset kasvunopeudet kohdassa (x,y) = (2, —1)

Ratkaisu. f,(z,y) = > + % ja fy(z,y) = 22y — %, kun z # 0, joten x-akselin
suuntainen kasvunopeus pisteessa (2, —1) on

—1
f2(2,-1) = (=1)" + 52 = 3
ja y-akselin suuntainen kasvunopeus pisteessi (2, —1) on
1
fi2 1) =202+ (-1) = 5 = —4b.



