Adriarvon laatu

Jatkuvasti derivoituvan funktion f lokaali &4riarvokohta (xg, yo) on aina kriittinen piste
(ts. folz,y) = fy(x,y) =0, kun = = x¢ ja y = yp), mutta kriittinen piste ei ole aina
adriarvokohta. Esimerkiksi origo (0,0) on funktion

fla,y) =a"—y*

kriittinen piste, silld f,(z,y) = 2z = 0 ja f,(z,y) = —2y = 0, kun = y = 0. Arvo
f(0,0) = 0 ei kuitenkaan ole tdmén funktion suurin eikd pienin arvo yhdessikdén
origon ympéristossa, silla

f(0,t) = =12 < 0 < t* = f(t,0) kaikilla ¢ # 0.

Kriittinen piste (0,0) ei siis téssé tapauksessa ole lokaali dériarvokohta. Esimerkkin
kiytetyn funktion f(z,y) = x?—y? kuvaaja muistuttaa origon lihelli satulaa. Kriittisti
pistetté, joka ei ole lokaali dariarvokohta, kutsutaankin satulapisteeksi.

Kahden muuttujan funktion kriittisen pisteen laatua voi tutkia toisen kertaluvun
osittaisderivaattojen avulla.

9.6.2 Lause. Olkoon (zg,yo) jatkuvasti derivoituvan funktion f kriittinen piste, ts.

fx(lTanO) = fy(ifo,yo) =0.

Oletetaan liséksi, ettd funktiolla f on téssd kohdassa jatkuvat toisen kertaluvun osit-
taisderivaatat. Merkitdan

_ fxm<$07y0> fxy(anyO)
Diwo, o) = fye (o, 90)  fuy (0, o)

= faa(0,Y0) - fyy (20, %0) — f$y<x07y0>2
(muista sekaderivaattojen yhtédsuuruus). Talloin

(i) jos D(xo,yo) > 0 ja frz(xo,y0) < 0, niin f(z,yo) on lokaali maksimi.

(ii) jos D(zg,yo) > 0 ja frz(xo,yo) > 0, niin f(zo,yo) on lokaali minimi.

(iii) jos D(zo,y0) < 0, niin (g, yo) on satulapiste.

Jos D(zg,yo) = 0, kriittisen pisteen (xg, yo) laadun selvittdminen vaatii lisdtarkasteluja.

(Tuloksen perustelu sivuutetaan. Lause 9.6.2 yleistédd aiemmin esitetyn yhden muuttu-
jan funktion derivaatan nollakohdissa kdytettavén toisen derivaatan testin.)

Tilanteessa D(xo,yo) = 0 kriittinen piste (zg,y0) voi olla mitd laatua tahansa. Tarkastellaan
yksinkertaisina esimerkkeini funktioita f(z,y) = 23 +v3, g(x,y) = 2* +y* ja h(z,y) = —2* —y*. On
helppo laskea, ettd niistd jokaiselle (x0,y0) = (0,0) on kriittinen piste, jossa D(zg, yo) = 0. Funktiolle
f origo on satulapiste, koska f(0,0) = 0 ei ole f:n lokaali dériarvo edes z-akselilla. Funktio g puolestaan
saavuttaa origossa jopa globaalin miniminsé ¢g(0,0) = 0 ja vastaavasti £(0,0) = 0 on funktion h lokaali
ja globaali maksimi. Téssd globaali minimi (vast. maksimi) tarkoittaa funktion arvojoukon pieninti
(vast. suurinta) lukua.



9.6.3 Esimerkki. Maaraa funktion
f(z,y) = %y + v’z — 3ay
lokaalit dariarvot.

Ratkaisu. Koska f on jatkuvasti derivoituva koko tasossa, sen ainoat mahdolliset
adriarvokohdat ovat sen kriittiset pisteet. Funktion f osittaisderivaatat ovat

felw,y) =22y + 4> =3y =y 2r +y - 3),
fy(x,y) :x2—|—2yl’—3x:x(q;+2y_3)_
Kriittisissé pisteissd (z,y) on voimassa f,(z,y) = f,(x,y) = 0. Nyt
folz,y) =0 & y=0 tai 20 +y =3
fy(a?,y) =0& x=0tai z+2y=3

joten yhtdlot f,(xz,y) = 0 ja f,(z,y) = 0 ovat samanaikaisesti voimassa seuraavassa
neljassa tapauksessa:

@) 97 . (b) O R S (d) B
z=0 T+ 2y=3 x =0 r+2y=3
Yhtaloparin (d) ratkaisu x = y = 1 16ydetdén vaikkapa Gaussin ja Jordanin menetel-
mélla. Kriittisiksi pisteiksi saadaan

(a) Po=1(0,0) (b) P, =(3,0) (c) =(0,3) (d) Ps=(1,1).

Tutkitaan vield naiden laatu. Toisen kertaluvun osittaisderivaatat ovat

)
Jee(2,y) = 5

5y 2oy + y? — 3y) =2y,

0 .
foy(z,y) = 8—y(2xy +y°—3y)=20+2y—3 ja

0
fyy(z,y) = 8—y($2 +2yr — 3x) =2z,

joten

(a) D(0,0) = fzz(0,0) - f(0,0) = f2y (0, 0)
(b) D(3,0) = f2a(3,0) - fyy(3,0) = fy(3,0)> =0-6 - 3> = -9 <0,
(¢) D(0,3) = fuu(0,3) - f,,(0,3) — fy(0,3)> =6-0—32 = -9 < 0.
Pisteet Py, P, ja Py ovat siis satulapisteita.
(d) D(1,1) = fuu(1,1) - fr(1,1) — [y (1, 1) =2-2—-12=3>0
ja faa(1,1) =2 >0,

=0-0—(=3)2=-9<0,

joten P3 = (1,1) on lokaali minimipiste ja
f,n)=1*-1+1*-1-3-1-1= -1
on funktion f lokaali minimi.

Vastaus: Funktion f ainoa &ériarvo on lokaali minimi f(1,1) = —1.
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9.6.4 Esimerkki. Liike myy kahta kilpailevaa viinilaatua. Kalifornialainen viini mak-
saa kauppiaalle 6 euroa/pullo ja ranskalainen 8 euroa/pullo. Kauppias arvioi, etta jos
kalifornialaisen viinipullon hinta on x euroa ja ranskalaisen y euroa, niin kalifornialai-
sen viinin menekki on 70 — 25x 4 20y pulloa péivissd ja ranskalaisen viinin menekki
80+ 30z — 35y pulloa/péivi. Kuinka kauppiaan olisi hinnoiteltava eri viinilaadut, jotta
hén saisi mahdollisimman suuren voiton?

Ratkaisu. Viinien myynnistd saadun voiton (euroa/péivi) ilmoittaa funktio

f(z,y) = (x — 6) (70 — 252 + 20y) + (y — 8) (80 + 30z — 35y)
=5 ((z —6)(14 — bz + 4y) + (y — 8)(16 + 62 — Ty))
=5 (=bz? + 102y — 4o — Ty* + 48y — 212)

Tamén funktion ainoat mahdolliset dériarvokohdat ovat kriittiset pisteet. Koska

fo(z,y) =5 (=102 + 10y — 4) = 10 - (=bz + by — 2)
fy(x,y) = 5- (10 — 14y +48) = 10 - (bx — Ty + 24),

kriittisen pisteen (x,y) koordinaatit maaraytyvit yhtéaloparista

—br+>5y—2=0
dx —Ty+24=0.

Laskemalla yhtéaloparin yhtéalot puolittain yhteen saadaan —2y + 22 = 0, joten yhté-
loparin ratkaisussa y = 11. Kun sijoitetaan tulos yhtaloparin ensimmaéiseen yhtaloon,
saadaan

—bxr+55—-2=0
eli z = 2 = 102. Ainoa kriittinen piste on siten (102,11). Selvitetéén vield diriarvon
laatu toisen kertaluvun osittaisderivaattojen avulla. Télle funktiolle
fue(2,y) = =50
fyy(@,y) = =70
fay(x,y) = 50

kaikilla (x,y), joten

-50 50

— _ o — _ 2: —_ —
50 70| = 50 - (=70) — 50° = 3500 — 2500 = 1000.

D(102,11) = ‘

Koska D(102,11) > 0 ja f,,(102,11) < 0, funktiolla f on kohdassa (102,11) lokaali
maksimi.

Vastaus: Kauppiaan saama voitto on suurin, kun kalifornialaisen viinin hinta on 10,60
euroa/pullo ja ranskalaisen viinin hinta on 11 euroa/pullo.

Huom. Esimerkin 9.6.4 kaltaisissa soveltavissa tehtavissd on lupa olettaa, ettd opti-
moitavan funktion lokaali #ériarvo (tai d4riarvokohta) on haettu ratkaisu, jos &ériar-
vokohtia on vain yksi ja se on oikeaa tyyppia. (Voidaan ajatella, ettd alunperinkin rat-
kaisua haettiin vain lokaalin &d&riarvokohdan jossakin sopivan pienessd ympéristossa,

3



vaikka tatd ympéristod ei etukéteen spesifioitu. Joka tapauksessa aina saa olettaa, etta
tehtédva on mielekkédsti asetettu. Esim. jos pyydetddn maksimoimaan, niin maksimin
olemassaoloa ei tarvitse kyseenalaistaa).

On kuitenkin mahdollista, ettd kahden muuttujan funktiolla on yksikésitteinen lo-
kaali maksimi (tai minimi) muttei varsinaista suurinta (tai pienintd) arvoa. Esimerkiksi
funktion

f(x,y) = 2%y + y*x — 3ay

ainoa lokaali ddriarvo on lokaali minimi f(1,1) = —1 (osoitettiin esimerkissé 9.6.3),
mutta se saa pienempidkin arvoja, kuten f(—1,—1) = —5.

Seuraava tulos riittdd takaamaan, ettd esimerkissd 9.6.4 16ydetty lokaali maksimi on
myos globaali maksimi, silld tehtdvian funktiolle f(z, y) on voimassa D(z,y) = 1000 > 0
kaikissa pisteissa (x,y).

9.6.5 Lause. Olkoon funktiolla f: R*> — R jatkuvat ensimmaéisen ja toisen kertalu-
vun osittaisderivaatat ja olkoon (xg, %) funktion f kriittinen piste. Jos D(z,y) > 0
jokaisessa tason pisteessd (x,y), niin f(zo,yo) on funktion f suurin tai pienin arvo.
Liséksi (zo,yo) on funktion f ainoa dériarvokohta.

9.7. Sidotut Aariarvot

Monissa kdytdnnon optimointitehtavisséd kahden muuttujan funktion muuttujia sitoo
jokin ehto. Esimerkiksi toimittaja, jonka on pysyttavéa kiintedssa 60 000 euron budjetis-
sa, joutuu miettiméan, kuinka jakaa varat uuden kirjan kehittdmisen ja mainonnan kes-
ken kirjan myynnin maksimoimiseksi. Jos f(z,y) on kirjan myyntivolyymia ennustava
funktio siten, ettd x on kirjan kehitykseen kaytettavéit varat ja y mainontaan kulutet-
tava summa (ja rahayksikoksi on kiinnitetty euro), niin tehtdvéné on etsid funktion f
suurin arvo, kun muuttujia x ja y sitoo ehto z +y = 60 000. Téllaista ddriarvotehtavaa
kutsutaan sidotuksi ddriarvotehtiviksi.

Sijoitusmenetelméi

Sidotun dariarvotehtavan voi joskus muuntaa yhden muuttujan déariarvotehtaviksi. Ol-
koon ¢(z,y) = 0 muuttujia = ja y sitova yhtils. Jos yhtilé voidaan ratkaista jomman
kumman muuttujan suhteen (eli se saadaan muotoon y = y(z) tai z = z(y)), niin
sijoittamalla tdmé& ratkaistu muoto ko. muuttujan paikalle minimoitavaan tai mak-
simoitavaan funktioon f(z,y) saadaan yhden muuttujan funktio x — f(x,y(z)) tai
y— f(z(y),y) ja tehtdvi palautuu tavalliseksi yhden muuttujan dariarvo-ongelmaksi.
[Edelld pohditussa esimerkkitilanteessa voidaan hakea maksimia funktiolle u(z) =
f(z,60000 — z) tai funktiolle v(y) = (60000 — y,y).]

9.7.1 Esimerkki. Tehtaasssa ryhdytéddan valmistamaan suorakulmaisen sarmién muo-
toisia kannettomia astioita, joiden tilavuus on 0,50 dm?®. Astian neliGnmuotoisen poh-
jan materiaali maksaa 0,10 eur/dm?. Sivutahkojen materiaalin hinta on 0,05 eur/dm?.
Laske, mitka ovat astian mitat, kun sen materiaalikustannukset ovat mahdollisimman
pienet.



Ratkaisu. Merkitdin pohjan leveytta x:114 ja astian korkeutta y:1l1a (ks. kuva). Astian
pohjan pinta-ala on 2 ja neljin sivutahkon yhteispinta-ala 4ry. Astian materiaalikus-
tannukset ovat siten

K(z,y) =0,1-2240,05-4zy = 0,1- 22 + 0,2 - xy

euroa, kun pituudet z ja y annetaan desimetreina.
Tilavuusehto méaraa muuttujille x ja y riippuvuussuhteen

V =2%y=0,50.
Ehto saadaan muotoon y = %x_Q, joten ongelma redusoituu yhden muuttujan funktion

h(z) = K(z, %$_2) =0,1- x>+ 02 x- %x—Q =0,1- (x2 4 x_1)7 >0

minimikohdan zy hakemiseen.
Minimoitava funktio h: |0,00[ — R on derivoituva, joten se voi saada pienimmén
arvonsa ainoastaan derivaatan nollakohdassa. Koska
223 — 1
/ o -2 _
h($)—0,21’-0,1[[’ _W’
niin A'(r) =0 < 22° =1 & 2= {/0,5. Liséiksi /' on derivoituva ja
R'(z) =02-01-(—227°) =02 (1+27%) >0

kun = > 0. Erityisesti h”(/0,5) > 0, joten funktiolla h on derivaattansa nollakohdassa
xo = /0,5 lokaali minimi. Toisaalta zy on funktion h ainoa dériarvokohta, joten h saa
pienimmsén arvonsa kohdassa z ~ 0,79.} Vastaava y:n arvo on

Yo =35"=0,5-(3/0,5)7=05"% = /0,5 = 1.

Vastaus: Materiaalikustannukset ovat mahdollisimman pienet, kun astia on (kanneton)
kuutio, jonka sivu on n. 7,9 cm (= 0,79 dm).

'Muista: jos jatkuvalla yhden muuttujan funktiolla on vain yksi lokaali #iriarvo (esim. silld on
tasan yksi lokaali minimi eikéd yhtddn lokaalia maksimia), niin tdmé lokaali ##iriarvo on itse asiassa
globaali dariarvo. Kahden muuttujan funktioilla ei ole vastaavaa ominaisuutta.



Lagrangen menetelméi

Sijoituskeino (eli toisen muuttujan eliminointi) sopii yksinkertaisiin tapauksiin, jois-
sa rajoite eli side-ehto g(x,y) = 0 on ratkaistavissa eksplisiittisesti toisen muuttujan
suhteen. Seuraavaksi esiteltava Lagrangen menetelmd soveltuu kaikkien sidottujen &é-
riarvotehtavien ratkaisuun.

Olkoot f(z,y) ja g(x,y) jatkuvasti derivoituvia. Kun funktiolle f etsitddn suurinta
tai pienintd arvoa side-ehdon g(x,y) = 0 rajoittamassa f:n méérittelyjoukon osassa,
niin kolmen muuttujan funktiota

F(x,y,\) = f(z,y) + A g(z,9)

kutsutaan sidotun dériarvotehtédvian Lagrangen funktioksi. (Kreikkalainen kirjain A
luetaan "lambda”.) Lagrangen menetelmé perustuu seuraavaan havaintoon:

9.7.2 Lause. Olkoon (zg,yy) on sidotun #ériarvotehtdvén ratkaisukohta olematta
kuitenkaan side-ehtofunktion g kriittinen piste. T4ll6in on olemassa vakio \g (pisteeseen
(x0,yo) liittyva Lagrangen kerroin) siten, etta

Fy(r,y,A) =0
(1) Fy(z,y,A) =0
F/\(.T,y,)\) =0

kun z = xg, y = yo ja A = Ap.

Yhtaloryhmén (1) toteuttavia lukukolmikoita (z,y, \) kutsutaan Lagrangen funk-
tion kriittisiksi pisteiksi.

Mahdolliset sidotut ddriarvokohdat saadaan siis selville ratkaisemalla
Lagrangen funktion kriittiset pisteet sekd ne side-ehtofunktion g kriittiset
pisteet, jotka toteuttavat side-ehdon. (Jos side-ehtoyhtilo on asetettu jarkevisti,
niin mainitunlaisia ¢g:n kriittisid pisteita ei yleensé ole.)

Huomioita. 1) F\(z,y,\) = g(z,y), joten yhtaloryhmén (1) viimeinen yhtélo yksin-
kertaisesti antaa side-ehdon g(z,y) = 0.

2) Kun side-ehto on voimassa, niin

3) Koska Lagrangen kertoimen \ arvolla ei ole merkitysté, yhtdloryhmén (1) ratkaisus-
sa ensimmaéiseksi vaiheeksi kannattaa yleensd valita A\:n eliminointi.

Lagrangen menetelméad kaytettdessa pitdisi tietdd etukéteen, ettd haettu sidottu
adriarvo on olemassa. Menetelméén tosin liittyy testi, jolla voi tutkia Lagrangen funk-
tion kriittisten pisteiden laatua, mutta tdmé testi on teknisyydessddn turhan hankala
téssé esitettaviaksi.



9.7.2 Esimerkki. Maaraa funktion

fla,y) =" +y°

pienin arvo, kun muuttujia x ja y sitoo ehto 2z — y = 4.

Ratkaisu. Perustellaan ensin pienimmén arvon olemassaolo. Ehto 2z —y = 4 mééa-
rad xry-tason suoran, joka kulkee pisteiden (0, —4) ja (2,0) kautta. Alkeisgeometriasta
tiedetddn, etta talla suoralla on piste (zg, yo), jonka etéisyys origoon (0, 0) on pienempi
kuin muilla suoran pisteilli. Funktio f(z,y) = *+y? ilmoittaa origon ja pisteen (z,y)
vélisen etédisyyden nelion, joten f(xo,yo) on funktion f pienin arvo suoralla 2z —y = 4.

Haetaan nyt minimikohta (zy, yo) Lagrangen menetelmélli. Kirjoitetaan aluksi side-
ehto 2z — y = 4 muotoon

gx,y)=2x—y—4=0.
Koska g,(z,y) = 2 # 0 kaikkialla, funktiolla ¢ ei ole kriittisia pisteitd. Haettu sidottu
minimikohta (xg, y9) saadaan siten Lagrangen funktion

F(z,y,\) = f(z,y) + Ag(z,y) = 2> + > + A 2z —y — 4)

kriittisestd pisteestd (o, Yo, \o)-
Ratkaistaan yhtaloryhméa

(2) Fo(z,y,\) =2x 42\ =0

(3) Fy(z,y,A\) =2y —A=0

(4) Fx(z,y,\)=2r—y—4=0.

Yhtaloistd (2) ja (3) seuraa - 2_36 joten ratkaisussa (z,y,\) on oltava —z = 2y
=2y

eli x = —2y. Sijoitetaan tdméa yhtéloon (4):

2-(-2y)—y—4=0

—oy =4
joten y = —3 = —0,8. Vastaavasti 2 = —2y = = 1,6. Yhtéloryhmén (2)—(4) ainoa
ratkaisu on siis
=2
5
y=-3

(alin yht&lo on alkuperdisen ongelman ratkaisun kannalta tarpeeton).

Vastaus: funktion f(z,y) = 2% + y? pienin arvo suoralla 2z — y = 4 on
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