Matematiikan propedeuttinen kurssi
Harjoitus 7 vko 45

ke klo 8:15-10 MaD 381
to klo 14:15-16 MaA 210
to klo 18:00-20 MaD 202

1. Tutki milloin seuraavat funktiot ovat jatkuvia:
a)
4(x—1), kunz <1
s ={ 5

—22+1, kunz >1
b)
(r —3)x, kunz <0
1

z+3

fz) =

kunz > 0
2. a) Ratkaise ne vakion a arvot, joilla funktio
22 —2a, kunz <2
ra={ % §
on kaikkialla jatkuva.

x°, kunz > 2

b) Miké ehto vakion b on tdytettiavi, jotta funktio f(x) =
kohdissa x = 2 ja x = —2.

——— olisi epéjatkuva
2 —b paj

3. Osoita Bolzanon lauseen avulla, ett# funktiolla f(z) = x* + 2% — 22 — 4 on ainakin
yksi juuri. Osoita lisiksi, etté funktion f(x) = |#%+ 23 — 2z — 4| pienin arvo on nolla.

4. Laske erotusosaméirin raja—arvon avulla seuraaville funktioille derivaatat kohtaan

r=1.
r—3

2) fla) ="
b) f() = (% — 1)z

5. Derivoi seuraavat funktiot,

2 f—g b)fg c>§ 0 f(g) o) f(h) )h(g)

kun tunnetaan f(z) = 222 + 3z, g(z) = 2 — 5z ja h(z) = €”.

Vihje: Tutki ensin derivoimissdintdja. Aina ei valttdméatta ole helpointa ldhted
sijoittamaan kaikkia tietoja paikalleen ja laskea vasta sitten derivaatta.

6. Derivoi (opettele kiyttdmédn derivointi sdantoja ja kaavoja)

a) f(z) =22 —50+6 b)f(@)=(z+3)(22%+2) c)f(z)=—

a1
d) f(z) =2va? =3z e f(x)= ;{% f) f(z) = z(22 + 1)4




7. Derivoi (opettele kiyttdmédn derivointi sdantoja ja kaavoja)

a) f(r) = (4x +2)% b) f(z) =sin(2r +1) c¢) f(z) =In(3z +1)
1
d) f(z) = cos(—) e) f(x) = sin’x
T
8. Milloin seuraavat funktiot ovat aidosti kasvavia (ts. niille laskettujen tangenttien
kulmakertoimet ovat positiivisia)?
a) f(z) =222+4
b) fla) = va? ¥ 1

9. Ratkaise funktion f : f(z) = 2% + 622 + 7 kuvaajalle, kohtaan z = 1 piirrettyjen
tangenttisuoran ja normaalisuoran yhtalot.
HUOM! Tangenttisuora ja normaalisuora leikkaavat toisensa aina kohtisuorasti, jol-
loin niiden kulmakertoimien véalilld on kohtisuoruus ehto kik, = —1.

10. a) Mik& on funktion f(z) =

suoran suuntakulma?

b) Mésrité vakio b siten, ettd funktiot f(x) = 222 + 4 ja g(z) = —32%7z + b omaa-
vat leikkauspisteessdén saman derivaatan arvon. Laske kyseinen derivaatan arvo.
Mité tulos tarkoittaa geometrisesti?

——— kuvaajalle kohtaan x = —1 piirretyn tangentti-
2 +1

Lisdtehtavi: (tésté ei lasketa hyvityksid kurssiin) 'Hospitalin sdénto

I’Hospitalin sééanté on tarpeen monimutkaisissa raja-arvolaskuissa, lisdksi se nopeuttaa
raja-arvolaskujen laskemista (viltytddn ikaviltd tekijoiden supistamista yms.) Sitd tullaan
soveltamaan mm. kansantaloustieteen kursseilla raja—arvolaskujen yhteydessa.

Teoria: Olkoon raja—arvoja laskettaessa funktiona rationaalifunktio f(z) = ZEx;, jonka
x
raja-arvo kohtaan z = g laskettuna on muotoa ”3”tai 7 2" ja funktiot q(z) seké h(z) ovat

tarkasteltavalla valilla sekd jatkuvia, ettd derivoituvia. Silloin voidaan differentiaalilasken-
nan véliarvolauseen perusteella johtaa niin kutsuttu 'Hospitalin sd&nto:
coa) ()
im —= = lim
a—wo h(x)  a—wzo h/(x)

Toisinaan s&édntoa voi joutua kiayttdméadn useamman kerran perdkkéin.

Tehtavia: Laske I’Hospitalin sdénnon avulla seuraavat raja—arvot.
1.
. z?2 -1
lim —
e—1 22+ —2

et -1
lim
z—oo 1 + e%




