Approbatur 3, demo 1, ratkaisut

1.1. A sanoo: “Vihintdan yksi meistd on retku”. Tehtédvind on paatelld, mitd tyyppid A ja B
ovat.

Kéaydaan kaikki vaihtoehdot lapi.

Jos A on rehti, niin B on retku, koska muuten A:n lausuma ei voi pated. Taméa vaihtoehto on
siis mahdollinen.

Jos A on retku, piatee A:n lausuman negaatio — retkuthan valehtelevat aina. Tama tarkoittaa,
ettd sekd A ettd B olisivat rehtejd, mikd on mahdotonta, silla on oletettu, ettd A on rehti.

Niin ollen ainoa vaihtoehto on, ettd A on rehti ja B retku.

1.2. A sanoo: “Olemme molemmat samaa tyyppid” ja B jatkaa: “Olemme eri tyyppid”. Tehté-
vani on taas paitelld A:n ja B:n tyypit.

Jos A on rehti, niin B on A:n lausuman nojalla myds rehti. Mutta tdmé on mahdotonta, koska
talloin my6s B:n lausuma olisi totta, ja ndmaé lausumat ovat ristiriidassa keskenéén.

Jos A on retku, niin A:n lausuman negaatio patee. Tamé tarkoittaa, ettd A ja B ovat eri
tyyppié eli, koska A on retku, B on rehti. Tdma4 ei ole ristiriidassa B:n lausuman kanssa, joten
vaihtoehto on mahdollinen — ja ainoa mahdollinen, koska edelld todetun nojalla vaihtoehto,
jossa A olisi rehti, johtaa ristiriitaan.

Eli siis A on retku ja B rehti.
1.3. A sanoo: “Jos mina olen rehti niin B on rehti”. Tyypit pitéisi taas paatella.
Jos A on rehti, niin A:n lausuman nojalla my6s B on rehti. Tamé& vaihtoehto on mahdollinen.

Jos A on retku, niin A:n lausuman negaatio pétee. Yleisestd propositiologiikasta tiedetidén,
ettd implikaatio P — () on epétosi tdsmilleen silloin, kun P on tosi ja () epéitosi; "todesta
ei koskaan seuraa epitotta.” Niin ollen itse asiassa A:n on oltava rehti ja B:n retku. Tami
ei ole mahdollista, koska on oletettu, ettd A on retku. Siispd vaihtoehto ”A on retku” ei ole
mahdollinen. Vastaus on siis, ettd A ja B ovat molemmat rehteja.

1.4. Tehtévin on luetella kaikki joukon A = {0, 1,2, 3} osajoukot ja selvittis, moniko néisté ei
sisalla alkiota 2.

Tehdéén tdmé ihan raa’alla voimalla. Merkitdin A:n osajoukkojen luokkaa (eli A:n niin sanot-
tua potenssijoukkoa) symbolilla P(A). Nyt

P(A) :{07 {0}7 {1}7 {2}7 {3}
{0,1},{0,2},{0,3},{1,2},{1,3},{2,3}
{O, 1, 2}, {1, 2, 3}, {O, 2, 3}, {0, 1, 3}, A} .

Jonkinlaisen tarkistuksen téssd voi tehdd muistamalla, ettd jos joukon A alkioiden lukuméara
on n, niin Am potenssijoukon alkioiden lukumiirs on 2" eli téissé tapauksessa 24 = 16.



Edelld olevasta listauksesta voidaan helposti laskea, monessako joukoista ei sisilla alkiota 2.
Néita joukkoja on kahdeksan kappaletta; joukot ovat

0,{0},{1},{3},{0,1},{0,3},{1,3},{0,1,3}.

Perjantain toisessa demoryhmaéssi oli puhetta sen asian, ettd tyhji joukko kuuluu minki ta-
hansa joukon potenssijoukkoon, perustelusta. Tadméihén on asia, jota ei tarvitse muistaa vaan
sen voi my6s ihan méadritelmien ja logiikan pelisdantojen avulla ymmaértad. Olkoon tatd varten
A mielivaltainen joukko. On osoitettava, ettd

0 eP(A)
eli etté
pcA
eli ettd
Ve[z e ) — x € A]. (1)

Jos ehdon (1) formalisointi ndyttad vieraalta, tarkoitetaan ehdolla vain, etté “kaikille « ehdosta
x € () seuraa, ettd x € A. Olkoon nyt = mielivaltainen vakio. Viitteen (1) todistamiseksi riittdé
osoittaa, ettd

ref)—saxeA (2)

eli ettd ehdon (2) kaava on tosi. Kyseessd on implikaatiokaava; olennaisesti samanlainen kuin
totuusarvotarkasteluissa. Koska tyhjissa joukossa ei ole yhtikidn alkiota, on alikaava x € ()
epitosi. Mutta talldinhén (ks. implikaation totuustaulu) kaava (2) on kokonaisuudessaan tosi,
joten viite on todistettu.

1.5a) Tehtévand on péitelld totuusarvotaulukon avulla, ettd "suora kdénteinen padttely”
[PA[-Q = ~P]]=Q

on tautologia eli tosi kaavojen P ja () totuusarvoista riippumatta.

Alla on totuusarvotaulukko asiasta; viimeiseltd riviltd nidkyy taulukon tayttojérjestys vaihenu-
meroilla ilmaistuna.
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Kuten yltd ndkyy, tautologia tuli: pdanuolen alla on pelkkid ykkosié.

1.5b) Tehtévini on selvittidd totuusarvotaulukon avulla, ovatko kaavat

-[[PANQ]=R] ja [-PV-Q|VR



ekvivalentit eli, onko niilli sama totuusarvo kaikilla P:n, :n ja R:n totuusarvoilla. Téssa voi
tietysti tehda kaavoista kokonaiset totuusarvotaulukot, mutta laiska tekijd huomaa, etta rivit

- [P AN Q = R

o 1 1 1 1 1

4 1 2 1 3 1
ja

- P V = Q |V R

0o 1.0 0 1 1 1

2 1. 0 2 1 3 1

riittavit osoittamaan, etteivit kaavat ole ekvivalentit.

1.6. Tehtavina oli arvioida erilaisten reaalilukuja koskevien viittamien todenperdisyytta.

1. Jos 2x > 3, niin © > 2
Tama ei ole totta. Ehto 2z > 3 on yhtipitivd ehdon = > % kanssa; vastaesimerkiksi
viittdmille kily siis miké tahansa vilin |2, 2] reaaliluku, esimerkiksi 2.

2. Jos 4z < 20, niin x < 100 tai 22 + 3z — 2 = 0.

Tama on totta. Jos nimittdin 4x < 20, niin x < 5. Talloin selvisti z < 100. Koska véiitteen
jalkimméinen osa on tai-viiittimai, ei ehtoa 2% + 3z — 2 = 0 eniifi tarvitse tarkistaa: tieto
siité, ettd ehto x < 100 pétee, pakottaa tai-lauseen todeksi joka tapauksessa.

3. x < 4 jos ja vain jos x < 16 ja 2z < 16
Taméi ehto on yhtapitava ehdon
r < 4 jos ja vain jos x < 16 ja x < 8

kanssa. Ekvivalenssi ei ole tosi; vastaesimerkiksi kiy vaikkapa valinta x = 5. Tall6in ehto
"r < 16 ja x < 8" toteutuu, mutta ehto x < 4 ei.

1.7. Viitelause
VeeZyeZ:x—y<1

tarkoittaa sanallisesti seuraavaa:
"Kaikille kokonaisluvuille z on olemassa kokonaisluku y siten, ettd epdyhtilé z —y < 1 on tosi.”

Viittdméan negaatio on
JreZNyeZ :x—y>1

eli sanallisesti
”On olemassa kokonaisluku x siten, ettd kaikille kokonaisluvuille y pitee z —y > 1.7

Viite on tosi, sen negaatio ei. Viitteen todistamiseksi olkoon x € 7Z mielivaltainen. Riittda
16ytad kokonaisluku y siten, ettd x — y < 1. Selvésti voidaan valita = = y.



1.8. Merkitdan oikeita vastauksia 1:lla ja viaria 0:114. T&ll6in tentti on jonkinlainen jono
t= (t17t2,t3,t4,t5), tl € {0,1} kaikille ¢ = 1,,5 (1)

Koska Ville tietdd, ettei vastaus kolmeen perittdiseen kysymykseen ole sama, voidaan sanoa,
etta
Kumpikaan yhdistelm& 000 ja 111 ei esiinny ¢:ssé. . (2)

Lisiiksi Ville tehtévit luettuaan huomaa, ettd ensimmaiiselld ja viimeiselld on vastakkaiset vas-
taukset, joten
t= (0,t2,t3,t4,1) tai t = (1,t2,t3,t4,0). (3)

Tiedetadn vield, ettd enemmaéan on oikeita kuin viaria vastauksia, joten

#{i|t,=1} > #{i| t; =0}. (4)
Tuossa # tarkoittaa joukon alkioiden lukumaéaaraé; merkinta on yleinen ja se kannattaa muistaa.

Ville osaa vastata tehtividn 2, ja hén voi tdmén vastauksen perusteella paatelld muut vastauk-
set. Jos to = 1, niin ehdon (3) perusteella

t= (0, 1,t3,t4, ].) tai t = (1, 1,t3,t4,0) .

Mutta talloin sekd ¢t = (0,1,0,1,1) ettd ¢t = (1, 1,0, 1, 0) kelpaavat muiden sdédntdjen mukaisiksi
eli mahdollisiksi ratkaisuiksi, joten Ville ei voi sanoa varmuudella oikeaa rivid. Siispd ei voi
péted to = 1, ja on oltava to = 0. Talloin ehdon (3) perusteella

t=(0,0,3,ts,1) tai t = (1,0, 3, t4,0). (5)

Tilanne on siis se, ettd nyt varmuudella tiedetdén, ettd ehdon (5) jompikumpi vaihtoehdois-
ta patee. Selvitetddn, kumpi. Téassd vaiheessa voi tietysti epéilld, onnistuuko pédttely — mista
sitd tietdd, vaikka Ville olisi vaarassa eiké ratkaisua oikeasti voisi to-tietouden avulla paitella.
Osoittautuu kuitenkin, ettd Villen logiikka ei peté:

Oletetaan ensin, ettd t = (0,0, t3,t4, 1). Tall6in ehdon (2) nojalla on oltava t3 = 1 — muutenhan
alkuun tulisi nollakolmikko. Nyt siis tiedetééin, ettd t = (0,0, 1,%4,1). Jottei ehdon (2) vastaista
vkkosrivid tulisi jonon loppuun, on vield oltava ¢, = 0. Mutta talléin ¢ = (0,0,1,0,1), miki
on vastoin ehtoa (4). Syntynyt ristiriita osoittaa, ettd vaihtoehto ”t on muotoa (0,0, t3,%4,1)”
on mahdoton. Till6in ehdon (5) nojalla ¢ = (1,0, ¢3,t4,0). Tastd ndhddén heti, ettd on oltava
ts = ty = 1, silld muuten (ehdon (4) vastaisesti) nollia tulisi enemmén kuin ykkosid. Siispa
t=(1,0,1,1,0).

Vastauksen tehtavin kysymykseen: kakkos- ja vitostehtédvien vastaus on sama: "vaira vaittadma’.

1.9. Viitetaan, etté kaikille joukoille A, B ja C' on voimassa
AU(BNC)=(AUuB)N(AUC).

Todistus: Oletetaan ensin, ettd A, B, C' # () eli ettd kaikki niistd joukoista ovat epétyhjii.



Joukot osoitetaan samoiksi osoittamalla, ettd ne ovat toistensa osajoukkoja. On siis todistet-
tava, etta

AU(BNC)C(AUuB)N(AUC) ja (1)
(AUB)N(AUC)Cc AU(BNO). (2)

Ehdon (1) todistamiseksi oletetaan, etti

re AU(BNC). (3)
On osoitettava, etté
(AUB)N(AUC). (4)
Oletuksen (3) ja joukkojen yhdisteen méaritelmén mukaisesti
reA tai (5)
reBNC. (6)

Jos x € A eli jos ehto (5) pétee, niin selvésti € AUB jax € AUC, joten ehto (4) on voimas-
sa. Jos taas ollaan ehdon (6) tapauksessa, niin joukkojen leikkauksen méaritelmén mukaisesti
r € B jax € C. Mutta télloin myés z € AU B ja x € AUC, mistd ehto (4) seuraa. Tama
todistaa, kuten edelld todettiin, ehdon (1).

Todistettavana on vield ehto (2). Tétd varten oletetaan, etté
re(AUB)N(AUC). (7)

On osoitettava, etto
reAU(BNCQO). (8)

Oletuksen (7) nojalla x kuuluu molempiin joukkoihn AU B ja AU C. Tall6in erityisesti z € A,
ja koska A C AU (BN (), saadaan ehto (8) voimaan. Tdma todistaa ehdon (2), ja viite on
todistettu siina tapauksessa, ettd A, B, C # 0.

On vield tarkasteltava tapaukset, joissa ainakin yksi joukoista A, B ja C' on tyhja.
Jos A on tyhji joukko, niin viite tulee muotoon
BnC=BnC, 9)
silla kaikille joukoille D patee DU () = D. Viite (9) on triviaalisti totta.
Jos B = ), niin viite tulee muotoon
A=AN(AUC), (10)

koska tyhjé joukko leikattuna milld tahansa joukolla on ilman muuta tyhja. Ehto (10) ndhdadn
oikeaksi seuraavasti: Jos x € A, niin selvéisti v € Ajax € (AUC), joten v € AN(AUC).
Siispé,

ACAN(AUC). (11)
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Jos taas . € AN (AUC), niin selviisti € A, joten
ANn(AuC)cCcA. (12)

Viite (10) seuraa ehdoista (11) ja (12).

Jos C' = (), niin viite tulee muotoon
A=AN(AUB).

Tamé on olennaisesti sama kuin viite (10) ja todistuu samalla tavalla; tehtévin véitteessihin
B:114 ja C:114 on sama rooli.

Nami tarkastelut osoittavat, ettd viite pitee siindkin tapauksessa, ettd yksi (tai useampi)
véitteen joukoista on tyhji. Viite on siis kokonaisuudessaan todistettu. U

1.10. Jos vasen yldkulma poistetaan, jaa jiljelle 32 valkoista ja 31 mustaa ruutua. Mutta
dominoissa on kussakin yksi valkoinen ja yksi musta ruutu, joten rakentelu niistd ei onnistu:
dominorakannelmissahan valkoisten ja mustien ruutujen lukumaéara siilyy samana. Vastaavasti,
jos poistetaan vasemman ylakulman mustan ruudun lisiksi oikean alakulman musta ruutu, on
tuloksena “shakkilauta”, jossa on 32 valkoista ja 30 mustaa ruutua eli ei onnistu.



