Approbatur 3, demo 3, ratkaisut

1. Selvitetadn ensin syt(2014, 1748) =: d, minka jilkeen pyj(2014, 1748) =: e saadaan
relaatiosta de = 2014 - 1748. Eukleideen algoritmilla
2014 =1-1748 + 266
1748 = 6 - 266 + 152
266 =1-152+ 114
152 =1-114 + 38
114 =3 - 38,

joten d = 38. Siis e = (2014 - 1748) /38 = 92644.

2. Resepti: Jarjestd luvut 1 — 99 esimerkiksi kuuden luvun allekkaisiin riveihin (jaon
el tarvitse menné tasan) ja viivaa yli luku 1. Etsi pienin lukua 1 suurempi luku, jota
ei ole viivattu yli (eli luku 2) ja viivaa yli sen aidot monikerrat. Etsi pienin lukua 2
suurempi luku, jota ei ole viivattu yli (eli luku 3) ja viivaa yli sen aidot monikerrat.
Jatketaan néin, kunnes seuraavaa “etsittavad” lukua ei 16ydy lukujen 1 — 99 joukosta.
Téalloin yli viivaamatta jadneet luvut ovat etsityt alkuluvut, jotka siis ovat

2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37, 41, 43, 47, 53,59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89 ja 97.

(Koska 99 < 102, voitaisiin prosessi Opiskeluteht#iviin 21 nojalla lopettaa jo “etsityn”
luvun ollessa vihintaéan 10.)

3. Huomataan, etta
28665 =5-5733 =5-3-1911=5-32-637=5-32-7-91=5-32.7%.13
ja toisaalta
22869 = 3-7623 =32-2541 =3%.847=23%.7-121=3%-7-11%,

missd kunkin luvun viimeisin muoto on tehtédvan 2 nojalla alkulukupotenssien tulo.
Alkutekijdesityksistd saadaan luettua

syt(28665,22869) = 3%.7 = 63 ja pyj(28655,22869) = 5-3%-72-112-13 = 10405395,

missd syt saatiin poimimalla esitysten “yhteinen osuus” ja pyj valitsemalla tuloon
alkutekijoiden suurin potenssi esitysten véalilta.

4. Koska 803 < 292, 1019 < 322 ja 1123 < 342, riittad Opiskelutehtdvin 21 nojalla
tutkia kunkin luvun jaollisuutta em. yldrajassa esiintyvad kantalukua pienemmilld
alkuluvuilla. Alkutekijiehdokkaat 16ytyvét tehtédvan 2 ratkaisusta. Huomataan, etta
803 = 11 - 73. Siten 803 ei ole alkuluku. Kokeilemalla ndhd&4dn myos, ettei luku 1019
ole jaollinen milldén alkutekijaehdokkaistaan (eli luvulla 2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29
tai 31). Néin ollen 1019 on alkuluku. Vastaavasti 1123 on alkuluku.

5. Huomataan aluksi, ettd n> — 1 = (n+ 1)(n — 1). Olkoon n pariton eli n = 2k + 1
jollekin £ € Z. Talloin
(m+1)(n—1)=(2k+1)+1)((2k+1) — 1) = (2k + 2)(2k) = 4(k + 1)k.
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Koska perikkéisinéd kokonaislukuina joko k41 tai k£ on parillinen, on sitd myos niiden
tulo. Siten (k + 1)k = 2l jollekin [ € Z. Nyt

n—l=mn+1)n-1)=4k+1)k=4-20=8l, [€Z,

eli n? — 1 on jaollinen luvulla 8.

6. Olkoon p > 3 alkuluku. Jakoyhtélon nojalla on k,r € Z siten, ettd p = 6k + r ja
r €{0,...,5}. Jos patisi r € {0,2,4}, niin parillisten lukujen summana p = 6k + r
olisi parillinen. Kuitenkin p > 3 ja 2 on ainoa parillinen alkuluku, joten talloin p ei
olisikaan alkuluku. Jos taas r = 3, niin olisi p = 6k +3 = 3(2k + 1), (2k+ 1) € Z,
eli 3 | p. Kuitenkin p > 3, joten taaskaan p ei olisi alkuluku. Siis » = 1 tai r = 5.
Jalkimmaisessd tapauksessa

p=6k+5=6k+5+1—-1=6k+6—1=6(k+1)—1, (k+1)€Z

Siis p = 6n+ 1 tai p = 6n — 1 jollekin n € Z. Rajoite n € N seuraa siité, ettd lopuissa
tapauksista 6m + 1 < 1 eikd tdma voi olla luvun p > 3 esitys.

7. (a) Sijoittamallan = 1,...,9 lausekkeeseen n? +n + 41 nihdééin, etti ensimmaéiset
seitsemén arvoa loytyvéat tehtdvéan 2 alkulukulistasta. Loput kaksi ovat 113 ja 131,
jotka ndhdéa#n alkuluvuiksi varmistamalla jaottomuus alkuluvuilla 2, 3,5, 7 ja 11, silla
seuraava alkuluku olisi 13, jolle jo 13% > 131.

(b) Ei: esimerkiksi arvolla n = 41 saadaan n* + n + 41 = 412 + 41 + 41 = 41 - 43,
joka ei ole alkuluku, silla 41,43 > 1.

8. Voidaan olettaa p > ¢. Koska [(6k £ 1) — (6l £1)] < 6lk —|—-2<6—-2=14
eri kokonaisluvuille £ ja [, on tehtdvén 6 nojalla n € N siten, ettd p = 6n + 1 ja
q = 6n — 1. Siten

p+q=06n+1)+(6n—-1)=12n, n€Z,

eli p + ¢ on jaollinen luvulla 12.

9. Koska syt(c,a) = 1, on luentojen nojalla k,l € Z siten, ettd 1 = kc + la. Ehdon
¢ | ab my6td on m € N, jolle ab = me. Nyt

b=">b-1=b(kc+ la) = bkc+ lab = bkc + lmc = (bk + Im)c, (bk+1m) € Z,

joten ¢ | b.

10. (a) Jos n € N, niin n® —n =n(n* — 1) = n(n+ 1)(n — 1) on kolmen perikkéisen
kokonaisluvun tulo ja sisdltdd siten kolmella jaollisen luvun sekéd kahdella jaollisen
luvun. Niin ollen, koska 2 ja 3 ovat alkulukuja, esiintyvit ne tekijoini luvun n® — n
alkutekijiesityksessd. Siten myds niiden tulo 2 - 3 = 6 on luvun n® — n tekiji. Siis
n® — n on jaollinen luvulla 6.

(b) Jos n on parillinen, niin myés n* on parillinen. Silloin n? — 3 on pariton eiki
néin ollen voi olla jaollinen luvulla 4. Jos taas n on pariton eli muotoa n = 2k + 1,

k € Z, niin
n*—3=0k+1)>-3=4k+4k+1-3=4(k*+k)+2, (K°+k) €Z,

Silloinkaan n? — 3 ei ole jaollinen luvulla 4.
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