Approbatur 3, demo 5, ratkaisut

5.1. Tehtavina on luetella kaikki joukon S, alkiot eli neljin alkion permutaatiot. Tdm& tar-
koittaa kaikkia eri tapoja kuvata joukko {1,2, 3,4} bijektiivisesti itselleen. Kdytetdédn lyhennys-
merkintdd: merkitdén permutaatiota vektorilla (ny, ny, n3, ny), joka tarkoittaa, ettd 1 kuvautuu
ny:ksi, 2 no:ksi jne. Naitdhdn on 4! =1-2 -3 -4 = 24 kappaletta. Ja luetellaan:

(1,2,3,4),(1,2,4,3),(1,3,2,4), (1,3,4,2), (1,4,2,3), (1,4,3,2)
(2,1,3,4),(2,1,4,3),(2,3,1,4),(2,3,4,1), (2,4,1,3),(2,4,3,1)
(3,1,2,4),(3,1,4,2),(3,2,1,4), (3,2,4,1), (3,4,1,2),(3,4,2,1)
(4,1,2,3),(4,1,3,2),(4,2,1,3), (4.2,3,1), (4,3,1,2), (4, 3,2, 1),

)

eli 24 tuli kuten pitikin.
5.2. Olkoot
(1 2 3 4\ . (1 2 3 4
7T\4321)®*P7 341 2)"
Tehtévina on etsid permutaatiot z,y, z € S(4) siten, ettd yhtalot
orxr=p, Yyp=o0 ja pzo=1d

patevat.

Etsitddn ensin z siten, ettd yhtdld ox = p toteutuu. Tdhdn on useita eri tapoja. Hoidetaan
homma tarkastelemalla eri alkioiden kuvautumista. Aloitetaan siité, ettd koska z € S(4), z on

muotoa
( 1 2 3 4 )
T = )
ny Mg N3 Ny

Muistetaan, ettd permutaatioryhmaén laskutoimitus on kuvausten yhdistdminen ja ettd kuvauk-
sia ketjutetaan oikealta vasemmalle eli kaavalla

(0102)(n) = a1(02(n)),
missé 01,09 € S(4) jan € {1,2,3,4}.

Aloitetaan alkiosta 1. Koska p kuvaa ykkosen kolmoselle, pitédisi vaatimuken p = oz nojalla
my6s ox:n kuvata. Koska o kuvaa kakkosen kolmoselle, taytyy talléin x:n kuvata ykkonen
kakkoselle, jotta yhdistetylle kuvaukselle ox pétisi 1 — 2 +— 3. Siispd n; = 2 ja

<1 2 3 4 )

T = .

2 Ny N3 Na

Seuraavaksi tarkastellaan alkion 2 kuvautumista. Koska p(2) = 4 niin on oltava o(x(2)) = 4.
Télloin, koska o(1) = 4, on oltava x(2) = ny = 1, ja saadaan

(12 3 4
x_21n3n4'
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Maéritetésn sitten ng. Koska p(3) =1 ja 0(4) = 1, on oltava x(3) = 4. Siispa ng = 4 ja tdhén

mennessa on saatu esitys
1 2 3 4
x_(z 1 4 n4)' (1)

Viimeisen alkion eli ny:n voi arvata, silld koska x on bijektio, on esityksen (1) alarivillekin tultava
luvut 1,2,3 ja 4 — kukin tdsmaélleen kerran. Siispa ny = 3. Tamé voidaan myos tarkistaa. Jos
z(4) = 3, niin

o(x(4)) = 0o(3) =2

eli permutaatio ox kuvaa nelosen kakkoselle. Niin tekee myos p eli yhtdlo ox = p toteutuu,
niin kuin oli tarkoituskin. Lopullinen vastaus on siis

(123 4
T=\2 14 3)"

Seuraavaksi etsitddn permutaatio y siten, ettd yhtild yp = o toteutuu. Tamén voi tehda vaik-
kapa samalla tavalla kuin ylli tarkastelemalla eri alkioiden kuvautumsita. Tulos on

(1234
Y=\2 1 4 3/

Vield on médritettdvand permutaatio z siten, ettd yhtilo pzo = id toteutuu. Koska z € S(4)
on joillekin ny, ng, n3, ng € {1,2, 3,4} voimassa

L 1 2 3 4
S\ one ong ong)
Identtinen kuvaus kuvaa jokaisen alkion itselleen. Tarkastellaan taas eri alkoiden "matkaa”
niissd permutaatioissa.

Aloitetaan alkoista 1. Koska o(1) = 4 ja p(3) = 1, on oltava z(4) = 3, jotta z tdydentéisi —
havainnollisesti ilmaistuna — sillan ykkosestd permutaatioiden o ja p kautta takaisin ykkdseen.
Sispa ny = 3 ja tdydennetddn z:n esitysta

( 1 2 3 4)

z = :

ny Ng N3 3

Sitten alkio 2. Koska o(2) = 3 ja p(4) = 2, on oltava z(3) = 4. Tama tarkoittaa, ettd ng = 4,

ja saadaan
1 2 3 4
z = .
ny nNo 4 3

Seuraavaksi alkio 3. Koska 0(3) = 2 ja p(1) = 3, on oltava 2(2) = ny =1 eli

(1 23 4
“=\n, 14 3/



Téastd voidaan taas arvata suoraan, koska permutaatiot ovat bijektioita, ettd n, = 2. Voi sen
tarkistaakin yhtaloon pzo = id verraten:

(pz0)(4) = (p2)(0(4)) = (p2)(1) = p(2(1)) = p(n1) = p(2) = 4

eli valinta n; = 2 toimii. Lopulta siis
(1 2 3 4
““l\l21143)

5.3. Téssé kysyttiin ensin, montako alkiota ryhméstd S5 kuvaavat ykkosen itselleen. Ryhméissé
S5 on 5! = 120 alkiota, joten kokeilemaan ei kannata ldhted. Edetddn niin: Jos o(1) = 1,
niin kakkosella on en#é 4 vaihtoehtoa, mihin kuvautua. Vastaavasti o(2):n kiinnityksen jialkeen
kolmosella on enédd kolme vaihtoehtoa, mihin kuvautua, ja niin edelleen, joten kaiken kaikkiaan

erilaisia kuvauksia on
1-4-3-2-1=41=24.

Seuraava kysymys oli, moniko joukon Ss alkioista kuvaa ykkosen ja kolmosen toisikseen. TEl-
laisille permutaatioille o siis pétee o(1) = 3 ja 0(3) = 1. Tdma tarkoittaa, ettd joukossa, josta
0(2) valitaan, on enéé kolme alkiota (alkiot 2, 4 ja 5); joukossa, josta o(4) valitaan, on en#i 2
alkiota, ja niin edelleen. Téllaisia kuvauksia on siis kaiken kaikkiaan 3-2-1 = 3! = 6 kappaletta.

5.4. Kysyttiin esimerkkid ryhméan S; permutaatioista o ja p siten, ettd po # op. Muistetaan,
ettd kuvaukset ovat samat tdsmailleen silloin, kun ne kuvaavat jokaisen madarittelyjoukkonsa
(tdssd {1,2,3,4}) pisteen samoin. Riittad siis 16ytdd o, p € Sy ja jokin luku n € {1,2,3,4}
siten, etta

op(n) # po(n).

Huomataan, etti tdimén ehdon toteuttavat (esimerkiksi) muuttujan arvolla n = 1 permutaatiot
(1 2 3 4\ . (1 2 3 4
7“1 42377432 1)

op(l)=3#4=po(1).

silla naille pitee

Sitten kysyttin, onko olemassa permutaatioita o,p € Sy siten, ettd o,p # id ja op = po.
Vastaus on, ettd kylld naitd 16ytyy. Esimerkiksi tehtdvin 5.2 permutaatiot o ja p kelpaavat,
silla kumpikaan ei selvisti ole identtinen kuvaus, ja toisaalta

(123 4
9P=\2 1 4 3

(1234
PC=19 1 4 3

ja

eli samat permutaatiot saadaan.



5.5. Madritellaan, kuten tehtévianasettelussa, kaikille [k] € Zoy f([k]) = [4k+3] ja g([k]) = [Tk].
Naissé siis hakasulut viittaavat luokkiin joukossa Zo,s. Kysymys kuului, ovatko f ja g joukon Zoy
permutaatioita. Permutaation médritelmin mukaisesti kysymyksen voi muotoilla seuraavasti:
ovatko f ja g bijektioita joukolta Zo, itselleen?

Ainakaan f ei ole bijektio, koska se ei ole injektio. Nimittdin esimerkiksi
f(6]))=[4-6+3]=[24+3]=[0+3]=]0]
ja toisaalta myos
f(12])=[4-12+43]=[2-24+3]=[0+3] =0.

Toisaalta [6] # [12], kuten helposti ndhdédn. Siispd kaksi eri luokkaa kuvautuvat samaksi
luokaksi eli injektiiviisyys ei toteudu. Vastaus tehtévin kysymykseen on niin ollen kielteinen
funktion f tapauksessa.

Funktiolle g tilanne on toinen: kyseessd on bijektio. Todistetaan tdma. Osoitetaan ensin, etté
g on injektio. Olkoot tété varten k,l € Z ja [k], [[| € Zoy siten, ettd

g([K]) = g(1]) - (1)

On osoitettava,
k] =10 (2)
Jos k = [, on asia selvi. Voidaan siis olettaa, ettd k& # [. Oletus (1) tarkoittaa kuvauksen g

méaaritelmén nojalla, ettd

(7] = [71]

eli ettd on olemassa kokonaisluku m siten, etté
Tk — 7l = 24m

eli
7(k—1)=24m. (3)

Koska syt(7,24) = 1, voi ehto (3) toteutua vain, jos (k — [)|24. On siis olemassa n € Z siten,
ettd
k—1=24].

Mutta tdméhan on yhtépitavid viitteen (2) kanssa, joten funktion g injektiivisyys on todistettu.
Viitteen (eli g:n bijektiivisyyden) todistamiseksi on viel& osoitettava, ettd g on surjektio. Yksi
tapa olisi huomata, ettd kyseessd on injektio ddrelliseltd joukolta itselleen, mista surjektiivisuus
seuraa vilittomésti. Esimerkin vuoksi tehdddn todistus kuitenkin suoraan surjektiivisuuden
médritelméin kautta. Olkoon tétd varten [l] € Zoy kiinted. Riittaa 16ytdd k € Z siten, ettd

g([k]) =[]

eli etta



Valitaan luokalle [I] edustaja, olkoon se [ € Z. Viitteen (4) todistamiseksi riittda nyt 16ytaa
k € Z jam € Z siten, ettd

Tk —1=24m. (5)
Koska syt(7,24) = 1, on olemassa a, b € Z siten, etti

Ta+24b =1, (6)
helposti ndhdddn, ettd a = 7 ja b = —2, mutta se ei ole téssi oleellista. Kertomalla yhtilo (6)
puolittain kokonaisluvulla [ saadaan

Tla + 2410 =1
eli

Tla — 1 = 241b.

Tama tarkoittaa, etti ehdossa (5) voidaan valita k = la ja m = [b. Téllaisten k:m ja m:n 16yty-
minen, kuten edelld selitetty, riittdd todistamaan g:n surjektiivisuuden. Viite on siis loppuun
todistettu.

5.6. Kysyttiin ensinnikin, miksi englannin kielen salaamiseen ei kannata kiyttda salausfunk-
tiota f(k) = 13k + 5. Ongelma on siiné, ettéd salaus olisi aika ei-injektiivinen. Nimittéin, kun
eletddn renkaassa Zog, pitee [2 - 13] = [26] = [0], joten mille tahansa salattavalle kirjaimelle,
jonka koodi k olisi parillinen (k = 2m jollekin m € Z), olisi voimassa

[f(k)] = [13k+ 5] = [13-2m + 5] = [0+ 5] = [5],
joten kaikki téllaiset viestit kuvautuisivat vitoselle eli kirjaimelle E.

Suomen kielessd, kun salattavia merkkeja on 29 ja eletdén siis renkaassa Zog, i tuota ongelmaa
ole. Nimittain syt(13,29) = 1, ja siten salaaminen — ja kiintdminen — onnistuu yksikésitteisesti.

5.7. Eletddn suomalaisittain modulossa 29. Tarkastellaan salausfunktiota [f (k)] = [5k+11]. Pu-
retaan tehtdvinasettulossa annetut viestit. Tehddan tdhéin ensin toimintasuunnitelma. Olkoon
siis m € {0,...,28} salattu kirjain. On loydettava k € {0, ..., 28} siten, ettd

S[K] + [11] = [m]

eli
5[k] = [m — 11]. (1)

Ensinnékin huomataan, ettd koska syt(5,29) = 1, ratkeaa yhtélo (1) yksikésitteisesti renkaassa
Zog. Ratkaisu on

[k] = [m —11] - [5] " (2)
Luokan [5] kddnteisalkio 16ytyy helposti: koska 5 -6 = 30 = 29 + 1, pitee
[5]7" = [6]
Tésta seuraa ehdon (2) kanssa, etté
[k] = [m — 11] - [6] = [6m — 66] . (3)
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a) Kun m = 5, saadaan ehdosta (3), ettd
k] =1[6-5—66] = [—33] = [22]

eli salattu kirjain on (kun tulkitaan A ykkdseksi ja niin edelleen) V. Vastaavasti voidaan avata
loppukoodi, tuloksena sana VAPPUNA. Muut néisti hoituvat vastaavasti, alla tulokset:

b) OTAN
¢) 11SISTI
d) KIPPIS!

5.8. Téssa pitdd esittdd tehtdvinasettelun permutaatio o erillisten kiertojen tulona. Tama
hoituu kuten kurssikirjan esimerkissa 4.2.2 etsiméilla ja kirjaamalla jokainen permutaatiosta o
1oytyva sykli. Tuloksena on

o= (1515894 )(211147)(3 613 12 )(10 16).

Kuten luennoilla lienee todettu, téssi esityksesséd kiertojen jérjestys ei ole yksikésitteinen eli
kierrot voi laittaa mihin jirjestykseen tahansa.

5.9. Olkoon k € {1,...,n}. Olkoot lisiksi 7 € S,, ja 7o € S, eri vaihtoja siten, ettad 71 (k) # k.

Viite: On olemassa vaihdot 01,09 € S, siten, ettd

oi(k) =k, (1)
oa(k) #k  ja (2)
ToT1 = 0207 . (3)

Todistus: Koska 11(k) # k, on olemassa [ € {1,...,n} siten, ettd | # k ja 7 (k) = [. Koska 7
on oletuksen mukaisesti vaihto, on siis voimassa

™ = (]Cl) .

Permutaatiosta 7, ei ole oletettu mitdan muuta kuin, ettd se on eri permutaatio kuin 7. Ja-
kaudutaan kahteen vaihtoehtoon: patee joko

Tg(k’) =k tal (4)
72(k) # k. (5)

Oletetaan ensin, ettd ehto (4) on voimassa. Téllin 7, on muotoa T = (mr) joillekin m,r €
{1,...,n}, m,r # k, m # r. Taas jakaudutaan kahteen vaihtoehtoon: patee joko

r#1 tai (6)
r=1. (7)

Tapauksessa (6) tehtyjen oletusten nojalla kierrot 71 ja 75 ovat erillisid. Télloin valinnat oy = 71
ja 01 = Ty toteuttavat ehdot (1)—(3), silld

S

o1(k) = (k) L &,

b)
os(k) = (k) = 1 # 1 ja

a)
T9T1 — 0109 — 02071 .



Téssd yhtilossd a) on kiytetty oletusta (4) ja huomiossa b) aivan todistuksen alussa tehtyi
valintaa k # [. Yhtalo c) seuraa siité, etti erillisten kiertojen kertomisjérjestyksen saa vaihtaa.
Viite on siis tosi tapauksessa (6).

Oletetaan sitten, ettd tapaus (7) on kyseessd, jolloin siis 7o = ml, | # m, m # k, missd [ on
siis sama alkio kuin permutaatiossa 7 = (k). T&ll6in viitteessd haetut permutaatiot oy ja oy
voidaan yksinkertaisesti konstruoida. Téatd varten huomataan, ettd tehdyilla valinnoilla

’7'27'1(]?) :7'2(7'1<k)) :Tg(l) =m, (7)
TQTl(l) = 7'2(7'1([)) = Tg(ki) =k ja (8)
Tng(m):Tg(Tl(m ): 2(m):l (9)

Valitaan o1(k) = k, o1(m) = [ ja 01(I) = m eli oy = (ml). Osoitetaan, ettd taimén valinnan
avulla voidaan konstruoida oj. Selvésti valinta toteuttaa ehdon (1). Toisaalta, jotta viite (3)
tayttyisi, on padettiva

a2(01(k)) = memi(k),

mistd saadaan ehdon (7) avulla, koska oq(01(k)) = 02(k),

oo(k) =m. (10)
Vastaavasti ehdon (8) avulla ndhdédén, ettd on oltava

oo(o1(l)) =k

eli, koska o1(l) = m,

Ja lopuksi ehdon (9) avulla huomataan, etti tdytyy pited

oo(o1(m)) =1

eli, koska o (1) = m,
oo(l) =1. (12)

Yhdistdmilld vaatimukset (10)—(12) huomataan, ettd oo = (km). Se, ettd tallainen valinta
voidaan tehd& (tai "l6ytyy”), osoittaa, etté viite pitee my0Os tapauksessa (7). Todistuksen en-
simméinen haara eli ehto (4) on siis loppuun késitelty.

Taytyy viela todistaa véite tapauksessa (5). Télloin siis 75 = (km) jollekin m # k ja, kuten
muistetaan aivan todistuksen alusta, 7 = (kl), [ # k. Koska on oletettu, ettd 7 ja 7 ovat eri
vaihtoja, on oltava m # .

Nyt voi suoraan huomata (tai edetd samankaltaisilla vaiheittaisilla argumenteilla kuin edelld),
ettd valinnat oy = (ml) ja o = (kl) toimivat eli toteuttavat ehdot (1)—(3). Viite on siis
kokonaisuudessaan todistettu. U

5.10. Tassa taas eletddn modulossa 29. Tiedetddn, ettd salauskielelle muunnetun viestin

12026 332652020255 (1)



viimeinen kirjain on A ja, ettd salausfunktio on f(p) = [p + k| jollekin k € {0, ..., 28}. Selvite-
tddn k. Koska viestin viimeinen kirjain on A vastaten numeroa 1, niin on voimassa

[k +1] =[5].

Télloin k& = 4 eli salausfunktio on f(p) = [p+4]. TAmén avulla voidaan viesti avata seuraavalla
reseptilld: jos viestin kirjain p on salattu luvuksi m, niin

[p+4] = [p] + [4] = [m]

eli
[p] = [m — 4],
ja sitten valitaan edustaja joukosta {0,...,28}. Télloin esimerkiksi, kun m = 12, saadaan

p] =12 — 4] = [8],

jolloin viestin (1) ensimméinen kirjain on H. Loput 16ydetddn vastaavasti, ja koko viesti (1)
purettuna on

HYVAAVAPPUA.



