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APPROBATUR 3 (MATP170) H

.. . JYVASKYLAN YLIOPISTO
Harjoitus 6, Ratkaisut

1. Kirjoita permutaatio
c=(1362)(4561)(2345)

perinteisessa kaksirivisessa esitysmuodossa.

Ratkaisu. Katsotaan alkioden 1,2,3,4,5,6 kuvautuminen yksi kerrallaan, jolloin

(123456
\1465 21 3)"

2. Kirjoita edellisen tehtdvin permutaatio o kiertona tai erillisten kiertojen tulona.

Ratkaisu. Kummasta tahansa aiemmasta muodosta voi paételld seuraavaa: Permutaatiolla
o kuvattaessa pera jalkeen

14— 2—=6—3—~5—1.

Tama sisaltaa kaikki luvut joten tdma on kysytty
c=(14263D5).

Sigma on siis itsessdan kierto. O
3. Kirjoita tehtévdn 1 permutaatio o vaihtojen (2-kiertojen) tulona

Ratkaisu. Kuten luennollakin tehtiin, voimme jokaisen kierron kirjoittaa vaihtojen tulona
siten, ettd laitetaan ensin toinen kierron ensimméinen alkio 1 oikealle paikalle tehdaén siis
vaihto (14). Sitten kierron toinen alkio 4 on padtynyt ensimmaéisen paikalle joten se pitaé
vaihtaa kolmannen alkion 2 kanssa tehdéén siis vaihto (12), nyt kolmas alkio 2 on paétynyt
ensimmaéisen paikalle mutta se pitda kuvata neljanneksi jne jne.. joten kaiken kaikkiaan
saamme o= (15)(13)(16)(12)(14). O

4. Maéarita permutaation
p=(1432)(4261)(2345)

kiaanteispermutaatio ja kirjoita kddnteipermutaatio erillisten kiertojen tulona.



Ratkaisu. Tamén voi myos tehdd monella eri tapaa mutta kirjoitetaan téssa ensin
kaksirivinen esitymuoto ja kiddnnetéddn se. Nain ollen

/123456
P=\{3 215 6 4

L (123456
P =\3 921645/

Talla saamme seuraavat kierrot kun kuvataan perakkéin

ja siten

DN DN

1—3—1
2+ 2
46— 5—4

joten p™' = (13 )( 465 ). Huiomaa, etté kierron kiéinteipermutaation saa kirjoittamalla
kierron alkiot kidnnetyssé jarjestyksessd, joten sitidkin kautta voisi edetéd suoraan. O

. Madrita tehtavissd 1 — 4 esiintyvien ja esille tulleiden permutaatioiden
parillisuus/parittomuus. Onko néisséd ensimmaéisessi neljdssd tehtavissi selvdd mihin
permutaatioryhméén o ja p kuuluvat? Onko silld edes merkitysta?

Todistus. Esille tulleille permutaatiolle pétee €(o) = (—1)° = —1,

e(p) = e(p™!) = (=1)(=1)®> = —1. Huomaa, etti

e(p)e(p™") = e(pp™") = €(id) = 1.

Toisinsanoen kaikki permutaatiot ovat parittomia O
. Luettele ne neljén alkion permutaatiot, jotka ovat parillisia.

Ratkaisu. Neljan alkion joukon permutaatiot jos kirjoittaa erillisten kiertojen tulona niin
esityksessé voi esiintyd 2-alkion kiertoja (vaihtoja) yksi tai kaksi kappaletta. Yksittaiset
vaihdot ovat parittomia joten néistd saadaan parilliset permutaatiot:

(12)(34), (13)(24) ja (14)(23).
Kolmen alkion pituiset kierrot ovat kaikki parillisia ja néita ovat
(123),(132),(124),(142),(134),(143),(234) ja (243).

Naiden liséksi parillisia permutaatiota on enédn identtinen silla neljan alkion kierrot ovat
taas parittomia. Yhteensd parillisia on siis 12 kpl. O
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7. Maéarita janan symmetriaryhmaé.

Ratkaisu. Janalla on symmetrioina pelkéstdan identtinen kuvaus ja peilaus janan
keskipisteen kautta janaa vasten kohtisuorassa olevaa suoraa pitkin. Tamé peilaus on sama
kuin kierto janan keskipisteen suhteen 180 astetta. Néin ollen janan symmetriaryhmé on
syklinenryhmé C. O

| A

8. Maaéritd suorakulmion, jonka kanta ja korkeus ovat eri suuret, symmetriaryhmé. Muodosta
saamasi ryhmén kertotaulu.

Ratkaisu. Suorakulmiolle on kolme symmetriaa identtisenkuvauksen lisdksi. Ne ovat peilaus
suoran A suhteen, peilaus suoran B suhteen ja kierto 180 astetta pisteen C' suhteen.
Merkitéén o:lla peilausta suoran A suhteen ja p:lla kiertoa 180 asteen verran pisteen C'

suhteen. Télloin peilaus suoran B suhteen on sama kuin po. Néin ollen symmetriaryhmé on
{Zda P, 0, /00} = D2-

Huomaa, etté tassd op = po eli ndiden tulojarjestyksen saa vaihtaa. Téman avulla
kertotauluksi tulee 0
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9. Millaisia symmetrioita on kirjaimilla A-Z? Piirra kirjaimet mahdollisimman symmetrisiksi.

10.

Ratkaisu. Kirjaimilla A,B,C,D,E,ILK,L,M,Q,T,U ja V on yksi peilisymmetria. Kirjaimilla
F.,G,J.P ja R ei ole mitdan symmetrioita. Kirjaimilla N,S ja Z yksi kiertosymmetria.
Kirjaimella Y kolme peilausta ja kaksi kiertoa, kirjaimella X nelja peilausta ja kolme
kiertoa. Kirjaimella O dérettéméan monta peilausta ja kiertoa. O

Madrita kuution symmetriaryhmé. Taittele alta itsellesi kuutio mita pyoritella.

Ratkaisu. Kuutiolla on 48 symmetriaa. Néista yhdeksan saa kiertdmalla kuutiota 90 asteen
verran minka tahansa kahden vastakkaisen tahkon keskipisteiden kautta kulkevan suoran
suhteen (3 erilaista).

Lisaksi voimme kiertdd kuutiota 180 astetta suorien, jotka kulkevat vastakkaisten sdrmien
keskipisteiden kautta kulkevien suorien suhteen, yhteensa 6 kpl. O

Edelleen voimme kiertda kuutiota 120 ja 240 astetta avaruuslavistdjien suhteen, naita
yhteensa 8 kpl. Jos lisdstdan edelld mainittuihin identtinen kuvaus niin kasassa on yhteensa
14+ 9+ 6+ 8 = 24 kiertoa. Tésséa onkin kaikki kuution kiertosymmetriat. Muut kuution
symmetriat saadaan samaan tapaan kuin tetraedrinkin tapauksessa (luennot) eli etsimélla
yksi kuution peilaus olkoon se o ja operoimalla ensin télla peilauksella ja sen jélkeen milla
tahansa edelld mainitulla 24:114 kierrolla saamme 24 uutta symmetriaa. Namé todellakin
ovat eri symmetrioita, silld jos olisi kaksi eri kiertoa p; ja po, joille pjo = pso niin
kertomalla oikealta o:lla (= 0~!) saamme ristiriidan p; = p,. Liséiksi o ei ole kierto joten
nain todellakin saadaan 24 uutta symmetriaa kuutiolla. Symmetrioita on yhteensa siis 48

kpl.



.....
A s




