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APPROBATUR 3 (MATP170)
Harjoitus 7, Ratkaisut

TYVASKYLAN YLIOPISTO

1. Kuvaa kirjaimen H symmetriaryhmé permutaatioiden avulla ja tee saadulle ryhmaélle

kertotaulu. (Nimeé tdta varten kirjaimesta symmetrian mielessé tarkeité kohtia numeroilla)

Ratkaisu. Numeroidaan kirjaimen H neljd sakaraa kuten kuvassa. Télloin kirjaimen H

symmetriat ovat permutaatioryhmén S, alkioita. Toisin sanoen
D(H) = {id, (13)(24), (14)(23), (12)(34)} .

Jos merkitédén p = (13)(24) ja o = (14)(23) niin

po = (13)(24)(14)(23) = (12)(34)
ja siten kyseisen symmetriaryhmé on toinen dihedraaliryhmé (Ds)

D(H) = {id, p,0,pc} = Ds.

Kertotaulu téalle tehtiin jo viime demoissa ja se ndyttdéd seuraavalta: (HUOM! op = po)
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2. [lmoita permutaatioiden avulla sdénnéllisen viisikulmion symmetriaryhmé. Kirjoita ndma

permutaatiot dihedraaliryhméné (ts. yhden kierron ja peilauksen tuloina).

Ratkaisu. Numeroidaan viisikulmion kéirjet numeroilla ja kuvataan kaikki symmetriat
viiden alkion permutaatioiden avulla eli ryhmén S5 alkioina. Viisikulmion symmetrioita

ovat siis kierrot
id, (12345), (13524), (14253), (15432)

ja peilaukset
(25)(34), (13)(45), (24)(15), (35)(12), (14)(23).



ja siten viisikulmion symmetriaryhmé on dihedraaliryhmé Ds, niinkuin pitikin olla. O

3. Maaritd 3 x 3 ja 4 x 4 shakkiruudukoiden symmetriaryhmét ja vertaa néitd. Nimed namé
syklisina-tai dihedraaliryhmina.

Ratkaisu. Annetuilla shakkiruudukoilla on seuraavat symmetriat

D(3 X 3) = {idang407p114807p124707UB7UC7UDaUE} = D4



ja
D(4 X 4) = {id,pEO,UB/,O'C/} = Ds.

4-5. Madrita seuraavien tasokiyrien symmetriaryhmét (kuviot jatkuvat samanlaisina koko
tasoon)

Y

Paraabeli Hyperbeli

Kaksoisparaabeli

Ratkaisu. Kuvan tasokéyrilla on seuraavat symmetriat identtisen kuvauksen liséksi:

e Paraabeli; peilaus y-akselin suhteen (Dy)

e Hyperbeli; Kierto 180 astetta pisteen (0,0) suhteen, Peilaus suoran y = x suhteen ja
peilaus suoran y = —x suhteen (Ds)

e Kosinifunktio; Peilaus suorien x = nw, n € Z suhteen ja siirto vektorilla (271, 0),

n€Z (Dy)

e Kaksoiparaabeli; Kierto 180 astetta pisteen (0,0) suhteen, Peilaukset x-ja y-akseleiden
suhteen (Ds)

O

6. Yhdistda kuution tahkojen keskipisteet janoilla ja piirrd avaruuskappale, jonka sarméat ovat
tasmaélleen ndmé janat. Mikd avaruuskappale ndin saadaan? Vertaile saadun kappaleen
kierto-ja symmetriryhmia kuution vastaaviin.

Todistus. Piirretdan kuvio kuution sisélle kuten tehtdvianannossa jolloi huomataan, etta
sinne muodostuu oktaedri eli saannéllinen monitahokas, jonka tahkot ovat tasasivuisia
kolmioita ja niitd on 8 kappaletta. Talla ja kuutiolla on samat kierto-ja symmetriaryhmét
(luennot), oktaedri on ns. duaalikappale kuutiolle.

O



7. Maaraa tiiliskiven (suorakulmio, jonka erisuuntaiset sirmét ovat eripituisia) kiertoryhmaé ja
edelleen koko symmetriaryhma.

Ratkaisu. Tiiliskivella on kiertosymmetriaa sen vastakkaisten tahkojen keskipisteiden
kautta kulkevien suorien suhteen 180 astetta (3 kpl). Kierrot avaruuslavistéjien tai
vastakkaisten sdarmien keskipisteiden kautta kulkevien suorien suhteen eivét ole
symmetrioita (vrt. kuutio). Néin ollen saimme kolme kiertoa, jotka voimme esittda
permutaatioiden avulla siten, etta

pr = (17)(28)(46)(35), p2 = (13)(24)(57)(68) ja ps = (15)(48)(26)(37).
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Niille pétee seuraavat p?, p3, p3 = id ja
p1p2 = (17)(28)(46)(35)(13)(24)(57)(68) = (15)(48)(26)(37) =

p
p1ps = (17)(28)(46)(35)(15)(48)(26)(37) = (13)(24)(57)(68) = ps
paps = (13)(24)(57)(68)(15)(48)(26)(37) = (17)(28)(46)( p
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Valitsemalla p = p; ja 0 = py saamme tiiliskiven kiertoryhmén muotoon
R(Tiili) = {id, p, 0, po} = Ds.

Koko symmetriaryhméan kuuluu tdmén lisdksi viela 4 peilausta, 3 kpl eri peilauksia
pokkileikkaustasojen suhteen ja yksi peilaus keskipisteen suhteen. Olkoot oo erds néisté,
talloin muut saadaan muodossa poy, 0o ja poos. O

8. Liimaa kaksi tetraedrid yhdestéd tahkosta yhteen. Méaraa saadun avaruuskappaleen
kiertoryhmé.



Ratkaisu. Otetaan kaksi tetraedrié ja liimataan ne yhdesta tahkosta kiinni toisiinsa. Jos
tdméan havainnollistaminen tuntuu lilan hankalalta niin leikkaa seitseméan tasasivuista
kolmiota kartongista ja kokoa itsellesi oma tuplatetraedri mitd pyoritelld. Nimetdéan tdmén
kappaleen kulmat kuten kuvassa numeroilla 1,2,3.4 ja 5. Kappaleella on kiertosymmetriaa
pisteiden 3 ja 4 kautta kulkevan suoran suhteen 120 ja 240 asteen kierrot. Huomaan, etta

tdama suora kulkee viliin jadvan tasasivuisen kolmion keskipisteen kautta. Lisdksi kappalella
on kiertosymmetriaa suoran suhteen joka kulkee pisteen 1 ja sdrmén 25 keskipisteen kautta
(180 asteen kierto). Samaan tapaan kiertosymmetriaa on myos pisteen 5 ja sdrmén 12
keskipisteen kautta kulkevan suoran suhteen 180 asteen kierron ja pisteen 2 ja sdrmén 15
keskipisteen kautta 180 asteen kierron verran. Yhteensa siis 1 + 2 + 3 = 6 kpl. Huomaa,
ettd tdma on samakuin tasasivuisen kolmion symmetriaryhma eli

R(tuplatetraedri) = Ds.

Téamén nikee myos nimedmalld p = (125) ja o = (25)(34). Téll6in kierto 240 astetta
akselin 34 ympéri on (152) = p?. Kierto 180 astetta pisteen 1 ja sirmin 25 keskipisteen
kautta kulkevan suoran suhteen on o, kierto 180 astetta pisteen 5 ja sdrméan 12
keskipisteen kautta kulkevan suoran suhteen on (12)(34) = (125)(25)(34) = po ja kierto
180 astetta pisteen 2 ja sdrmén 15 keskipisteen kautta kulkevan suoran suhteen on
(15)(34) = (152)(25)(34) = p*o. Niilld merkinnéillé siis

R(tuplatetraedri) = {id, p, p?, o, po, p*c}.

9. Maéaraa dihedraaliryhmén D3 kaikkien alkioiden kertaluvut.



Ratkaisu. Dihedraaliryhmén D3 voi kirjoittaa muodossa

Ds = {id, p, p*, 0, po, p*}.
Kertaluvut voi laskea suoraan toistamalla samaa kuvausta (kertomalla alkiota itselldén)
niin kauan, ettd saadaan identtinen kuvaus ulos. Tamé kertolaskujen lukumééra, joka
antaa identtisen kuvauksen, on alkion kertaluku. Muista, ettd p® = id ja 0 = id. Lisiksi
tarvitsemme tietoa, etti op = po.

Alkio Yhtalo Kertaluku
id id" =id 1
p P =id 3
I (P*)° = (p*)? =id 3
o o =id 2
po (po)? = pio? =id 2
p*o | (p*0)* = (po)* =id 2

O

10. Viimeinen arvoitus: Aapo ja Kaapo vasta ystavystyiviat Millan kanssa ja haluaisivat tietda
Millan syntymépéaivan. Milla antaa heille 10 vaihtoehtoa:

Milla kertoo Aapolle syntymékuukauden Toukokuu | 15 16 19
(mutta ei paivaa) ja Kaapolle paivaméadran Kesdkuu | 17 18
(mutta ei kuukautta). Heindkuu | 14 16

Elokuu 14 15 17

Tamén jalkeen Aapo sanoo: “En tiedd Millan syntymépéivad, mutta tieddn ettei
Kaapokaan tiedd”. Tahan Kaapo jatkaa: “Aluksi en tiennyt mikd Millan syntymépaiva oli,
mutta nyt tieddn”. Edelleen Aapo jatkaa: “Nyt myos miné tieddn mikd Millan
syntymépiivi, on”. Mikd Millan syntymépéivi on?*

Ratkaisu. Aapon kommentin “En tiedd Millan syntymépaivid, mutta tiedan ettei
Kaapokaan tiedd” perusteella voidaan automaattisesti hyldtd ne kuukaudet joissa on vain
yksi yksittdinen paivamaara eli téssé tapauksessa paivamadria 18 ja 19 vastaavat
kuukaudet, toukukuu ja kesdkuu. Kaapon jatkokommentin “Aluksi en tiennyt miké Millan
syntymapéaivé oli, mutta nyt tieddn” hénelle ei ole voitu kertoa paivaa numero 14 silla
muuten hén ei voisi tietdd Millan syntymépaivaa. Ja jos nyt edelleen Aapo jatkaa “Nyt
my6s mind tieddn mikd Millan syntymépéiva on” joten hénelle kerrottu kuukausi ei voi olla
elokuu silld hénellé olisi edelleen 2 vaihtoehtoa niinpéd kuukauden téytyy olla heindkuu ja
paivaméadrdan 16. Onko tdmé ainut tapa tulkita tehtava? O

ITamé arvoitus sai hijattain suurta huomiota sosiaalisessa mediassa, jossa viitettiin kyseisen tehtivin olleen
alunperin alakoululaisille tarkoitettu.



