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1. Permutaation o € S,, kertaluku on pienin positiivinen kokonaisluku £, jolle
of =id.

Tassd potenssimerkintéd tarkoittaa permutaatiokuvauksen yhdistamista k kertaa itsensa
kanssa. Tee seuraavat tehtavét:

(a) Minkilaisia kertalukuja esiintyy ryhmissi Sg?.! (2p)

Ratkaisu. Ensimméinen huomio on, ettd permutaation id kertaluku on 1. Samaan
tapaan huomataan, ettd 2-kierron (paikanvaihto) kertaluku on 2. Jos yleisesti o on
kierto, jonka pituus on [. Merkitdan

o= (kg ky -+ k)
jolloin tehdessé permutaatio o [ kertaa
ki kg = ko= k= k= kg ky
oli i ={1,...,l} mikd hyvénsa. Toisin sanoen
ol =id

eli kierron kertaluku on sen pituus. Permutaatioryhmén Sy alkiot voidaan aina esittaa
erillisten kiertojen tuloina, joten sen alkiossa voi esiintyé yksittéisia kiertoja, joiden
pituus 1 — 6 naistd saadaan kertaluvut 1 — 6. Liséki kahden 2-kierron tulo tai kolmen
3-kierron tulo esiintyy Sg:ssa, niiden kertaluvut ovat 2 ja 3. Kahden eripituisen
kierron tulo kuuluu ryhméén Sg, jos kiertojen pituudet pariutuvat seuraavasti:
2-kierto ja 3-kierto, 2-kierto ja 4-kierto tai 3-kierto ja 3-kierto. Naistd ensimmaisen
kertaluku on 6, toisen 4 ja kolmannen 3. Ryhmaéssa Sg esiintyy kertaluvut 1 — 6. O

(b) Osoita, etté jokaisen permutaation o € S, kertaluku on #érellinen.? (4p)

Todistus. Kuten edella olleessa tehtavissé osoitimme, [-kierron kertaluku on [.
Olkoonpa o € 5, mikd hyvénsa. Talloin luentojen lauseen perusteella o voidaan
esittda erillisten kiertojen tulona

O =TT " Tk.

Olkoon kierron 7; pituus [; € N. Valitaan luku [ = l1ly - - - I, eli | on kaikkien o:ssa
esiintyvien kiertojen kertalukujen tulo. Tehtévin tekemiseksi riittda nayttad, etta

ol =id.

IMieti kiertoja!
2Tshén vinkkeind seuraavat: Ensimmaéiseksi huomaa, ettd tehtévissa ei kysytd miké on pienin kertaluku. Toiseksi
kannattaa ensin miettid mikéd on kierron kertaluku ja sitten kiyttdd permutaatioiden esitysté kiertojen tulona.
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Huomaa, etté kierrot 7; ovat kaikki erillisié, jolloin voimme vaihtaa tulojérjestysta
miten haluamme ja voimme siten laskea seuraavasti

ol = Tlszl .. .T]i = (7'{1)l/l1(7'£2)l/l2 . (T,i’“)l/lk.

Koska 7; on kierto, jonka pituus on /; niin

kaikille 7 joten

Huomaa, ettéd edelld emme valttamatta loytdneet permutaation o kertalukua vaan
naytimme, ettd se on pienempi tai yhtasuuri kuin [. Itseasiassa kertaluku tulee
olemaan erillisten kiertojen pituuksien pienin yhteinen jaettava. Kannattaa miettia
erikokoisia hammasrattaita ja niiden pyorittamista takaisin alkuasentoon.

Pisteytyksessd muutettu alkuperiistéd jakoa, a)-kohta 2p ja b)-kohta 4p, silld tavalla, etta jos
a)-kohdan ratkaisu sisélsi olennaista tietoa b) kohdan padttelyista mutta itse todistus vain
uupuu niin on sakotettu vain 2p. Kohdaasa a) téysiin pisteisiin riittda jos laskee ldpi olennaisesti
erilaiset vaihtoehdot. Perustelut antoivat enemman pisteitd kuin toteamukset.



