Stokastikka I, harjoitustehtéivit 3, syksy 2010

1. Niytdmme etta stokastinen konvergenssi on aidosti heikompi kuin melkein
varmaa konvergenssia: Olkoon © = (0, 1] varustettu Borel o-algebralla
F = B((0,1]) tasaisella todennikdisyydella , siis P((0,¢]) = ¢, kun ¢ €
(0,1].

Maééaritellddn satunnaismuuttujen jono
Xn,k(w) = 1(k2—n7(k+1)2—n] (w) k= 0, ].7 ey (2” - 1)

jossa indeksit voidaan jarjestdd seuraavaksi: (n, k) > (m, h) jos ja vain jos
n>mtain=mjak>h.

Seuraa ettd Vw € (0, 1] kun (n, k) — oo jarjsteyksen mukaisesti,

lim li€nf Xpp(w)=0#1lm sup X,i(w)=1, ja

n,k— oo

P{w: X, >1/2}) =P((k27",(k+1)27"))=2"" - 0kun n — o0

Etsi jonolle (X, x(w),n € N,0 < k < 27) aliljono (X, xq) : | € N) jolla
Xn@), k) (w) = 0 P-m.v. kun [ — oo.

2. Osoitaettd d(X,Y) = Ep(1A|X —Y|) on metriikka (eli kolmion epéyhtilo
on voimassa), ja d(X,,X) — 0 jos ja vain jos X, £ x (stokastisen
konvergenssin mielessi).

3. Olkoon X (w) ~ N (u,0?), gaussinen
o Laske
mx(0) = Ep(exp(fX)) <oco VIR
e Laske X:n jakauman Esscherin muunnoksen jélkeen

Ep(exp(0X)1(X € A))

Py(X € A) = Ep(exp(0X))

4. Finanssi matematiikassa mallitaan osakkeen arvo S; log-normalisella ja-
kaumalla, siis

Si(w) = Spexp (WEX(M) — ;9%)

jossa Sp > 0 on osakkeen arvo hetkelld 0 ja X(w) ~ N(0,1), eli Pm
suhteen X (w) on standardi gaussinen jolla Ep(X) = 0 ja Ep(X?).

Europpalainen optio on satunaissmuuttuja H(w) = h(S;(w)),
Option hinta hetkelld 0 on ¢(¢, So, ) := Ep(h(St)).

Oleta ettd z — h(x) on derivoituva ja osoita etté c(t, Sp, 6) on derivoituva
parametrien suhteen.

Huomautus: Tiedoksi, osittais-integroinnilla voidaan myos luopua h:n
derivoituvuuden oletuksesta.



