Stokastikka I, harjoitustehtédvit 5, syksy 2010

1. Osoita:

e Kun X,Y € L*(P),

| X+Y |2+ X =Y |3=2| X|2+2] Y |2 (Suunnikkaan identiteetti)

1
Ep(XY) = ; (I X+Y 3| X-Y|3) (Polarisaation identiteetti)

e Normi || z | toteuttaa suunnikkaan identiteetti, jos ja vain jos po-
laarisaatio identitetti méarittele skalaari tulo (z,y) (bilineaarinen ja
positiivinen) jolla || z ||*= (z, z).

2. Todenn#kéisyys avaruudessa (€2, F, P), olkoon X (w) satunnaismuuttuja
jolla

e a) P(X €dx) =1(z > 0)exp(—z)dz, X on l-eskponentiaalinen
e b) P(X €dr)=r"1(1+2%)"'dz, X on Cauchy jakautunut.

Osoita ettd tapauksessa a) Ep(|X|) < oo jatapauksessab ) Ep(|X|) = o
Olkoon Y(w) = | X(w)] =max{n € Z:n < X(w)} € Z.

Laske tapauksissa a) ja b) ehdollinen odotusarvo

Ep(X|o(Y))(w) € R

Vihje Huomaat ettd o-algebra o(Y) on numeroituvasti generoitu, eli on
olemassa numeroituva F-mitallinen ositus joka virittdi o-algebraa.

3. Olkoon X (w) ja Y (w) Pariippumattomia ja tasaisesti jakautuneita vélissd
[0, 1], siis

P(X € dz,Y € dy) =1p,1() 10,1)(y) dz dy
Olkoon Z(w) = min(X (w), Y (w)) Laske ehdollinen odotusarvo Ep(X|o(Z))(w).
Vihje
Ep(Z|o(2)) = Ep(Ep(X|o(Z.1))|0(Z))

jossa I(w) := 1(X(w) < Y(w)) ja tietenkin o(Z,I) 2 o(Z).



