Stokastikka I, harjoitustehtivat 7, syksy 2010
Olkoon satunnaismuuttujat (U; : t € N) P-riippumattomia ja tasaisesti ja-
kautuneita valissa [0, 1], P(U; € dx) = 1jg 1)(z)dx. Silloin Ep(Uy) = 1/2.
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Osoita etté log(U;) € L*(P) laskemalla odotusarvoa Ep(log(Uy)).
Olkoon Zy =1

osoita ettd (Z;) on martingaali filtraatiossa F = (F; : t € N), jossa F; =
J(Zl,ZQ,...7Zt) = O’(Ul,UQ,...,Ut).

Osoita ettd Ep(Z;) = 1.

Mité johtopadtoksid voi tehdd Doobin martingaali konvergenssilauseen pe-
rustella ? Osoita ettd on olemassa P-melkein varmasti rajarvo Zo(w) =
limtﬂoo Zt (u))

Laske P-melkein varma raja-arvo
1
Jim = ;logwi(w))

Kolmogorovin vahva suurten lukujen lain avulla.

. Osoita etta

Zs(w) =0 P-melkein varmasti

Vihje Laske ensin P-melkein varma raja-arvo
1
tlim : log(Z(w))
Osoita ettii Z;(w) ei suppene L*(P)-mielessii kohti Z.(w).

Osoita ettd martingaali (Z;(w) : t € N) ei ole tasaisesti integroituva

Osoita etté log(Z;(w)) on ylimartingaali ja selitd miksi Doobin martingaali-
konvergenssi lause ei sovellu siihen.

Koska Z;(w) > 0 on Fi-mitallinen, ja Ep(Z;) = Ep(Zy) = 1, seuraa ettd
Qt(A) = Ep(ZfJ.A) VAEJ:t

on todennikoisyysmitta todennékoisyysavaruudessa (€2, F).

Osoita ettd satunnaismuuttujat (Uy,...,U;) ovat rippumattomia ja sa-
moin jakautuneita myos @;:mitan suhteen, ja laske niiden tiheysfunktio
@ mitan suhteen.

Osoita ettd satunnaismuuttuja —log(U;(w)) on 1-eksponentiaalisesti ja-
kautunut P-mitan suhteen, eli

exp(—z kun z >0
P(—log(U1)>x):{1p( ) kunxz()



