
Stokastikka I, harjoitustehtävät 7, syksy 2010

Olkoon satunnaismuuttujat (Ut : t ∈ N) P -riippumattomia ja tasaisesti ja-

kautuneita välissä [0, 1], P (U1 ∈ dx) = 1[0,1](x)dx. Silloin EP (Ut) = 1/2.

1. Osoita että log(U1) ∈ L1(P ) laskemalla odotusarvoa EP (log(U1)).

2. Olkoon Z0 = 1

Zt(ω) = 2t
t∏

s=1

Us(ω)

osoita että (Zt) on martingaali �ltraatiossa F = (Ft : t ∈ N), jossa Ft =
σ(Z1, Z2, . . . , Zt) = σ(U1, U2, . . . , Ut).

3. Osoita että EP (Zt) = 1.

4. Mitä johtopäätöksiä voi tehdä Doobin martingaali konvergenssilauseen pe-

rustella ? Osoita että on olemassa P -melkein varmasti rajarvo Z∞(ω) =
limt→∞ Zt(ω).

5. Laske P -melkein varma raja-arvo

lim
t→∞

1
t

t∑
i=1

log(Ui(ω))

Kolmogorovin vahva suurten lukujen lain avulla.

6. Osoita että

Z∞(ω) = 0 P -melkein varmasti

Vihje Laske ensin P -melkein varma raja-arvo

lim
t→∞

1
t

log(Zt(ω))

7. Osoita että Zt(ω) ei suppene L1(P )-mielessä kohti Z∞(ω).

8. Osoita että martingaali (Zt(ω) : t ∈ N) ei ole tasaisesti integroituva

9. Osoita että log(Zt(ω)) on ylimartingaali ja selitä miksi Doobin martingaali-

konvergenssi lause ei sovellu siihen.

10. Koska Zt(ω) ≥ 0 on Ft-mitallinen, ja EP (Zt) = EP (Z0) = 1, seuraa että

Qt(A) := EP (Zt1A) ∀A ∈ Ft

on todennäköisyysmitta todennäköisyysavaruudessa (Ω,F).

Osoita että satunnaismuuttujat (U1, . . . , Ut) ovat rippumattomia ja sa-

moin jakautuneita myös Qt:mitan suhteen, ja laske niiden tiheysfunktio

Qt mitan suhteen.

11. Osoita että satunnaismuuttuja − log(U1(ω)) on 1-eksponentiaalisesti ja-
kautunut P -mitan suhteen, eli

P (− log(U1) > x) =
{

exp(−x) kun x ≥ 0
1 kun x < 0
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