Stokastikka I, harjoitustehtivit 8, syksy 2010

1. Todennikdisyysavaruudella (Q, F, P) olkoon {X, (w) : n € N} riippumat-
tomia ja samoin jakautuneita jossa

Olkoon S, (w) = X1 (w) + Xo(w) + -+ X, (w) mneN.

Olkoon p < a < 1. Osoita suurten poikkeamien yliraja:

na n(l—a)
P I—p
P(Sn>cm) < <a> <l—a>

_ exp{—n(alog(:) +(1-a) 10g(1 _2))}

= exp{—nK(P,|P,)}

jossa (tiedoksi vaan, tita tietoa ei tarvitse kiyttaa )

s = 5 AL

on P,m suhteellinen entropia P,:n suhteen.

Vihje: kun 6 > 0
P(S, > an) = P(exp(#S,) > exp(fan))

Kaytetddn ensin Chebychevin epdyhtiloa ja sitten optimoidaan 6:n suh-
teen.

2. Olkoon S, = 1(X;+---+X,,) jossa X; ovat P-riippumattomia ja samoin
jakautuneita.
Laske Cramerin lauseen avulla
1 _
— lim —log P(Sy, > x)
n—oo n
silloin kun
e X;(w) on l-eksponentiaalinen, eli P(X; > ) = exp(—z) kun = > 0.
Huomaat ettd Ep(X;) =1>0
e X;(w) = G(w)?jossa G(w) on standardi gaussinen, Ep(G) = 0, Ep(G?) =
1.
e X;(w) on Poisson(\) jakautunut, eli
k

P(Xy=k)= exp(—/\)% kun k € N

3. Olkoon U(w) tasaisesti jakautunut [0, 1] vilissd, ja (X; : ¢ € N) jono eh-
dollisesti riippumattomia satunnaismuuttujia o-algebran o(U):n ehdolla,
jolla Vm, f1,..., fn

Erlfi(30) - Xl @)w) = { T] E(i6+ )

u=U(w)



jossa G on standardi gaussinen jolla E(G) = 0,E(G?) = 1. Toisin sa-
noen, X; ovat ehdollisesti rippumattomia ja gaussisia samalla ehdollisella
odotusarvolla U(w) ja ehdollisella variansilla 1.

Olkoon S,, = %(Xl + 4+ X))
Laske

1 _
lim —— log P(S,, > )
non
Vihje Laske ensin
. 1 =
hm—ﬁ log P(S,, > z|U = u)

ja huomaat etti
t —_
P(S,, > x) :/ P(S, > z|U = u)du
0

Olkoon I(z|U = u) ehdollisen jakauman vauhti funktio
Kéaytd Taylorin approksimaatiota: kun u € [0, 1]

2

. 10
I(z|u) ~ I(z|U = 0y) + §%I(x‘U = u)

(u — tig)?

U=Ug

jossa

s .
Uy arguren[(l)r’ll] (z|w)

. Osoita ettd kun h : R — R

h(z) + h(y)
2

r+y
2

w1 <

h(z) on konveksi. (Emme oleta ettd h olisi ei-viheneval)



