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1 Esitiedot edellisistd todennikoisyys- ja mitta-
teorian kursseista

1. Charatheodoryn laajennus lause

. Dynkinin lause todennikoisyyden laajennuksen yksikasitteisyydesté
. Odotusarvojen monotonisen konvergenssin lause

Tulo avaruudet, Fubinin lause ja riippumattomuus

Borel-Cantellin lemmat

> ok wow

Mitan-vaihto kaava odotusarvolle : Radon-Nykodim lause (todistetaan
my6hemmin td4ll4 kurssilla)

2 Todennikoisyys darettomissi tulo-avaruuksissa:
satunnais-jonot ja stokastiset prosessit

Jatkossa tyoskentelemme todennikdisyysavaruudessa (€2, F, P) joka on tarpeek-
si rikas siséltdmasan P-rippumattomien satunnaismuuttujen jonoja (X, (w) : n €
N). Haluamme varmistaa ensin etti selldinen on olemassa.

Esimerkiksi jono P-riippumattomia kolikon heittoja (X;(w) : i € N) joilla
Sille d&rellinen tuloavaruus €, = {0,1}" varustettuna tulomitalla P"* :=
P ®---® P, el riita.

2.1 Kolmogorovin laajennuslause

Vaikka tdssd kurssissa todennikoisyysmittojen jonon tulomitan olemassaolo tu-
loavaruudessa riittaisi meille hyvin pitkille,

todistamme saman tien Kolmogorovin laajennuslausetta, joka koskee mieli-
valtaisia tuloavaruuksia, eiké rajoitu tulomittoihin.

Todistuksessa ei kidytetd muuta kun Caratheodoryn laajennuslauseetta ja
pientd kompaktisuus-argumenttia.

Vaikka jatkossa me esitdmme aina kun on mahdollista probabilistista todis-
tusta, tdssd vaiheessa emme voi vilttid kokonaan analyyttisia argumentteja.

Maaritelma 2.1. Todenndkdisyysavaruudella (2, F) satunnaisprosessi on sa-

tunnaismuuttujen perhe (X, :t € T) jossa T on mielivaltainen indeksijoukko, ja
Xt (LU) € Rd.

Esimerkiksi T € {N,R"T,Q",Z, R, Q} voisi olla aikaparametri, diskreetti tai
jatkuva.

Masritelmi 2.2. Adrellisulotteisten todenndkdisyysmittojen perhe R:ssa on
(Ptl,‘..,tn ZB(R”) — [O, 1]7 ’I’LeN,tl,...,tn ET)

on yhteensopiva , jos



Ptl,...,tn (Al X X An) = Pt,\.(l),‘..tﬂ.(n) (Atw(l) s X Atﬂ.(n))
Yn €N, Ay,... A, € B(R),t1,...,t, €T, V permutaatiolle 7

P, (A1 x -+ x Ap) =P, (A1 x -+ x A, xR)

et

cotnytnga
Korostamme etti seuraavassa lauseessa indeksijoukko T on mielivaltainen.

Teoreema 2.1. (Daniell-Kolmogorov,1933) Olkoon

n=1

yhteensopiva perhe darellisulotteisista todenndkdisyysjakaumoista R:ssa, indek-
sijoukolla T.

On olemassa yksikdsitteinen todenndkdisyysmitta P tuloavaruudella Q = RT
varustettuna tulo-topologian virittimdlld sylinterien o-algebralla o(C),

jolla ¥n € N, tq,...,t, € N, B, € B(R"),

P({w eRT: (wiy,...,w,) € Bn}> =Py, 4. (By) (2.1)

Sen lisiksi kanoniset kuvaukset w — X;(w) := wy kun w € Q = RT muo-
dostuvat stokastinen prosessi (X¢(w) : t € T) jolla on annetut ddrellis-ulotteiset
jakaumat

P({w (X (W), .., Xy, (W) € Bn}) =P, .1,(Bpn) (2.2)

Todistus
Tuloavaruuden = RT jisenet ovat kuvaukset ¢t — w; € R.
o(C) on pienin c-algebra jolla kaikille ¢ € T kanooniset kuvaukset

wr Xi(w) = wy

ovat (,0(C)) — (R, B(R)) mitallisia.
Madritellddn algebra C joka sisdltdé sylinterit

C = {wERT:(wtl,...,wtn) EBn}

jossan € Nyty,...,t, € N, B, € B(R").
Kaava (2.1) méérittelee kuvauksen P: C — [0, 1].

Yhteensopivuuden oletuksesta seuraa ettd P(C) on hyvin mairitelty, siis ei
riipu sylinterin C'n esityksesta.

Koska kahdelle sylintereille 16ytyy esityksid yhteiselld indeksijoukolla, ja kos-
ka dérellis-ulotteiset jakaumat ovat todennékoisyydet, ei ole vaikea osoittaa etté
kuvaus P : C — [0, 1] on &érellisesti additiivinen.



Kun osoitamme ettd P on my6s o-additiivinen C algebrassa, Charatheodo-
ryn laajennuslause astuu voimaan ja P voidaan laajentaa yksikisitteisesti o-
additiiviseksi todennakdisyysmitaksi joka on mééritelty o-algebrassa o(C).

Eli jai osoitettavaksi viite:
jos {C}, : n € N} C C on sylinterien jono jolla

Cn 2 Cppa¥n, ja () Cn =0,
neN

seuraa lim,,_, P(C},) = 0.
Vastaoletuksella C,, 2 C,+1 ja P(C,,) > & Vn jollekin € > 0 , ndytdmme ettd

N C #0.

neN

Valitsemalla sopivasti sylinterien esityksid ja mahdollisesti toistaamalla sy-
lintereita jonossa, voidaan aina rakentaa indeksijonoa (¢,) C T ja sylinterijono
{D,, : n € N} jolla on esitys

D, = {weRT D (weyy e, we) EAn}

jossa D D Dpi1Vn, A, € B(R™), A, x R D A, 11Vn, ja kaikille m € N on
olemassa n jolla D, = C,,.

Seuraa ettd P(D,,) > e > 0 Vn ja

Koska P, . ., on todenndkdisyysmitta R"™:ssa ja siksi o-additiivinen, ja A,
on Borel mitallinen, on olemassa suljettu joukko F,, C A,, (katso tehtéivé jolla

Pt17"'7t71, (ATL \Fn) < 52771 .

Valitsemalla tarpeeksi suurta origo-keskeistéd palloa B(0,r,,), 16ytyy myds kom-
pakti K, = (F, N B(0,r,)) C A, jolla edelleen

Ptl,...,t” (An \Kn) = P(Dn \Gn) < 52_n

jossa

G, = {w S RT : (wtl""7wtn) € Kn}

Koska nam3 eivit valttdmattd muodosta vihenevid jonoa, otamme leikkaukset

G,= () Gm= {wERT:(wtl,...,wtn) eK,g}
m=1

jossa



ovat kompakteja (kompakti ja sulijetun joukon leikkaus on kompakti).
Seuraa G;, 2 G}, .1, ja (K], xR) D K| ;.
Tasta seuraa

Py .1, (K, =P(G,

Pth---,tn (An) - Ptl,“.,tn <

> P(D,) — ]P’(Dm\Gm)ze—ZEQ_m>g>0
m=1

m=1

jossa kiytettiin vastaoletusta P(D,,) > ¢.

Siksi Vn, 3™ ... 2y e K/ £ 0.

Koska jono G/, ei kasva, seuraa etti (xgn)) CK|CR

K/ on kompakti, siksi on olemassa suppeneva alijono xgnl) — 7 € Ki.

Myos alijono (xgm),x(;”)) C K, ja on olemassa suppeneva alijonon alijono
jolla on raja (z7,73) € Kj C R?,

Induktiivisesti 16ytyy jono (z) jolla (x3,...,z%) € K/, CR"™ Vn.

Joukot

D*:{wERT:wtn:x; Vn}C ﬂG;Q mDnzﬂCn
n€eN neN neN

eivit ole tyhjia O

Seuraavaksi niytdmme ettd Kolmogoroviin lause on voimassa silloin kun
prosessi X;(w) saa arvot hyvin yleisemmaissa avaruudessa.

Maiaritelmé 2.3. Borelin avaruus (5,S) on todenndkdisyys avaruus joka
on kuvattavissa mitallisen bijektion kautta (jolla on myds mitallinen kddnteis-
kuvaus) johonkin ([0,1], B([0,1]))-avaruuten mitaaliseen joukkoon.

Seuraus 2.1. Kolmogorovin laajennuslause soveltuu myds tuloavaruuteen ST

kun (S,S) on Borelin avaruus (esimerkiksi R?), mielivaltaisella indeksijoukolla
T.

Todistus Olkoon f : S — B € B([0,1]) mitallinen bijektio,

ja (Py,..t, :n € Nyt; € T) on yhteensopivien ddrellisulotteinen jakaumien
perhe Borel avaruudessa S.

VYneN, By,...,B, € B([0,1])

Qtr,t (B1 X X € By) =Py 4 (F7HB1) x -+ x f71(By))



jossa mitallisuudesta seuraa f~1(B;) € S, médrittelee yhteensopiva direllisu-
lotteisten todennikoisyysjakaumien perhe R:ssa, (koska m-ulotteiset suorakul-
maiset joukot muodostuvat Dynkinin d-luokan joka virittda koko tulo o-algebra
B(R™) ).

Kolmogorovin laajennuksen perusversio [2.1] soveltuu, on olemassa todenna-
koisyysmitta P ja stokastinen prosessi (Y;(w) : ¢ € T) kanonisessa avaruudessa
Q = RT jolla

]PJ(}/tl (UJ) € Bl7 .. 7)/tn(w) € Bn) = Qtl,...,tn(Bl X X Bn)
= Pryt (F7H(B1) X -+ x f7H(B))

Seuraa tisti X;(w) := f~1(Yi(w)), on stokastinen prosessi joka saa arvot Borel
avaruudessa (5, S) ja

P(Xy (w) € S1,..., Xy, (w) € Sp) =P(Yy, (w) € f(S1),..., Y, (w) € f(Sn))
= Qty,. i, (f(S1) X oo X f(Sn)) = Py, (S1 X -+ x Sp) O

Tehtidvi 2.1. Separoituva metrinen avaruus (S, d) varustettuna Borelin o-algebralla
(metrisen avaruuden avoimien joukkojen virittamda) on Borelin avaruwus.

Todistuksen linja (ei viety loppuun asti) : Metrinen avaruus on sepa-
roituva kun on olemassa numeroituva jono {y, }nen joka on tihed S:ssa metrisen
topologian suhteen, eli Vo € S on olemassa alijono {yn, }ren jolla d(yn, ,x) — 0.

Tamén alijonon kautta voidaan koodata jokaisen pisteen x € S “osoiteetta”
yksikasitteisesti bindirijonolla.

Kyseinen kuvaus voidaan rakentaa seuraavasti: olkoon

Nj 1= argming <,,, <ok {d(Ym, )}

jossa kiytetddn {y,} jonon jirjestystd silloin kun minimi ei ole yksikésitteinen.
Selvasti y,, — «.
Koska nj, < 2%, sen binééri kehitelmé

k—1
ne =y n¥2m, g% e {0,1}
m=0

voidaan koodata sanalla n®) = (n{", .. ,n,(c]i)l) € {0,1}%).

Yhdistimilld toisen perdin sanat n*) k € N saadaan bin#iri jonoa joka
vastaa taas jonkun luvun u(z) € [0, 1] binddri-kehitelma. Kuvaus = — u(x) on
injektiivinen, ja ei ole vaikea osoittaa etté se on mitallinen, ja sen ki&nteiskuvaus

u™! : uw(S) — S on myds mitallinen, silloin kun (S,d) varustetaan Borel o-

algebralla B(S).
Huomataan ettéd

Ap={z e S:ng(x) =1} € B(S),

kuvautuu johonkin dyadisten vélien yhdisteseen joka kuluu o-algebraan B([0, 1]).
Dyadiset vilit (1277, (1 +1)27%] , k € N,0 < [ < 2* virittéviit B([0, 1]).
J&i osoitettavaksi ettd o (A, k € N,0 <1< 2%)=B(S) O

Esimerkki 2.1. R? D Q% on Borel avaruus. Kolmogorovin laajennus soveltuu
myds vektoriavoisille prosesseille.



2.2 Tehtavit

1. Osoita: jos B € B(R), Ve > 0 ja VP todenndkoisyysmittoja avaruudessa
(R, B(R)), on olemassa olemassa avoin joukko U ja suljettu joukko F jolla
FCBCU,jaP(U\F)<e.

Vihje Olkoon A kokoelma joukoista joilla on kyseinen ominaisuus. Osoita
ettd A on o-algebra joka siséltdd suljetut joukot, ja siksi sisaltad kaikki
Borelin joukot. Kayta o-additiivisuutta !

2. Olkoon (5, S) Borelin avaruus, ja K(x,dy) a todenndkéisyys-ydin, joka on
kuvaus K : S x § :— [0, 1], jolla

(a) Vz € S kuvaus A — K(z, A) on todennikoisyysmitta.
(b) VA € S, kuvaus x — K (x, A) on mitallinen.

e Olkoon z € S. Soveltakaa Kolmogorovin lajennuslausetta osoitta-
malla ettd on olemassa todenndkéisyysmitta P, jono avaruudessa
Q = SN ja stokastinen prosessi (X;(w) = wy, t € N) joilla kaikille
n, Al,...,An es,

Pz <X0(UJ) € Ao,Xl(w) S Al, e ,Xn(u)) S An> =

14,(2) / K(zp_1,de,)K(2p—2,dxn_1) ... K(x,dx)
Ap X XApn_1XApn

e Olkoon w(dx) todenndkdisyysmitta (S,S). Osoite ettd on olemas-
sa todennikdisyysmitta P, jonojen avaruudessa Q = SN ja satun-
naismuuttujen jono joilla (X;(w) = wy, t € N) satisfies for all n,
Ag,Aq,..., A, €S,

P, (Xo(w) S Ao,Xl(u)) S A17. . ,Xn(w) S An) =

/ K(xp_1,dz,)K(xp—o,dxn_1) ... K(xo,dz1)7(dxo)
AgXA1 X XA, _1 XA,

(Xi(w) : t € N) kutsutaan Markovin prosessiksi alkujakaumalla 7 (dx)
ja siirtymaytimelld K (x,dy).

e Olkoon
K"(z,dy) =P, (X, €dy),neN (2.3)

Osoita ettd K™ (x,dy) n € N ovat todenndkdisyys-ytimié jotka to-
teuttavat Chapmanin-Kolmogorovin yhtilo: Vm,n € N

K"+m(x,dy):/K"(x,dz)Pm(z7dy) (2.4)
s



3 Mitanvaihto kaava odotusarvolle

Kaytamme seuraavat pikanotaatioita silloin kun selvii ettd on kyse satunnais-
muuttujasta eikd tapahtumasta:

Olkoon X (w) satunnaismuuttuja.

Jos X on F-mitallinen merkitdéin X € F, tai X € L°(Q, F).

Jos X € F ja X (w) > OVw merkitdin X € F+.

Jos X € F ja X(w) > 0 P-m.v. merkitisin X € L9 (Q, F).

Kun

X(@) = Y wila, @)

jossa x; € R ja A; € F, sanotaan ettd X on yksinkertainen satunnaismuut-
tuja ja merkitsemme X € YF. Merkisten myos YFt = YFNF+.

Todennikéisyys avaruudessa (£2, F, P), olkoon satunnaismuuttuja Z(w) > 0
P-melkein varmasti jolla 0 < Ep(Z) < oo, josta seuraa my6s P({w : Z(w) >

0})>0.
Mééritellddn uusi todenndkdisyysmitta @ : F — [0, 1]
Ep(Z14)
A)=—"""2 VAcF

@ on todenndkéisyysmitta: Selvisti on additiivinen ja Q(2) = 1. Osoitamme
ettd on myds o-additiivinen: kun A4,, 1 Q, (eli 4, C 4,41 ja |J A, = Q), myos
n

Z(w)la, (w) T Z(w) P-melkein varmasti. Monotonisen konvergenssin lauseesta
(?7) seuraa
Q(An)Ep(Z) = Ep(Z14,) 1 Ep(Z2) =Q(Q)Ep(Z) = Q(An) 11
Voidaan my6s kiyttdd normalisoitua muuttujaa
> Z(w)
Z(w) =
) Ep(Z)

jolla Ep(Z) = 1, ja kirjoittaa Q(A) = Ep(Z14).
Teoreema 3.1. YA € F P(A) = 0 = Q(A) = 0. Sanotaan ettd QQ on
absoluuttisesti jatkuva P:n suhteen, ja merkitidin QQ < P.
Tod. kun P(A) =0, Z(w)1a(w) = 0 P-melkein varmasti.
Teoreema 3.2. Kun X € F+, (eli X(w) >0 P-m.v. ja F-mitallinen) ,

Eqo(X) = %5522))7

ja X € LY (0, F,Q) jos ja vain jos (XZ) € L*(Q, F, P).

Tod. Kun X (w) € YFT, viite seuraa suoraan mééritelmésti ja odotusar-
von lineaarisuudesta. Kun X € FT on olemassa jono {X,} C YFT jolle
0 < X, (w) < X(w) Yw. Soveltamalla Monotonisen konvergenssin lauseen kaksi
kertaa @ mitan alla ja P mitan alla, seuraa ettd Eq(X,,) T Eqg(X) ja

_ Ep(X,Z) , Ep(XZ)
EoXn) = "E7y | Ee2)

1 O



Esimerkki 3.1. Fhdollinen todenndkdisyys
Olkoon B € F jolla P(B) > 0, ja suoritamme mitan vaihdon satunnais-
muuttujalla Z(w) = P(B) '1p(w), saadaan

P(AIB) == Ep(Z14) = EP;;;B) - P(ﬁ(;f) . AerF

Kuvaus P( - |B) : A € F — P(A|B) € [0,1] on todennikdisyysmitta, joka
kutsutaan ehdolliseksi todenndkdéysyydeksi ehdolla B tapahtuman.
Hajotelmasta

P(AN B) = P(B)P(A|B) = P(A)P(B|A)

on paljon hyétyd monimutkaisten tapahtumien todenndkdisyyksien laskemisessa.
Satunnaismuuttujan X € L*(P) ehdollinen odotusarvo ehdolla B tapahtu-
man on

Ep(X1p)

Ep(X|B) = =50

Huomaamme etti tdssi vaiheessa ehto P(B) > 0 on vdltt@mdtin. Miten eh-
dollisen odotusarvon kdsite yleistyy P-nolla mittaisille tapahtumille B ¢ Vastaus
esitetaan kurssin loppupuolella.

Olemme rakentaneet mitan Q < P satunnaismuuttujan Z € L!(P) avulla.
Témé tulos kiléintyy toisinpdin, kun Q < P on olemassa 0 < Z(w) € L'(P)
jolle mitanvaihto kaava Q(A) = Ep(Z14) on voimassa.

Teoreema 3.3. (Radon-Nikodym lause) Todenndkdisyysavaruudessa (2, F) ol-
koon P,Q todenndkdisyysmittoja (yleisemmin P voisi olla o-ddrellinen mitta),

f
joilla Q(A) = 0 aina kun A € F ja P(A) = 0 (merkinti: Q < P). Silloin on
olemassa satunnaismuuttuja 0 < Z(w) € L'(Q, F, P) jolle Ep(Z) =1 ja

Q(A) = EP(Z]_A) VAe F

Z(w) on yksikasitteinen vailla P-nolla joukkoja. Merkitidn

_

2) = @),

joka kutsutaan uskottavuus-osamddriksi (engl. likelihood ratio) tai Radon-Nikodym
derivaataksi.

R-N lause todistetaan kurssin loppupuolella martingaalien avulla.

Mitanvaihto-kaava saa muotoa
_ _ aQ
Po(¥) = | X(@)QUw) = [ X() ) P(d)

Maiiritelmd 3.1. Todenndkdisyysavarvudessa (2, F) todenndkdisyysmitat P
ja P’ ovat singulaarisia (merkintd: P L P'), kun on olemassa A € F jolla
P(A)=0ja P'(A) =1.



Esimerkki 3.2. Todenndkdisyys avarvudessa (2, F, P) olkoon F = o(X) jossa
X(w) on standardi-gaussinen satunnaismuuttuja jolla E(X) = 0, EB(X?) = 1,
eli

2
P(X edx) = \/%exp(—%)dx

Olkoon P’ toinen todenndkdisyysmitta jolla
1 (z — p)?
——exp(———)dx
= exp(——5—)
Laskemme uskottavuusosamddrdt

dP’ . dP 1
=W i 20 = ) = g

P'(X; € dz) =

Z'(w)

R-N lauseesta seuraa ettd Z'(w) on o(X) mitallinen, siksi on olemassa Borel
mitallinen kuvaus z : R — R jolla Z'(w) = /(X (w)) (tehtivél1]).
Silloin, kaikille Borel mitallisille funktioille f(x) >0

1 (@ —p?\ - /
Var / f(@) exp(="—5—)dz = Ep (f(X)) = Ep((X)Z')
= Ep(f(X)Z (X)) = \/%77 /R f(x)2 (x) eXP(‘%)dx
josta seuraa
#(z) = exp(px — %MQ),

7'w) = exp(uX (@) ~ 34?)

Koska Ep(Z') =1, seuraa
1
Ep(exp(uX)) = exp(51%)

3.1 Lebesguen hajotelma

Olkoon P, P’ todenndkdisyysmittoja todenndkoisyysavaruudessa (€, F), joilla
el vilttdmattd P <« P’ tai P’ <« P.

Q = (P + P’) on todennikdisyysmitta jolla selviisti P < Q ja P’ < Q
o-algebrassa F.

R-N lauseesta seuraa ettd uskottavuusosamairit

_dr
-%

ovat olemassa, ei-negatiivisid ja F-mitallisia.
Huomataan ettd koska Vw

24P 24P’ d(P + P')

F ) ey @ T R ) @) =

@i ¢ =

((w): (@),

(W) + W) =5



ja ((w) > 0,¢'(w) > 0 seuraa

(@) <2,0@ <2 Qmy, ja QUw: (W) =0}n{w: ) =0})=0.
Maéaritellddn Vw € Q

_dp ~ ((w) _dP'

A=) = ¢'(w) ja Z'(w) = p @) = (W)~ Zw)

jossa 0/0 saa mielivaltainen arvo, esimerkiksi 0.
Mitan-vaihto kaavan yleistys on

Ep(X)=Ep(XZ')+ Ep/(X1(¢ =0))
kun X € F*T.
Todistus
Ep(X)=Ep (X{1({ > 0)+ 1(¢ =0)}) = Eq(X¢{'1(¢ > 0)) + Ep/ (X1(¢ = 0))

= Eqg (ngl(g > 0)) + Ep (X1(¢=0)) = Eq(XZ'¢) + Ep/ (X1( = 0))

=Ep(XZ')+ Ep/(X1(¢ =0)) = Ep(XZ') + Ep+ (X)
jossa
PH(dw) := 1(¢(w) = 0)P'(dw)

Siis

P'(dw) = Z'(w)P(dw) + 1(¢(w) = 0)P'(dw) = Z'(w)P(dw) + P~ (dw)

P ja P ovat singulaarisia, koska joukolle A := {w : {(w) = 0} piitee

P(A) =0ja PX(A) = PH(Q)

Koska P-(Q)+ Ep(Z') = P'(( =0)+ Ep(Z') = 1, P* on todennikdisyysmitta

jos ja vain jos P L P, (silloin P+ = P’). Myds Ep(Z') <1ja Ep(Z') =1 jos
ja vain jos P’ < P, silloin P+ = 0.

3.2 Harjoitukset

1. Olkoon X (w) satunnaismuuttuja todennékosyysavaruudessa (2, F), ja ol-
koon Z(w) o(X)-mitallinen satunnaismuuttujal.

Osoita ettd on olemassa Borel mitallinen kuvaus z € R — z(z) € R jolla
Z(w) = 2(X(w))-

2. Todenn#koéisyys avaruudessa (§2, F, P) olkoon X (w),. .., X, (w) P-rippumattomia
ja samoin-jakautuneita standardi-gaussisia satunnaismuuttujat joilla
P(X, € de) = exp(-Z)de i=1
i €dr) = —exp(——)dx i=1,...,n
’ V2T 2
Olkoon P’ toinen todenndkéisyysmitta jolla X (w),..., X, (w) ovat P’-
rippumattomia ja gaussisia samoinjakautuneita, jossa

M)dm i

1
/ . —_— p—
P'(X; edx) = mexp( 3

=1,...,n
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Kun F = o(Xy,..., X,,) laske uskottavuusosaméirit

7@ =Pw 2= w

. Todennikdisyys avaruudessa (€2, F, P), olkoon (X;(w) : t € N) R-arvoinen
Markov prosessi jolla on alkujakauma

P(Xy € dz) = 7(dx)

ja siirtymaydin K(z,dy).

Olkoon P’ toinen jakauma jonka suhteen (X;(w) : t € N) on myos Markov,
alkujakaumalla P'(Xy € dz) = n'(dx) ja siirtyméaydimelld K'(z, dy).

Oleta: @ < mjaVr € R K'(z,) < K(z,-)
Kun F, =o(Xy,...,X,), laske R-N derivaatta

dP’
- dP

Zn (W) o (W)

Fn

jossa P| 7 on todenniikdisyys P rajoitettuna o-algebraan F,, ja R-N

lause sovelletaan todennikdisyysavaruudessa (2, Fy,, P), josta seuraa ettéd
Zy,(w) pitdd olla F,,-mitallinen.

. Olkoon Xy(w) € N, P(Xo(w) =k)=n(k) k€N, ja

Xi—1(w)

Xiw) = D Yir(w) =D 1k < Xp1(w))Yer(w)

k=0 k=0
jossa s.m. (Xo,Y; x(w) : t,k € N) ovat P-riippumattomia ja
P(Y,;=k)=pk) keN VtieN

Prosessi (X, : t € N) on diskreettiaikainen haarautumisprosessi, alku-
jakaumalla 7 (k) ja jilkikasvun jakaumalla p(k).

e Osoitaettd (X; : t € N) on Markov prosessi, siirtyméytimelld K (I, m) =
P(Xt = m|Xt_1 = l)

Olkoon P’ toinen todennidkoisyys jolla (X;) on haarautumisprosessi alku-
jakaumalla 7’ (k) ja jalkikasvun jakaumalla p’(k), siirtymé&ytimelld K'(I,m) =
P/(Xt = m‘thl = l)

Oletamme
k) =0=7'(k)=0 ja pk)=0=p(k)=0

Olkoon F,, = o(X1,...,X,).
e Laske R-N derivaatta

4P’
Zn(w) = 55

Fn (w)

Fn

11



4  Stokastinen konvergenssi

Lemma 4.1. (Ensimmdinen Borel-Cantellin lemma).

o0

Z P(A,) <oo = P(limsup 4,) = P({w: w € A, ddrettémdsti monille n:lle }) =0
n=1 n

Lemma 4.2. (Fatou lemma) Kun X,,(w) > 0 P-melkein varmasti Yn € N,

0< Ep (limiann) < liminf Ep (Xn)

Timé seuraa myds kun X,(w) > Z(w) Vn € N P-melkein varmasti, jossa
EP(Z_) < +o0.

Maiéritelmé 4.1. Olkoon X (w), X,,(w),n € N satunnaismuuttujat. Sanotean
ettd jono (X,,) suppenee stokastisesti (tai todenndikoisyyden mielessi) kohti X :aan,

( merkinta: X, Eit X ) kun jokaiselle e > 0
P{w:|Xn(w) — X(w)| >¢e}) =0, kunn— oco.
Stokastinen konvergenssi on heikompi kuin melkein varma konvergenssi:

Lause 4.1. 1. Kun lim X, (w) = X(w) P-melkein varmasti, myés X, il
X.

2. Jos X, 5 X (stokastisesti), on olemassa deterministinen alijono {n(k) :
k € N} jolla

klim Xnky(w) = X (w) P-melkein varmasti,

9. X, 5 x jos ja vain jos kaikille alijonoille {n(k)} on olemassa alijonon
(deterministinen) alijono {n(k;)} jolla X, (w) — X (w) P-melkein var-
masti kun I — oo.

Tod. Voidaan olettaa etti X(w) = 0, muuten otetaan X,(w) = X, (w) —
X(w).

1. X,,(w) — 0 P-m.v. jos ja vain jos

P(NU N s 3 <)) =1

n m k>m

<= VneN, P(hmirklf{w DX (w)] < n1}> =1
Fatou lemmasta Vn
1= P<limil}if{w Xk (w)] < nl}) < limirlng({w Xk (w)| < n1}> =1

= 0= limsgpp({w DX (w)] > n1}> = 111?113({0; DXk (w)] > n1}>

12



2. Stokastisesta konvergenssista seuraa ettd on olemassa jono k,, jolla
P({w DX (w)| > n_l}) <27 NVl >k,
Koska

Z:: ( | X, (w |>n1) > o 7<oo

n=1

Borel-Cantelli lemmasta seuraa

0= P(limsup{w | Xk, (w)] > n_l})

> P(limsup{w DXk, (W)] > N1}> =0 VneN,
josta seuraa

= P(ﬂliminf{w Xk, (W) < N_1}>
N
< Xj, (w) — 0 P-melkein varmasti.

3. Olkoon X (w) = 0 ja tehdaén vastaoletus ettd X, ei suppenisi stokastisesti
kohti nollaan: on olemassa € > 0 ja jono n(k) 1 oo kun & 7 oo jolla

P(|Xn(k)‘ >e)>e>0 Vi

Téstd tulee ristiriita koska oletetusti olisi olemassa alijono n(k;) jolla
Xn(k)(w) — 0 P-melkein varmasti ja siksi my0s stokastisesti, siksi saa-
daan ristiriita

0<e<P(|Xpk)l>e) =0 kunl—oo O

Esimerkki 4.1. Naytamme ettd stokastinen konvergenssi on aidosti heikom-
pi kuin melkein varmaa konvergenssia: Olkoon Q = (0, 1] varustettu Borel o-
algebralla F = B((0,1]) tasaisella todenndkdisyydella , siis P((0,t]) = t, kun
€ (0,1].
Mdaritellidn satunnaismuuttujen jono

Xn,k(w) = 1(k2_",(k+1)2_"](w) k= 0,1,..., (2n - 1)

jossa indeksit voidaan jirjestia seuraavaksi: (n,k) > (m,h) jos ja vain jos
n>mtain=mjaek>h.
Seuraa ettd Yw € (0,1] kun (n, k) — oo jdrjsteyksen mukaisesti,
lim inf X, ,(w)=0#1lm sup X, ;(w)=1, ja
n,k— oo

n,k—oo
PHw: X >1/2)=P(k27",(k+1)27"]))=2"" -0 kunn — oo .
Tehtévi 4.1. Etsi jonolle (X, (w),n € N,0 < k <2") aliljono (X, k) : [ €
N) jolla X, ) k) (w) — 0 P-m.v. kun | — oco.

13



Teoreema 4.1. Stokastinen konvergenssin topologia on metrinen.

X, 5 X <= d(X,X,) — 0, jossa

| X - Y| .
XY)=d(X-Y,0)=FEp| ————=
d(X,Y) =d( ,0) p<1+|X_Y| tai

d(X,Y) =d(X —Y,0) = Ep(1 A |X — Y|

Olkoon X,, & X = 0. Ve > 0,

R [ X
(14 [Xn]) = (1+X0))
d(X,,0) < P(| X, >e)+e< 2

1(|X,| >e) +el1(| X, <e) <1(|X,| >¢) +e,

kun n on tarpeeksi suuri.
Toisinpéin, koska kuvaus f(z) = x/(1 + z) on aidosti kasvava (f'(z) =
(14 2)72), Ve > 0,

€ | X | X
10X, >e) < ————1(| X, >e) < ————
1+4+¢ (Xl )< 14| X, (1% ) 14 | X,
3

P(|X,| >¢) <d(|X,],0) — 0 kun n — oo

1+e¢
Naytamme ettd d(X,Y) on etiisyys, se tdyttaa kolmion epayhtdlon:

X — Y| X —Z|+|Z Y| X - Z| 1Z —Y|
T+ X —Y| 14X —Z|+Z-Y| " 1+[X—Z]  1+|Z-Y]

kun otetaan odotusarvo seuraa d(X,Y) < d(X,Z)+d(Z,Y) O

5 Satunnaismuuttujen L'(P) konvergenssi.
Olkoon © = (0, 1] todennikdisyysavaruus joka on varustettu Borel o-algebralla
F = B((0,1]) ja todennidkdisyydella P jolla P((0,t]) = ¢, kun ¢t € (0,1] (P on
tasainen jakauma),

ja satunnaismuuttujen jono

Xn(w) = n1(07n71](w), n € N.

Koska X, (w) = 0 kun w > n~! seuraa etti Vw lim X, (w) = 0.

n—oo

Kuitenkin Ep(X,,) = nP((0,n~!]) =nn~! =1 Vn. Viite
lim Ep(X,) = Ep(lim X,,)

yleisesti ei pida paikansa ilman lisdé oletuksia.

Maaritelma 5.1. Merkitdan

LY(Q,F,P) = { R-arvoset satunnaismuuttujat todenndkoisyysavarvudessa (2, F, P) }

jossa tarvittaessa identifioidaan X ja'Y kun X (w) =Y (w) P-melkein varmasti.

14



Kun 0 < p < oo,mddritellddin
LP = LP(Q,F,P)={X € L°%Q,F,P) jolla || X |,< oo}
jossa

I X (= {Ep(X]7)}?

Sanomme etti X, 2 x suppenee LP-normissa kun Ep(| X, — X|P) — 0 kun
n — o0o.
Maddaritellidn myds

| X |lco= P-esssup {|X(w)|} :=inf{y € R: |X(w)| <y P-melkein varmasti }
L™ = L>®(Q,F,P)={X € L°(, F, P) jolla || X ||c< o0}

eli satunnaismuuttuja X (w) € L (P) jos ja vain jos on olemassa deterministi-
nen K < oo jolle

| X(w)| < K P-melkein varmasti.

eli s.m. on olennaisesti rajoitettu P-mitan suhteen.

Osoitamme (mydhemmin) etta LP (), F, P) on Banachin avaruus (eli vektori

avaruus jolla on taydellinen normi) kaikille 0 < p < 400,
ja L*(Q, F, P) on Hilbertin avaruus skalaaritulolla (X,Y) := Ep(XY).

Teoreema 5.1. Olkoon 0 < p < oo, ja lim, .o || X, |lp= 0. Seuraa ettd
X, 5o.

Tod. Kun 0 < p < 400, viite seuraa Chebychevin epayhtélosti : kun
e>0,

e?P(|X,] >¢) < Ep(|XnP) = 0kunn — oo .
Kun p = 400, VK € N 3Jn jolla
P{w:|X,(w)| <K '})=1 kunn>n

josta seuraa etta

P(ﬂU ﬂ {w: | Xn(w)] < Kl}) =P{w: X,(w)—0}) =1

K m n>m

siis X, — 0 P-melkein varmasti ja my06s stokastisesti [

Huomautus: Koska

[Ep(X) — Ep(Y)| = |Ep(X = Y)| = |Ep(X - Y)") - Ep((X = Y)7)|
< Ep((X =Y)")+Ep((X -Y)7)=Ep(|X - Y])

1

kun X, P X seuraa Ep(X,) — Ep(X).
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Kisittelemme ensin L!-konvergenssia. Olemme huomanneet etté ehdoista
X, (w) = X (w) P-melkein varmasti ja X, X,, € L'(P) ei seuraa etti E(X,) —

E(X), eiki mydskisin X, 5> X.

Siihen tarvitaan sen lisdksi seuraava kompaktisuusehto:

Miéritelmi 5.2. Olkoon satunnaismuuttujen kokoelma C C L*(, F, P).
Satunnaismuuttujen kokoelma C on tasaisesti integroituva P-mitan suh-
teen, kun

lim sup Ep(|X[1(|X]| > K)) = / | X (w)|P(dw) — 0 kun K — oo
XeC {w:| X (w)|>K}

K—oo

Lemma 5.1. Adrellinen satunnaismuuttujen joukko C = {Xy,Xo,..., Xy} C
LY(Q,F,P),M €N on tasaisesti integroituva, eli Ve > 0 on olemassa K jolla

sup  Ep(|Xm|1(|Xm| > K)) <e
1<m<M

Tod. harjoitustehtévi. Vihje: olkoon ensin M =1, C = {X}, ja
X" (w) = X(@)1(1X ()] < K)

|X (™| 17X (w| ja monotonisen konvergenssi lauseesta seuraa Ep(|X(™|) 1 Ep(|X])
O

Lemma 5.2. X € LY(Q,F, P), jos ja vain jos Ve > 0 on olemassa J, jolla kun
AeF,

P(A)<é= Ep(|X|1a) <e¢
Riittavuuden todistus. Vw,
YO (0) == X (@) L(IX (@) < K) T X (w)]

ja lauseesta (5.1)) seuraa etti

Br(X) -~ B = [ X P) < <

kun K on tarpeeksi suuri jotta P({w : | X (w)| > K}) < §. Tastd seuraa etti
Ep(|X|) < Ep(YF)4e<K+e<oo

Vialttdmattomyyden todistus. Tehddin vastaoletus: on olemassa ¢ > 0 ja
tapahtumien jono {4, : n € N} C F jolla

P(An) < 27" = EP(|X|]—AH) >e>0

Olkoon A = limsup A,,. Koska

Y P(A)<> 2 =1<x

n n
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seuraa ensimmaéisesta Borel Cantelli lemmasta (4.1) ettd P(A) = 0.

Olkoon B,, = |J Aj. Mééritelmésté seuraa A, C B, | A, eli
k>n

X (w)1a, (w) <|X(w)|1B, () | | X(w)]la(w) Yw

jossa kaikki yllidolevat satunnaismuuttujat ovat integroituvia koska X € L!(P).
Seuraa viitteen riittavuuden osasta ettd

0<e<Ep(|X|1a,) <Ep(|X|1p,) | Ep(]X|14)=0
koska P(A) =0 O

Teoreema 5.2. ( L'(P)-konvergenssin karakterisaatio ) Olkoon satunnaismy-
wuttujat {X, :n € N} C LY(Q, F,P), n € N ja X € L°(Q, F) Silloin

X, 2 x ja satunnaismuuttujen jono {X, : n € N} on tasaisesti integroitu-
va,

1
jos ja vain jos Xn = X € LY(P), eli

Tod. Kun X, L X lausecesta 1) seuraa ettd on olemassa deterministinen
indeksien alijono n(k) jolle X, ) (w) — X (w) P-melkein varmasti.
Soveltamaalla Fatoun lemmaa (4.2)

Ep(‘XD = Ep(limkinf |Xn(k)|) < hmklnf Ep(|Xn(k)|) < o0

koska satunnaismuuttujat {X,, : n € N} ovat tasaisesti integroituvia, siis X €
LY(P).
Olkoon K € N ja méiritellaan kuvaus

K kun z > K
g @) ={ = kun |z| < K
—K kunz<-K

ja satunnaismuuttujat X5 (w) = g (X, (w)), XF)(w) = g (X (w)). Lem-
masta ) ja tasaisen integroituvuuden oletuksesta seuraa ettd Ve > 0 on
olemassa K jolla

Ep(IX-XB)<e ja Ep(IX,—- X)) <c Vn,
koska

n

sup B (X, - X() = sup{ [ X(@IP(@) - KP(X,] > K) |
n {w:| Xn(w)|[>K}

§sup/ | X (w)|P(dw) — 0 kun K — o0 .
{wi ] Xn (@)[>K}

n
Osoitamme ensin etté

Ep(|X%) — X)) = 0 kun K — oo.
Koska |g%) (z) — g5 (y)| < |z — y|, seuraa x L X ) On olemassa 7 jolla

PX) — x| > %) < 3% kun n > 7,
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josta seuraa

Br(1X0 = X)) = B (1309 - X091 (10 - x> £1)

+Ep <|X,(LK) — x| <|X§f<> — X)) < Z))

gQKP<|X,§K>X<K>| > > +§<2K—+f =c kun n > @t
Kolmioepéyhtélon avulla, kun n > n
Ep(1Xy = X|) < Ep(|1Xn = X)) + Ep(IX[0 — XUO)) + Ep(|XT) — X|) < 3¢

Toisinpéin, kun Ep(|X,, — X|) — 0, seuraa (kts. lause b ettd X, = X.
Olkoon € > 0, ja N € N jolla

Ep(|X — X,]) < kun n > N.

DN ™

Lemmasta[5.2] 3 6 > 0 jolla VA € F jolla P(A) < § seuraa

. 5
{lnSai]{Ep(|Xn|1A) <e ja Ep(|X|1a) < 3

Koska Ep(|X,]) < Ep(|X])+ Ep(| X, — X]|) jossa oletetusti Ep(|X,, —X|) — 0,
seuraa ettd on olemassa K > 0 jolla

sup Ep(|X,|) < K6 < o0 .

Chebychevin epiyhtilosta seuraa
P(|X,|>K)< K 'Ep(|X,|])<d ¥neN.
Kunn > N,
Ep (X 1(X,] > K)) < Ep(IX[1(1X,| > K)) + B(X - X, ) < ¢
Kun n < N my6s P(|X,| > K) < ¢ ja
Bp(1Xu1(1X,| > K)) <2

eli timé on voimassa kaikille n € N kun K on tarpeeksi suuri, siis {X,, : n € N}
on tasaisesti integroituva

Osoittaakseen jonon { X, },cn tasaisen integroituvuuden, riittad etta on ole-
massa Y € L'(P) joka dominoi koko jonon P-melkein varmasti:

Seuraus 5.1. (Dominoidun konvergenssin lause) Olkoon X, £ X jossa | X (w)] <
Y (w) P-melkein varmasti jollekin 0 <Y € L*(Q, F, P). Silloin

|[Ep(X,) — Ep(X)| < Ep(| X, —X|) =0 kunn— oo
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Voidaan osoittaa ettd tasainen integroituvuus vastaa kompaktisuuden ehtoa
L'(P) avaruudessa varustettuna heikolla topologialla. TAm# ei pide vahvem-
malle L'-normin topologialle.

Teoreema 5.3. (Dunford-Pettisin lause) Satunnaismuuttujen joukko C C L1 (2, F, P)
on tasaisesti integroituva P-mitan suhteen jos ja vain jos on pre-kompakti L*(P)
avaruuden heikossa topologiassa,

eli kaikille jonolle {X,, : n € N} C C on olemassa indeksien jono {n(k) : k €
N} ja s.m. X € LY(P) joille

lim Ep((Xn(k) — X)].A) =0 VAeF

k—o0

Huomautus Tisti ei seura alijonon vahvempi L!-konvergenssi Ep(| Xk —
X|)— 0.

On myos hyvaad tietdd seuraavan tasaisen integroituvuuten karakterisaation

Lause 5.1. C C L*(P) on tasaisesti integroituva jos ja vain jos

sup Ep(|X]) <oo ja Ve>0 36:P(A)<d = sup Ep(|X|14) <e¢
xec xec

Tod. Harjoitustehtiva.

Huomautus 5.1. KunC C L'(P) on tasaisesti integroituva, seuraa ettdsup xcc Ep(|X|) <
oo. Kuitenkin pallo By = {X € LY(P) : Ep(|X|) < 1} ei ole tasaisesti in-
tegroituva: olkoon {A, : n € N} C F jolle P(A,) = n~', ja olkoon X, (w) =

nly, (w). Selvisti X,, € By Vn, ja kaikille K > 0

supEp(\Xn|1(|Xn| > K)) = suII)(Ep(\XnD =1
n n>

Sovellus: odotusarvon derivointi parametrin suhteen

Lemma 5.3. Olkoon X; : (;,F;) — (R,B(R)) ¢ = 1,2 reaaliarvoisia satun-
naismuuttugia eri todenndkdisyysavaruuksissa. Silloin tulo X (w1, ws) = X1 (w1)Xa(w2)
on satunnaismuttuja tuloavaruudessa (1 X Qa, F1 @ Fa).

Tod. Olkoon X;(w;) >0 Vw; € Q;,i=1,2
(yleisemmin voidaan ensin hajottaa X; = (X;t — X; ) ). Kunt >0
t
{(wi,wa) + Xy(w1)Xo(ws) <t} = U ({w1  Xq(w) < } N {w2 0 Xa(we) < (1}> €(Fief) ,
0<q€eQ 4
ja Dynkinin lemmasta (??) seuraa
{(wi,w2) : X1(w1)X2(wz) € B} € (FL®F,) VBeB(R) O

Lause 5.2. Olkoon (2, F, P) todenndkoisyysavaruus jossa {Y (t,w) : t € [a,b]} C
LY(Q, F, P) on tasaisesti integroituva satunnaismuuttujen joukko, a < b € R.
Oletamme sen lisiksi

o Kaikille w € Q, kuvaus t — Y (t,w) on jatkuva.
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e Kaikille t € [a,b] kuvaus w — Y (t,w) on F-mitallinen.

Tastd seuraa

1. kuvaus (t,w) — Y (t,w) on (B([a,b]) ® F) — B(R) mitallinen.
2. kuvaus t — Ep(Y (t)) on jatkuva.

3. Olkoon

X(t,w) = /Y(s,w)ds, t € la,b).

Silloin kaikissa t € (a,b) on olemassa jatkuva derivaatta

d d
T Ep(X(®) = Bp(Y(®) = Ep (th(t))

Tod. Mé&éritelladn tuloavaruudessa [a, b] x ) satunnaismuuttujen jono

(N-1)

B k k (k+1)
YWM(t,w) = kz_:o Y<a+(b—a)N,w> l(a—l—(b—a)N <t<a+(b—a)

N

), NeN

Lemma (5.3) nojalla seuraa Y ™) on (B([a, b]) ® F)-mitallinen, ja jatkuvuu-
desta seuraa

]\1[1Tm Y™ (tw) =Y (tw) Yo,

siksi Y (¢,w) on my6s (B([a,b]) ® F)-mitallinen.

Koska lin% Ys(w) = Y;(w) ja tasaisen integroituvuuden oletuksesta, seuraa
S5—

|Ep(Y:) — Ep(Y,)| < EplY; — Y| -0 kun s—t.
Koska {Y; : ¢ € [a,b]} on tasaisesti integroituva, seuraa

sup Ep(\Yt|) < 400
te(a,b]

jasiksi |Y(t,w)| € L' ([a,b] xQ, B([a, b]) ® F, dt® P(dw)). Fubinin lause soveltuu
t

Ep(X:) = Ep </:Y(s)ds> = /[a’b]XQY(s,w) ds ® P(dw) = / Ep(Y(s))ds

a
ja koska kuvaus ¢t — Ep (Y (t)) on jatkuva, analyysin keskiarvon lauseesta

iigOA’l{Ep(XHA) — Ep(Xy)}

t+A

— lim A™! [ ER(Y(9)ds = Bp(Y (1)) D
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Esimerkki 5.1. Olkoon satunnaismuuttuja X (w) € R, jolle on olemassa a <
0 < b jolle mx(t) := Ep(exp(tX)) < oo, Vit € [a,b]. Olkoon a < —e < 0 <
e <b.

Koska xexp(ex) < exp(bx) kun x > x' joka on yhtilon ' /log(x’) = (b —¢)
ratkaisu, seuraa

Ep(XTtexp(eX)) < 2’ exp(ez’) + Ep(exp(bX)) < +00

Vastaavasti, koska x exp(ex) < exp(—ax) kun x > z” joka ratkaisee x’ /log(z") =
—(a+e),

Ep(X~ exp(—eX)) < 2" exp(ez”) + Ep(exp(—aX)) < +o0 .

Seuraa
X ()] exp(tX () < |X<w>|{exp<sX<w>> + exp(sX(w»} €LMP) W€ [-e,e]
ja kokoelma

{X(w) exp(tX(w)): t€ [—5,8]} C LY(P)
on tasaisesti integroituva ,
d d
%mx(t) = FEp = exp(tX) | = Ep(X exp(tX)) Vte (—¢,¢)

eritysesti kun t =0

%mx(O) = EP(X) .

Koska eskponentiaali funktio kasvaa polynoomien nopeammin, Vn € N seuraa
satunnaismuuttugien joukon

{X"(w)exp(tX(w)) S te [—5,5]} C LY(P)

tasainen integroituvuus, ja

mn n

%mx(t) = Ep(:;t” exp(tX)) = Ep(X"exp(tX)) Vte€ (—¢,¢)

eritysesti kun t =0

d"mx
dtm

(0) = Ep(X").

Kuvaus mx (t) = Ep(exp(tX)) kutsutaan momentti-generoiva funktioks.

Esimerkki 5.2. ( Esscherin muunnos.)
Olkoon © = {mx(t) = Ep(exp(tX)) < oo}. Kun t € © mddritellidn mitan-
vathtokaavan kautta todenndkdisyysmitta

_ Ep(exp(tX)1y4)

p® (A) o (t)

. VAerF.
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Kun on olemassa € > 0 jolle [t — e, t +¢] C O, seuraa

Epm<x“>:EP(fZ§?g@X7)::dZZf(w

Fpo (X) = 4 log(mx(0)

erityisesti

1
mx(t)’

Tod. Kuten tapauksessa t = 0.

6 LP(Q2) avaruudet

6.1 Epiyhtilot
Misritelmi 6.1. Kuvaus g : R — R on konveksi kun
glpz+(1=py) < pgle)+(1—-pgly) Ya,yeR: pelo,1]

Lause 6.1. Olkoon g : R — R konveksi funktio. Silloin g on jatkuva, ja jokai-
sessa pisteessd on olemassa derivaatat oikealta ja vasemmalta

Vo) =ip L4 < vy ) =i S0

ja Vg*(s) < Vg*(t) kun s <t.

Tod. kun t < s <r,

9(s) —g(t) _ g(r) —g(t)
s—1 - r—1t

koska kun p = (r —s)/(r —t) € [0,1], s = pt + (1 — p)r , konveksisuudesta
g9(s) —g(r) < (9(t) —g(r)) p

Tastd seuraa ettd jokaiselle ¢, jono
(gt+n"") —g(t)n neN

ei kasva ja siksi monotoninen raja on olemassa. Koska oikea ja vasen derivaatat
V*g(t) ovat olemassa, g(t) on jatkuva jokaisessa t € R. Konveksisuudesta seuraa
myos

9(s) —9(t) _ g(r) —g(s)
s—1 - rT—3S

kun ¢ < s <r, siksi VTg(t) <V g(r) kunt <r O
Huomautus 6.1. Koska derivaatat ovat ei-vihenevid,

1. Joukko
D = {t : VTg(t) >V g(t) }

on korkeintaan numeroituva.
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2. jokaiselle t e R, § € [V g(t), V*Tg(t))
o) =0+ [ TEgr)dr = gle) + (505 s

Seuraa myds ettd g on konveksi jos ja vain jos on absoluttisesti jatku-

va Lebesgue mitan suhteen ja Radon-Nikodymin-derivaatta d—z(m) on ei-

d
vihenevd.

Lause 6.2. (Jensenin epdiyhtild) Olkoon X(w) € R satunnaismuuttuja jolla
Ep(|X]) < > ja g : R — R konveksikuvaus. Silloin

9(Ep(X)) < Ep(9(X))

R. Koska g on konveksi, sen oikea ja vasen derivaatat pisteessa p = Ep(X)
ovat olemassa. Kaikille § € [V~g(u), V*g(u)]

9(X(w)) = g(Ep(X)) + 6{X (w) — Ep(X(w))}

ja vaite seuraa ottaamalla odotusarvon [J

Huomautus Huomataan ettd Jensenin epdyhtild on voimassa my6s silloin
kun integroidaan positiivisen mitan v(dz) suhteen vaikka olisi #(R) = 4o0. Siis
kun g on konveksi,

/Rmy(dz) <0 :>g</]Rx1/(da:)> < /Rg(x)v(da:)

mutta on mahdollista etté

[ laivtdn) = i [ lat@lvide) < o

Lemma 6.1. Kun1<p<r , LP(Q,F,P)D L"(Q,F,P).

Tod. Olkoon X € L"(P).
Kun r = oo, | X (w)|P <|| X ||2, P-melkein varmasti ja véite seuraa.
Kun r < oo, olkoon

Y, (w) =nA|X(wW)PeL/?P).

Koska 0 <Y, (w) < n seuraa Y, (w) € L'(P).
Kuvaus ¢ : Rt — Rt jolla 2 +— g(z) = 2"/P on konveksi. Jensenin epéyhti-
16sta seuraa:

Ep(Y,/?) > Ep(Y,)""
Monotonisen konvergenssi lauseesta, koska 0 <Y, (w) 7 | X (w)|P Vw seuraa
Ep(IX[") = Ep(|X[P)"/?.

Emme olisi voineet soveltaa Jensenin epédyhtal6d suoraan satunnaismuuttujalle
| X (w)|P koska apriori oli episelvii kuuluuko L™/P(P) avaruuteen. Siksi kiiytet-
tiin kitkettyja muuttujia {Y,,} O
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Huomautus 6.2. Tdssd on olemmaista ettd P on todenndkoisyysmitta tai dd-
rellinen mitta, koska silloin kun v(Q) = co L>(Q, F,v) € LY(Q, F,v), ja pel-
kddn kdtkdisemdlld ei saadan integroituvia satunnaismuuttujia.

Viite ei pade LP(Q, F,v) avaruuksille silloin kun v(€) = oo.

Kun v(Q) < oo mdadaritelliin P(A) = v(A)/v(Q) josta seuraa

{/Q|X(w)|171/(dw)}1/p < V(Q)(T—P)/(rp){/Q|X(w)|ry(dw)}1/r

siis LP(Q, F,v) 2 L"(Q, F,v) myds tissd tapauksessa. Tamda epayhtdld ei kerro
meille mitidn kun v(Q) = oco.

Lause 6.3. ( Cauchy Schwartzin epiyhtilé , p=2 )
Olkoon X (w),Y (w) € L*(Q, F, P) silloin

1. tulo (X (W)Y (w)) € LY(Q,F, P) ja

I XY = Ep(IXY]) < VEp(X2)VEp(Y?) =] X ||2]| Y ||2

jossa yhtdsvuruisuus on voimassa jos ja vain jos Y (w) = cX(w) P m.v.
jollekin c € R.

Kun Ep(XY') = 0 sanomme ettd satunnaismuuttujat ovat ortogonaaliisia.

2. Kolmion epdyhtdlo on voimassa:

[ X +Y (o< X fl2 + [ Y [|2

1. Tod. Olkoon
Xp(w)=nA|Xw)], Y,(w)=nA|Y(w)]

koska 0 < X, (w), Y, (w) < n Vw, seuraa (X, (w)Y,(w)) € L1 (P).

VteR, 0< (tXn(w) + Yn(w))2 = 12X, (w)? + Yy (w)? 4 2t X, (w) Yy ()

Ottaamalla odotusarvoa (joka on olemassa ainakin katkaistetuille satun-
naismuuttujille), seuraa etti toisen asteen yhtalolld

t?Ep(X,)? + 2tEp(X,Y,) + E(Y,?) =0
on korkeintaan yksi reaaliratkaisu, josta seuraa
Ep(X.Ya)? ~ E(X2)E(Y2) <0
Koska
0 < [Xn(@)Ya(@)] 11X @)Y (@) Vo
seuraa monotonisen konvergenssin lauseesta

Ep(|XY])? - E(X*)E(Y?) <0
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2. Tod.

Ep((X +Y)?) = Ep(X?) + Ep(Y?) + 2Ep(XY)
< Ep(X?) + Ep(Y?) + 2Ep(|XY])

2
< Ep(X%) + Ep(Y?) +2\/Ep(X2)\/Ep(Y?) {\/Ep (X2) + /Ep(Y?) } O

Lause 6.4. Seuraavat identiteettit ovat voimassa L*(P) avaruudessa

e Kun X,Y € L?(P),

| X+Y 2+ X-Y |3=2| X |2+2|Y |3 (Suunnikkaan identiteetti)

Ep(XY)=—(|X+Y 3 - || X-Y |3) (Polarisaation identiteetti)

>~ =

Todistus: harjoitustehtava.
Huomautus Voidaan my@s osoittaa ettd kun normi || z || toteuttaa suunnik-
kaan identiteetti, on olemassa skalaari tulo (z,y) jolla || = ||>= (z, ).

Jensenin epéyhtilon avulla Cauchy-Schwarz epayhtélo yleistyy LP(§2, F, u)
avaruuksiin, jossa 1 < p < oo ja p on yleinen positiivinen mitta.

Huomataan myds ettd kun X € L1(u),Y € L*(u) , koska | X (w)Y (w)| <
| X (w)| || Y ||oo seuraa suoraan etti tulo (XY) € L(u).

Lause 6.5. Olkoon X € LP(Q, F,u) jaY € LY(Q, F,p), 1 <p <=0
jossa q = p/(p— 1) on konjugattieksponentti joka toteuttaa (¢~ 1 +p~t) = 1.
Silloin

frem @ <{ f1xpua }w{/ X @)l dw)}w

=l X ze ol Y e

(Holderin epdiyhtdld).
Kun XY € LP(Q, F,pn), 1 <P <0

I X +Y ooy <l X oo + 1Y llzeg
(Minkowskin epdyhtdld).

Tod. (Holder) Olkoon 1 < p < oo. Tietenkin voidaan olettaa X (w) > 0
Y(w) > 0ja Ep(|X|P) > 0 (muuten X (w) =0 P-m.v. ja epdyhtilo seuraa.
Maéaritelldsin satunnaismuuttuja

> Y(w)
= = >
Y(w) X (@) 1(X(w)>0)>0
ja todennékoisyysmitta
~ X(w)P
P(dw) = pi(dw)
|| X H Lr(u)
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Jensenin epayhtalosta
Ep(Y)! < BEp(Y")
kaikille ¢ > 1 erityisesti kun ¢ =p/(p — 1)

Y@ | Xy o\
{/Q Kyt W) >0 e )}

Lr(p)

Y@ oo K@
</Q{X<w>P—1”X( ’>0)} X 2, )

Lr(p)

=X 12, { [ vexepan |
<X Wt [ V)X @)D )

jossa ¢(p — 1) — p = 0. Seuraa

1
|y @X @) < { / Y(W)qu(dw)} " x

jossa (1 —1/q)p =1.

Tod. (Minkowski) Huomataan ensin ettd Va,y > 0,

(z+y)P < (2 max(x,y))p < 2P(2P + yP).

Siksi X,Y € LP(Q, F, 1), myds (X +Y) € LP(u).

Seuraa Holderin epiyhtélosta

/Q\XJrYV’du < /Q |X||X + Y|P tdu + /Q Y| X +Y[Ptdu

< (I X Mo + 1Y X+ Y1 ag

LF(M))>
= (1 X oy + 1Y llzogn) (I X +Y [lLog)??

Tasta seuraa

1—1
IX+Y 1502 < X g + 1Y e

jossa (1—1/¢g)p=1 O

Lause 6.6. V1 < p < 0o, LP(Q, F, P) on tidydellinen :

jos {X,(w)} € LP(Q, F, P) on Cauchy jono,
eli Ve > 0 3N, jolle || X, — Xy || r(py< € kun n,m > N¢,
on olemassa X (w) € LP(P) jolle lim,to || Xn — X [|1o(p)

Tod. Tapaus jossa p = oo jaid harjoitustehtéviksi.
Olkoon p < oo ja {X,} C L? Cauchy jono. On olemassa jono (k) jolla

| X0 — Xs ||p<27" Vr,s > ky
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Kun p > 1 jar,s > k, Jensenin epdyhtélosta
EP(‘XT - X8|) < EP(|XT - X5|p)1/p <2
Siksi asettamalla X, (w) = 0,

X, (@) = Y (X, (@) = X, (@)

m=1

on teleskoppisen summan esitys jossa

Ep(Z |ka —ka_1|> < 0

m=1

ja siksi P-melkein varmasti

Xk, (@) = X, (w)] < o0

ja sarja

3 (X, (@) = Xi, (@)

m=1

suppenee absoluttisesti.
Jotta X (w) olisi maaritelty kaikille w:lle, olkoon

X(w) =1lim sup X, (w).

n—oo

Seuraa ettd X (w) on satunnaismuuttuja ja Xj (w) — X (w) P-melkein varmasti.
Kun r >k, jaVt >n

Ep(| Xy — Xy, [P) <277
Fatou lemmasta, koska 0 < | X, (w) — Xk, (w)?,

Ep(|X, — X[P) = Ep(liminf | X, — X, |?) < liminf Ep(|X, — X, [P) <27

Tasté seuraa X € LP ja X, Y X kunr — oo O

7  Funktionaalianalyysin peruskisitteiden pika-
sanasto

1. Topologinen avaruus: (E,7T) jossa topologia 7 C 2¥ on kaikkien avointen
joukkojen kokoelma. Topologia an suljettu dérellisten leikkausten suhteen
ja mielivaltaisten yhdistelmien suhteen. Avoimen joukon komplementti sa-
notaan suljetuksi.

Olkoon {z, : n € N} C E. Sanotaan ettd x, — x topologiassa 7 jos
YU € 7 jolle x € U, I ny jolle x,, € U Vn > ny.
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2. d: E x E — [0,+00] on metriikka jos

e d(e,e’) =0 jos ja vain jos e = €’
e d(e,e') =d(¢,e) (symmetrisyys)
o d(e,e”) <d(e,e)+d(e,e") (kolmion epayhtild)
3. Topologinen avaruus (F,7) on metrinen jos on olemassa metriikka (et&i-

syys) d: E x E — [0, +00], jonka suhteen avoimet pallot generoivat topo-
logian 7 :n, eli:

B(e,r)={¢ :d(e,e/) <r}eT Veec E,r>0
ja kaikille x € U, x € E,U € T on olemassa r > 0 jolle x € B(e,r) CU.

Metrisessa avaruudessa, {z, : n € N} C E on Cauchy jono kun Ve > 0
on olemassa n. jolle d(z,,zy,) < € kun n,m > n..

Sanotaan ettd metrinen avaruus (F,d) on tdydellinen jos kaikille Cauchy
jonoille {z,,} on olemassa rajaarvo x € E.

4. Olkoon F reaali-vektoriavaruus, eli kun A € R, z,y € E, myos \xz € E,
(x+y) € E.
Kuvaus || - ||: E — [0,400) on normi kun
Hlz|=0€ER <= z=0€F i) | Az l= 1A || = |
i) [z+y <zl + 1yl

Kaikki normatut vektoriavaruudet ovat metriset, metriikalla d(z,y) :=||
x—1y ||, joka generoi normi-konvergenssin topologian. Samalla avaruudella
voi olla useita kiyttokelpoisia topologioita.

5. esi-Hilbertin avaruus on normi-avaruus jossa normi on perdisin skalaari-
tulosta (-,-) jossa || « ||?:= (z, ). Reaaliarvoinen skalaaritulo on symmet-
rinen (z,y) = (y,z),
bilineaarinen (Az + N2/, y) = Max,y) + N (2, y), ja positiivinen (x,z) > 0,
jolla (z,z) = 0 <= 0.

6. Téaydellinen normiavaruus on Banachin avaruus ja taydellinen esi-Hilbertin
avaruus on Hilbertin avaruus.

8 Projektio L?(P) avaruudessa

Lause 8.1. Olkoon H C L*(Q,F,P) aliavaruus joka on suljettu, eli jos
{X,} € H ja on olemassa X € L*(P) jolla | X,, — X |[r2(py— 0, seuraa
etti X € L?(P).

Kaikille X (w) € L?(Q, F, P) on olemassa ortogonaalinen projektio H -aliavaruuteen
Y(w)=IIgX)(w) € H jolla

Ep((X =Y)*) = A= inf Ep((X —W)?)

e« Ep((X—Y)W)=0YW € H
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Projektio Y on P-melkein varmasti yksikdsitteinen.

Huomautus 8.1. Muistetaan etti euklidisessa avaruudessa RY on mdadritelty
vektoreiden skalaari tulo

d
(X,Y)ga = Z X(w =d- Y X(w)Y(w)P({w}) = Ep(XY)d
w=1
jossa P(w) = 1/d on tasainen todenndkdisyys ddrellisessd avaruudessa Q0 =

{1,...,d}. Sanomme etti vektorit X,Y € R? ovat kohtisuoria (merkintd X Lga
Y), kun (X,Y)ga = 0.

Tamda geometrinen kdsite yleistyy abstraktissa todenndkdisyysavaruudessa
(2, F) kun varustetaan L*(Q, F, P) skalaaritulolla

(XY )za(m) = Ep(XY) = | X(@)Y (@)P(de)

ja tulkitaan satunnais-muuttujat (X (w) : w € Q) ddretonulotteising vektoreina.
Satunnais-muuttujat X,Y € L*(P) ovat kohtisuoria (merkinti X Lp Y ), kun
Ep(XY) =0.

Tod. Koska 0 € H, A < Ep(|X|?) < 00, ja on olemassa jono (Y, : n € N) C
Hjolla | X - Y, |2— A.
Olkoon € > 0 ja n jolla kun n > n

A<Ep(X-Y,)*) <A+e

Suunnikkaan yht#lostd seuraa
2| (Y = Yo)/2 3= X = Yin I3 + | X = Yo [ =2 | X = (Yo — Ya)/2 I3
jossa (Y, —Y;,)/2 € H, ja seuraa

| X = (Yo = Y)/2 > A
Kunn,m>n

2| (Yo — Yp)/2 [3< 22
Siksi (Y,) € H on Cauchy jono L?(P):ssa. Koska L?(P) on téydellinen on

2
olemassa Y € L2(P) jolla Y, L Y, ja koska H on suljettu aliavaruus seuraa
YecH.
Olkoon W € H\ {0}. Vt e R, (Y +tW) €

| X =Y [3<| X =Y —tW [3=[| (X = Y) [I5 + | W |3 —2tEp((X = V)W)
=2 | W5 -2Ep(X -Y)W) >0 Vi>0

josta seuraa Ep((X —Y)W) =0.

Jos Y (w) € H on mybs projektio, ottamalla W = (Y —Y) € H
0=Ep(XW)—Ep(XW)=Ep(YW)— Ep(YW) = Ep((Y —Y)W) = Ep((Y - Y)?)
josta seuraa Y (w) = Y (w) P-m.v. O

Lemma 8.1. L?-projektio on lineaarinen operaattori: kun X, 7 € L?>(P) ,a € R
ja H on suljettu aliavaruus,

HH(X+Z)=HHX+HHZ, HH(G,X):CLHH(X)
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9 Ehdollinen odotusarvo

Olkoon G C F ali-c-algebra.

Silloin L?(Q,G, P) C LP(Q, F,P), V0 < p < 00, ja kun p > 0, LP(Q,G, P)
on suljettu aliavaruus.

Tod. Olkoon {X, : n € N} C LP(Q,G,P) ja X € LP(Q,F,P) joilla

Ep(|X, — X|P) — 0, Seuraa ettd X — X, L X ja on olemassa alijo-
no jolla {n;} : Xp, (w) — X(w) P m.v.. Olkoon X (w) := liminfy X, (w) €

v -
LP(Q,G, P). Seuraa ettd X,, = X ja siksi X (w) = X (w) P-m.v.

Kun X € L?(Q,F,P) ja H = L*(Q,G, P) seuraa projektio lauseesta (8.1
ettd on olemassa ortogonaalinen projektio

Y(w) = Ep(X]G)(w) == (TIL2(0,6,7) X ) (w)
joka kutsutaan ehdolliseksi odotusarvoksi jolla
e Y €L?(0,G,P)
o Ep(XW)=Ep(YW) VW € L*(Q,G,P)

Lemma 9.1. FEhdollinen odotusarvo on positiivinen operaattori:
Olkoon 0 < X (w) € L>®(Q, F,P), G C F ali-o-algebra. Silloin

Y(w) = Ep(X|G)(w) >0 P-m.u.

Tod. Koska L>(P) C L?(P) ehdollinen odotusarvo Y (w) on olemassa L>-
projektiona. Olkoon A = {w: Y (w) < 0} € G. Koska 14(w) € L>=(P) C L*(P),

0< EP(X].A) = Ep(YlA) = EP(Y]_(Y < 0)) = —EP(Yi) <0

ja vaite seuraa.
Ehdollisen odotusarvon méiritelmi laajennetaan L!(Q, F, P) avaruuteen:

Teoreema 9.1. (Kolmogorovin médritelmdi) Kun X € L*(Q,F,P), ja G C F
on ali-o-algebra, on olemassa ehdollinen odotusarvo Y (w) = Ep(X|G)(w) €
LY(,G, P) jolla Y € LY(,G, P) ja

EP(X].A) = Ep(YlA) VAeg
Ehdollinen odotusarvo on P-m.v. yksikdsitteinen.

Tod. Voidaan olettaa ettd X (w) > 0 Vw, muuten kiytdmme ensin hajotel-
maa X (w) = X (w)*t — X(w)~ ja sitten méadrittelemme

Ep(X7|9)(w) = Ep(XT|G)(w) — Ep(X~|G)(w)

Olkoon 0 < X, (w) = X(w)An T X(w) kun n 1 oo. Koska X,, € L™
seuraa etti X, € L?(Q,F,P) ja projektio lauseesta seuraa ettd on olemassa
Y, € L*(Q,G, P) jolla

Ep(Xnla) = Ep(Yyls) YAEG
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Seuraa lemmasta (9.1)) ettd Y, (w) > 0 P-m.v. Kunn > m (X, (w) — X;n(w)) > 0
josta seuraa

(Yn(w) = Yin(w)) = Ep(Xa|9)(w) = Ep(Xm|G)(w) = Ep(Xn — Xin|G)(w) = 0

Olkoon Y (w) = limsup,, Y,,(w). Seuraa ettd Y, (w) 1 Y (w) P-m.v. ja monotoni-
sen konvergenssin lauseesta, VA € G

Ep(X1y) = liTm Ep(X,14) = liTm Ep(Y,14) = Ep(Y1,)

Jos Y (w) € L'(9,G, P) toteuttaa Kolmogorovin méritelmis, koska A =
{w:Y(w) >Y(w)} eq,

0< Ep((Y = Y)14) = Ep(X14) — Ep(X14) =0
seuraa ettd Y (w) < Y (w) P-m.v., samoin seuraa etti Y(w) > Y(w) ja siksi
Y(w) =Y (w) P-m.v.
Tehtiava 9.1. Osoita ettd patee jos ja vain jos
Ep(XW) = Ep(YW) VYW € L®(Q,G, P)

Tehtdvd 9.2. Olkoon G = o(Ay,...,An) C F ddrellisesti generoitu ali o-
algebra, jossa {A1,..., A} on Q:n F-mitallinen ositus, A; € F, |J]_, A; = Q,
A;NA; =0 kuni#j.

Olkoon X (w) € LY (2, F, P). Silloin

" Ep(X1y,)

001 0= S B 0

=1

Ep(X[9)(w) =

=1

jossa Ep(X|A) = Ep(X14)/P(A) on elementaarinen ehdollinen odotusarvo,
joka saa mielivaltainen arvo (esimerkiksi 0) silloin kun P(A) = 0. Osoita ettd
toteuttaa Kolmogorovin ehdollilsen odotuarvon mdadritelmdan.

Huom: Kolmogorovin ehdollinen odotusarvo o-algebran ehdolla Ep(X|G)(w)

on satunnaismuuttuja, kun elementaarinen odotusarvo tapahtuman ehdolla Ep(X|A)

on vakio joka on hyvin mééritelty vain silloin kun P(A) > 0.

10 Ehdollinen odotusarvo Radon-Nykodim deri-
vaattana

Olkoon X € LY(Q, F, P) Miiritelldén merkkinen mitta
,ux(A) = EP(X]_A) VAe F

Huomataan ettd px(A) = 0 silloin kun A € F ja P(A) = 0, eli p < P o-
algebrassa F, ja X(w) = ”ff—]i‘(w) on vastaava Radon-Nikodymin derivaatta.

Olkoon G C F ali o-algebra. Erityisesti u <« P o-algebrassa G. Radon-
Nikodymin lauseesta seuraa ettd on olemassa R-N derivaatta

Vo) = X0 )
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jossa Y (w) € L1(2, G, P) joka toteuttaa mitanvaihtokaavaa
EP(X]_A) = ,ux(A) = EP(Y]_A) VAe g

Kolmogorovin méiritelmésté seuraa ettd Y (w) = Ep(X|G)(w).
Siis ehdollisen odotusarvon olemassa olo seuraa R-N lauseesta. Kuitenkin,
koska emme ole vield todistaneet R-N lauseetta kiytimme L2?-projektiota.

11 Mita voidaan sanoa kun FEp(|X]|) =00 ?

Olkoon 0 < X(w) € L%, F, P) mutta Ep(X) = oo. Myds tiissii tapaukses-
sa monotonisen konvergenssilauseen kautta seuraa ettd on olemassa ehdollinen
odotusarvo Y (w) = Ep(X|G)(w) € [0,400] joka on G-mitallinen joka totetuttaa
VA eg.

Ep(X14) = Ep(Y1a) € [0, +0]

Toki Y (w) voi saada my6s arvoa 400, joka tapauksessa Ep(Y) = Ep(X) = oo.
Yleisemmin olkoon X (w) = (X (w)* — X(w)7), jossa Ep(|X]) = co. Silloin
ehdollinen odotusarvo

Ep(X|9)(w) = Ep(X*|0)(w) — Ep(X¥|G)(w) € [~00, +o<]
on hyvin mééritelty vain joukon
U= {w: Ep(X*+|0)(w) = Ep(X~|0)(w) = +oc}
ulkopuolella. Kun kiy hyvin joskus P(U) = 0.

12 Ehdollisen odotusarvon ominaisuudet

1. Monotoninen konvergenssi :

0< Xn(w) ] X(w) = 0 < Ep(X,|0)w) 1 Ep(X|G)(w) P m.v.

2. Ep(Ep(X|G)) = Ep(X)
3. KumHCGC7F,
Ep(X|H)(w) = Ep(Ep(X|G)|H)(w) P m.v.
4. Jos Y € L'(,G, P), ja X,(XY) € L1(Q, F, P), seuraa
Ep(YX|G)(w) =Y(w)Ep(X|G)(w)

5. jos o-algebra H on P-riippumaton o-algebrasta o(X) Vv G,

Ep(X|GVH) =Ep(X|G)
Tod. VG € G, H € 'H, seuraa
Ep(X1cly) = Ep(X1g)P(H) = Ep(Ep(X|G)1g)P(H) = Ep(Ep(X|G)1c1x)
ja viite seuraa koska GVH = o(GNH :G € G, H € H).
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13 Saannollinen ehdollinen todennékoisyys ja yti-
met

Tapahtuman A € F ehdollinen todennikéisyys ehdolla G o-algebra on luonnol-
lisesti

P(A|G)(w) = Ep(14]G)(w)

joka on yksikisitteinen modulo P-nolla mittaisia joukkoja. Koska ehdollinen
odotusarvo on ei-negatiivinen operaattori, seuraa P(A|G)(w) € [0,1] P-melkein
varmasti.

Voidaanko sanoa ettd P-melkein varmasti, kuvaus A — P(A|G)(w) € [0,1]
on todenn#koisyysmitta 7

Olkoon {A,} C F tapatuhmien jono jolla A, | (. Seuraa ehdollisen odo-
tusarvon monotonisen konvergenssin lauseesta ettid on olemassa joukko N jolla
P(N)=0

P(A,|G)(w) | 0 VYwe N° (13.1)

Tami joukko voi toki riippua {A,} C F jonosta, ja kun yleisesti jonojen méa-
rd on ylinumeroituva, ei mikdin takaa ettd 16ytyy sellainen P-nolla mittainen
joukko N jossa pitee samaan aikaan kaikille tapahtumien jonoille joilla
A, 1 0.

Siis ehdollinen todenn#kdisyys ei ole automaattisesti P-melkein varmasti o-
additiivinen.

Maééaritelma 13.1. Olkoon (0, F) ja (Q, F) todennikdisyysavaruudet.
Kuvaus K : Q x F — [0,1] on (2, F) — (0, F) todenndkdisyys ydin kun

o kaikille kiinnitetyillle w € Q kuvaus K(w,-) : F — [0,1] jossa A —
K(w, A) on todenndkdisyysmitta.

o kaikille kiinnitetyillle tapahtumille A € F kuwvaus K (-, A) : Q@ — [0,1] jossa
w i K(w, A) on F-mitallinen.

Médritelmd 13.2. Olkoon Q = Q ja F C F, G C F. o
Ehdollisella todenndkdisyydelld (A,w) — P(A|G)(w) jossa A € F on sddin-

nollinen versio jos on olemassa (Q2,G) — (Q, F) todenndkoisyys-ydin K(w,.A),
joka on G-mitallinen w:n suhteen, ja

Ep(X|9)(w) = QX(@)K(w,d@)

kaikille X € L'(2, F, P)

Huomautus 13.1. mddritelmdssi esintyy ali-o algebra F C F koska joskus
ehdollisen todennikdisyyden sidnndéllinen versio on olemassa vain jollekin pie-
nelle o-algebralle eikd alkuperdiselle o-algebralle F. Esimerkki: F = o(X) jossa
X on (F-mitallinen) reaali-arvoinen satunnaismuuttuja.

Maiaritelmd 13.3. Todenndkéisyysavaruus (2, F) on Borel jos on olemassa
mitallinen bijektio f : (Q,F) — [0,1],B([0,1)]) jossa kiinteiskuvaus f=1 on
myds mitallinen.
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Teoreema 13.1. Olkoon (2, F, P) todenndkdisyyskolmikko.

Olkoon X : (O, F) — (', F') mitallinen kuvaus, jossa (', F') on Borelin
avaruus, ja G C F ali o-algebra

On olemassa (Q,G) — (', F') todenndkdisyys ydin K (-,-) joka on ehdollisen
todenndkoisyyden sidnnéllinen versio: P melkein varmasti,

P(X € D|G)(w) == Ep(1(X € D)|G)(w) = K(w,D) kaikille D € F'

Todistus sivutetaan, katso Kallenbergin kirjasta Foundations of Modern Pro-
bability, Thm 6.3, 6.4.

Huomautus 13.2. Meidin onneksi (R?, B(R?)) on Borel avaruus, siis satun-
naisvektorin ehdollisella todenndkdisyydella on aina sadnnéllinen versio.

14 Ehdollisen odotusarvon laskenta P-riippumattomuuden

oletuksen nojalla

Lause 14.1. Todenndkdisyysavarvudella (2, F), olkoon G C F ali o-algebra,
Y(w) G-mitallinen satunnaismuuttuja, joka saa arvot mitallisessa avaruudessa
(S,8), ja olkoon X (w) € (S,S) riippumaton G o-algebrasta.

Olkoon f : (§ x S) — R rajoitettu ja Borel-mitallinen kuvaus.

Silloin ehdollisella odotusarvolla on integraali-esitys

Ep(f(X,Y)|9)(w) = Ep(f(X,y))

:/~f(x,Y(w))PX(dx) (14.1)
)y J§

y=Y (w
jossa Px(B) = P({w: X(w) € B}).

Tod. Olkoon
Vi={f: (S x §) — R Borel mitalliset ja rajoitetut funktiot joille pitee }

Osoitamme ensi ettd V' on monotoninen luokka. Ehdollisen odotusarvon maéari-
telméstd seuraa on voimassa funktiolle f(z,y) jos ja vain jos VG € G

Be(fX¥)16) = [ { / f(x,Y(w))wax)}lG(w)P(dw)

Selvisti V' on vektori avaruus koska odotusarvo on lineaarinen. Jos {f,,(z,y) :
neN}CVija0< folz,y) T f(x,y) jossa f(x,y) on rajoitettu, seuraa mono-
tonisen konvergenssin lauseesta ettid f(x,y) € V.

Monotonisen luokan lauseesta seuraa ettd jos Z C V on w-luokka, V sisaltia
kaikki rajoitettu o(Z) mitalliset funktiot. Viite on osoitettu kun niytdmme
ettd [14.1] pdtee funktiolle f(z,y) = 15(x)1p(y): VG € G riippumattomuudesta
seuraa

&

P(15(X)1p(Y)1lg) = Px(B)P({Y € D}NG)

_ { 1B<X<w>>P<dw>}1D<Y<w>>1a<w>P<dw>=
Q Q

/ 1B<X<a>>1D<Y<w>>P<da>}1G<w>P<dw> -

/ f(Xm,Y(w))P(da>}1G<w>P<dw>



joka tarkoittaa 1p(z)1p(y) € V O

15 Ehdollisen odotusarvon laskenta mitan-vaihdon
avulla: Bayesin kaava

Lemma 15.1. Ehdollinen odotusarvon on itse-adjungoitu operaattori, eli kun
X e LY(Q,F,P), G C F on ali o-algebra, VA € F

Ep(X Ep(14]G)) = Ep(Ep(X|G) Ep(141G)) = Ep(Ep(X|G) 14)

Tod. Suoraan ehdollisen odotusarvon ominaisuuksista.

Olemme esitténeet kaksi tapausta jossa osaamme laskea ehdollisia odotusar-
voja: silloin kun o-algebralla G on numeroituva méiri atomeja, ja riippumatto-
muuden nojalla lauseessa [14.1

Yleisemmin voidaan joskus paluattaa ehdollisen odotusarvon laskeminen
lauseen [I4.1] tilanteeseen mitan-vaihdon avulla. Ensin esitimme mitanvaihto-
kaavan ehdolliselle odotusarvolle:

Teoreema 15.1. (Abstrakti Bayesin kaava). Todenndkdisyysavarvudella (Q, F),
0

olkoon G C F ja P <F< Q todenndkéisyysmitat joilla Q(A) = 0 = P(A) =
kun A € F.

Radon-Nikodym lauseesta seuraa ettd on olemassa Radon-Nikodym derivaat-
ta eli satunnaismuuttujo

0< Z(w) ::;l—g

jolle odotusarvon mitanvaihtokaeava on voimassa:

(w) € LYQ,F,Q)

Ep(X)=FEo(XZ) VX eL'Y(QF,P)
Silloin ehdolliselle odotusarvolle pitee Bayesin kaava:

Eq (X 7 ] g ) (w)
Ep(X|G)(w) = "t € LYQ,G,P)

Tod. Olkoon G € G. Mitanvaihto kaavasta odotusarvolle ja ehdollisen odo-
tusarvon maaritelmastd seuraa

Ep(X1¢) = Eq(ZX16) = Eo(Eo(ZX1¢|G)) = Eo(Eq(ZX|6)1c)

 (Eq(2I9) ( Be(zX|9), \ _ . (Eo(ZX]0)
‘EQ(EQ<Z|9>EQ(ZX'Q“G> ‘EQ(Z Eo(Z10) 1G) ‘EP< Eo(Z10) 1G> -

Esimerkki 15.1. (Perinteinen Bayesin kaava) Todenndikdisyysavaruudella (2, F),
olkoon ja X(w) € R4 Y(w) € R™ satunnaismuuttujia joilla F = o(X,Y),
G=o().

e Q
Olkoon P < @ todenndkdisyysmitat joilla X 1LY ja olkoon

_ap

0<Z(w) :=2(X(w),Y(w)) = a0

(w) € LYQ,F,Q)

35



jollakin Borel-mitallisilla funktiolla z(x,y) > 0. Olkoon f(x,y) rajoitettu Borel-
mitallinen kuvaus. Bayesin kaavasta

Eq(f(X,Y)Z|G)(w)
Eq(Z|G)(w)
_ JaS( Y(w)) 2(X(@),Y (w))P (dw)
fQ X (@), Y (w))P(dw)
/ f(x

K(w,dw) =

Ep(f(X, Y)!@)(W) =

w))K(w,dw)  jossa
(X (@ )Y( )
Jo 2(X (W), Y (w))P(dw')

on ehdollisen todenndikdisyyden ydin. Voidaan myds integroida suoraan R? ava-
ruudessa jossa X (w) saa arvoja:

_ Jua @Y (@))3(a, Y () Px(d) _
fRd z(z,Y (w))Px (dz) R

P(dw)

Ep(f(X,Y)|G)(w) f@, Y (w)k(Y (w), dx)

jossa

_ z(z,y) .
F ) = Ty Pty X )

Kun satunnaisvektorin (X,Y) jakaumalla on tiheysfunktio (d + m)-ulotteisen
Lebesgue mitan suhteen, siis P(X € dx,Y € dy) = px,y(x,y)dxdy, Fubini
lauseesta seuraa ettd silloin myds marginaalijakaumilla Px ja Py on tiheydet,

P(X e dzx) =px(x)dx = /me,Y(I,y)dy
P(Y € dy) = py ()dy = | pxy(e)ds

ja voidaan valita todenndkdisyysavaruudeksi Q = R x R™ todenndikdisyysmi-
toilla

Qx,y(dz,dy) := (Px ® Py)(dz,dy) = px(z)py (y)dzdy, Pxy(dz,dy) = px,y (y)dzdy
Oletuksesta Pxy < (Px ® Py), seuraa etté Radon Nykodim derivaatta on

Px,y (»’57 y)
px (z)py (y)

dPXvY@; )_dpi(x )= 2(z,y) =
dQX7Y 7y d(PX ® PY) 7y 7y

Voidaan silloin kirjoittaa ehdollisen todenndkdisyyden ytimen tiheysfunktioiden
avulla

z(z,y) _pxy(@y) el d
k(y,dx) = Ton el ,yPX(d:r,)P x (dx) = oy () dr = px|y (z|y)d

jossa vitmeinen yhtdlé on ehdollisen tiheysfunktion mdadritelmd. Perinteinen
Bayesin kaava on

pxy(z,y)  px(@)py)x(ylr)

Pyl = ey T T )
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15.1 Ehdollisen odotusarvon laskenta tuloavaruudessa

Olkoon (92, F, P) todennékoisyyskolmikko ja H C F, G C F.
Tuloavaruudessa (€ x Q) varustettuna tulo c-algebralla H ® G méaritellasn
Dynkinin laajennuslauseen kautta todennidkoisyysmitta P jolla

P(HxG)=PHNG) VHeH,GeG
Lause 15.1. Olkoon X (w,w') € LY(Q x Q,H® G,P).

Silloin
//X(w,w’)IF’(dw x dw') = /QX(w,w)P(dw) (15.1)

QxQ

Tod. Kun X(w,w’) = 1g(w)lg(w’) jossa H € H ja G € G, viite seuraa
suoraan P:n madritelmasti. Olkoon

V= {X(w,w’) : rajoitetut ja H ® G-mitalliset s.m. joilla (15.1) on voimassa }

Selvisti V' on vektori avaruus, ja monotonisen konvergenssin lauseesta seuraa et-
t4 V on monotoninen luokka. Koska V' siséltaa satunnaismuuttujat 15 (w)1lg(w’)
jossa H € 'H ja G € G, monotonisen luokan lauseesta seuraa siséltad myos kaikki
rajoitetut ‘H ® G-mitalliset satunnaismuuttujat.

Yleisemmin kun X on ei-rajoitettu ja H ® G-mitallinen voidaan ensin ha-
jottaa X = (XT — X7) € LY(Q x O, H ® G, P®?) satunnais-muuttujen jonolla
X, = (XTAn)— (X~ An), ja kiytad monotonisen konvergenssin lausetta erik-
seen positiivisille ja negatiivisille puolille [J

Esimerkki 15.2. Olkoon &(w),n(w) € R satunnaismuutiujat H = o(§), G =

a(n) ja
f: (R xR) — R" Borel-mitallinen kuvaus. Silloin

/Q Fe@)n@)P) = [ [ 1w nw)B(do, o)

QxQ

Oletamme nyt ettd o-algebrat H ja G ovat P-riippumattomia eli
PHNG)=PH)P(G)kun HeHjaGeg
Silloin P= P ® P = P®? eli
P(HxG)=PHNG)=PH)P(G) YHeH,GeG
Tastd esityksestd seuraa suoraan ettd kun G € G,

Ep(Xlg):/QX(w,w)lg(w)P(dw):/ X (w,w)1g(W)P®?(dw, dw’)
Ox0

= [{ [ xtw.w P hrow) pa)

ehdollisen odotusarvon mééiritelmésti seuraa

p(X|G)(w /wa (dw)
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joka vastaa kaavan (|14.1))

Yleisemmin, kun o-algebrat H ja G eivit ole riippumattomia P-mitan suh-
teen, oletamme etti P < P®? tulo o-algebrassa (H ® G).

Seuraa Radon-Nikodymin lauseesta ettd on olemassa (H ® G)-mitallinen
Radon-Nikodymin derivaatta

dP

0< Z(w,):= Jpat

(w,w') € L'Qx QH®G, P??)

jolla mitan vaihdon kaava on voimassa kaikille X € L'(Q x Q, H ® G, P)

/ X(w,w’)P(dw,dw’)z/ X(w,w)Z(w,)P®?(dw, dw') =
QxQ QxQ

A(LX(W’”/)Z(W’“')P(CM))P(da/> :/QX(w,w)Z(w,w)P(dw)

Kun G € G saadaan

| x@no@p) -
J[ Kwanaras i) = [ ([ x)260.00P0) ) 16w)ra) -

/sz (/Q Zw, ”/)P(d“’)> Y (w)1e(w')P(dw)

jossa

)= Yo i K P

on {0, 2} ® G-mitallinen.

// (w, )Y (W) 1g(W)P®?(dw x du') //Y Vg (w)P(dw, dw')

QxQ QxQ

= / Y (w)1lg(w")P(dw")
Q

Ehdollisen odotusarvon mééritelmésté seuraa Y (w') = Ep(X|G)(w').
Huomataan ettd myos

/ X (w,w')Z(w,w)P(dw)
Q

toteuttaa Kolmogorovin ehdollisen odotusarvon méaéritelméan
T&mai ei tuo ristiriitaa koska téssa tapauksessa

/ Z(w,w)P(dw) =1
Q
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koska
PQxG) = P®2(Q x G)=P(G) VGeg

— P(G) = /Q ( /Q Z(w,w’)P(dw)) 16(W)P(d) YG G

Samoin,

/ Z(w,w)P(dw') =1
Q

Huomautus 15.1. Tissd kappaleessa yleistettiin lause [T]-1] ja esimerkki
tilanteeseen jossa H ja G ovat yleisid ali-o-algebrat eikd vdlttdmdtta satunnais-
vektoreiden virittamid.

16 Ehdollistaminen nollamittaisiin tapahtumiin:
varoitus

Olkoon X (w),Y (w) riippumattomia standardi gaussisia satunnaismuuttujia,
EP(X) = EP(Y) = 0, EP(X2) = EP(Y2) = 1. Olkoon

X(w

Y(w)

~

Ww) = (X(w) -Y(w)), Zw)=1(Y(w)#0)
Olkoon N = {w: Y (w) = 0}.
Selvisti P(N) =0 ja
NeN{w: X(w) =Y W)} =NN{w: W(w) =0} = N°n{w: Z(w) =1}
Olkoon f : R — R rajoitettu Borel mitallinen kuvaus.

I f(@)do(z — y)px (x)py (y)dxdy
i) Ep(f(X){X =Y} ="

I do(z — y)px (x)py (y)dady
RxR

i) BeOW =0) = [ s (el0pds

i) Ee(0IZ=1) = [ f@pxzteln

eivit ole valttdméttd samasuuruisia. Ndytdmme ettd i) = i7) # 4ii).
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1) Perustuu tulkintaan

Ep(f(X)HX =Y}) = lsiFgEP(f(X)H\X —Y[<e})

L EoMx-vi<ep ] (£ vty st
€l0 P(‘X — Y| < 6) el0 f(ffr:py(y)dy)px(x)dx
R
f 16%1( LTy (y)dy> f(2)px (z)dx
/ 1;{3( ffffpy(y)dy)px(x)dx
[ F@)py (@)px (x)de  [[ f(x)do(z — y)px (2)py (y)dwdy
_ R _RxR
f py (z)px (z)dz [ do(z — y)px (x)py (y)dady

RxR

Téassd dg on Diracin delta distribuutio jolla on ominaisuus

/R g(2)do()dz = g(0) = / o) F(dz)

kaikille jatkuville funktioille g, ja F'(z) = 1(x > 0). Diracin § on porrasfunktion
F:n derivaatta distribution mielessa.

Lasketaan:
) Jrxr f(@)d0(z — y)px (x)py (y)dxdy _ A py (z)dx _ _ Je f@)e
Jrxr 0o(x — y)px (x)py (y)dady prx )Py (x)dz Jpe®dax

F/Rf(a:)e_m dx

1) Bayesin kaavasta

(2,0) = px (@)pwix (z,w) _ px(@)pwx (2, w)
Px\w T, pw(lU) pW(’w>

= el ya) = el g (w = ) (el ut) )
koska py| x (w|x) = py (w—x) ja W on gaussinen ja E(W) = E(X)—-E(Y) =0,
E(W?) = E(X?) + E(Y?), siis

(w— =)

pwix (w|z) = \/% eXP(*T)

joka on gaussisen jakauman N (x,1) tiheysfunktio.
Téasta seuraa

1 e
/Rf(x)px|w(33\0)d$=ﬁ/Rf(x)e dx

joka tdsmad i) arvon kanssa.
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Kuitenkin

dy

1 22 | ||
- ool

pz\x(z|$) = py(v/z) 2.2/ 2

muuttujan vaihdolla z = x/y , ja

pz(z) = /sz‘x(dm)px(x)dac = 22127r /]R |x|exp(—%(1 +Z—2))dﬂc

1 * 1) r N e
= z227r2/0 ri/ exp(—§(1 +27%)) dr
1 > r 1 2 1
— — (1 “2\\dr = —
2227 /0 exp( 2( +275))dr 222t (1+272) (1427

muuttujan vaihdolla » = 22. Téman jakauman nimi on Student-t vapausasteella
1.
Téasté seuraa Bayesin kaavalla

2 x
(ofs) — PX@P2xl2) g o) G e f) B
Px|z - pz(2) B =

22)|x z?
= 7(1+2 ) |exp(f?(1+272))

Kun z = 1 saadaan py z(z|1) = |z] exp(—2?) ja

Emﬂmw:n:Aﬂ@mwmmmzéﬂmmﬂmﬂ%m

joka on eri kuin integraalien i) ii) arvo.

Eri nolla mittaisilla tapahtumilla voi olla eri esityksid eri satunaaismuuttu-
jen avulla, ja vastaavien ehdollisten odotusarvojen pistettiiset arvot saattaavat
olla erildisid. Tama ei ole ristiriidassa todennékéisyysteorian kanssa koska aina
voidaan vaihtaa ehdollisen odotusarvon arvot pistettdin nolla mittaisissa jou-
koissa.

17 Martingaalit

Miéritelmi 17.1. Olkoon (2, F) todenndkdisyysavaruus, ja T = N,RT Z R, Q,Q, ...

atkaindeksien joukko.
Filtraatio F = (F; : t € T) on o-algebroiden kokoelma, joka on ajan suhteen
ei-vdheneva:

F.CFCF Y<s<t

Maéritelma 17.2. Stokastinen prosessi (Xi(w) : t € T) on sopiva (tai adap-
toitu) filtration F:n suhteen, kun X, (w) on F;-mitallinen Vt € T.

Maiédritelma 17.3. Diskreetti ajassa, eli kun T C 7Z, stokastinen prosessi (X¢(w) :
t € T) on ennustettava filtration F:n suhteen, kun X;(w) on Fi_1-mitallinen
vteT.
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Maéritelméd 17.4. Sanotaan etti prosessi X = (X, : t € T) on (ali,yli)-
martingaali filtraation F:n suhteen kun

1. (Xy) on F-sopiva
2. Xy € LYQ, F,, P) Vt €T,
3.
Ep(Mtlj:s):Ms VSSt,

vastaavasti < ylimartingaalin tapauksessa ja > alimartingaalin tapaukses-
sa.

Huomataan ettd martingaalin ominaisuus riippuu seki todenndkéisyysmi-
tasta ettd filtraatiosta. Ylimartingaali on ajan-suhteen “keskimé&irin” ei-kasvava,
alimartingaali on "keskimaé&rin” ei-vihenevi, martingaali on sekd ylimartingaali
ettéd alimartingaali.

Lemma 17.1. Diskreetti ajassa (T C Z), mddritelmdssd ominaisuus (3)
seuraa kaikille s < t kun

EP(Mt|ft71) == Mt,1 Vt
Tod. Induktiolla, kun t = s,
EP(Mt|]:s) = EP(M5|]:5) = Ms

Muuten voidaan kdyttda induktiota r = (t—s):m suhteen, olettamalla ettd lemma
on voimassa kaikille arvoille ¢, s joilla (¢t — s) < r, kun (¢t — s) = r seuraa

Ep(Mi|Fs) = Ep(Ep(Mi| Fsy1)|Fs)
= EP(MS-"-l‘-FQ) = MG

Samoin voidaan tarkistaa myos ali- ja yli- martingaalin epayhtaloita.

Esimerkki 17.1. Olkoon (X; : t € N) C L' (P) riippumattomien satunnais-
muuttujen jono jolla E(X;) = p € R, ja olkoon F; = FiX = o(X1, Xa,..., X;)

Sy = (X1 4+ -+ Xy) on F-alimartingaali kun p > 0, ja F-ylimartingaali
kun p > 0, ja F-martingaali kun p = 0.

Esimerkki 17.2. Olkoon (X, : t € N) riippumattomien satunnaismuuttu-
jen jono jolla Xi(w) > 0 P-m.wv. ja E(X;) = p € [0,400), ja olkoon F; =
O'(Xl,XQ,...,Xt)

Silloin tuloprosessi My = (X1Xo ... X;) on F-alimartingaali kun n > 1, ja
F-ylimartingaali kun p < 1, ja F-martingaali kun p = 1.

Esimerkki 17.3. Olkoon X;(w) € R? t € N, diskreetti aikainen Markovin ketju
alkujakaumalla 7(dx) ja siirtymdytimelld K (x, dy).

Olkoon Fy = FX = o(Xo, X1,...,X).

Mdaritellddn operaattori

(K f)(x) := y FWK(y,dr) = E.(f(X1)) = Ep(f(X:)| X1 = 2)

42



Osoita ettd .
Mi(f) = (F(Xe) — (K)(Xo1))

on F-martingaali kun f(z) on rajoitettu ja Borel mitallinen.
Teleskoppisen summan esityksestd,

t

F(Xe) = F(Xo) + D> (F(Xe) = f(Xe1) =

s=1
t

F(Xo)+ > (F(Xe) = Kf(Xe1) + Y _(Kf)(Xeo1) = f(Xs1))
s=1

s=1
= [(Xo) + My (f) + A:(f)
saadaan Doobin hajotelma jossa A.(f) on ennustettava prosessi

Lause 17.1. Olkoon (X;) martingaali ja (Y;) ennustettava prosessi filtraation
(Fi : t € N) suhteen.
Maddaritelladn martingaalimuunnos tai aika-diskreetti stokastinen integraali

t t
My =3 Yi(X, = Xom1) = )_YAX,
s=1 s=1

Kun E(|YsAM,|) < 0o Vs € N, (M;) on martingaali.

Tod. Méaaritelméasta seuraa ettd M; on F-sopiva ja integroituvuus ehto seu-
raa kolmio epayhtilostd. Tarkistamme ettd martingaali-ominaisuus on voimas-
sa:

Ep(M; — My1|Fi—1) = Ep(Yi(Xi — Xo-1)|Fomr) = YiEp(Xy = Xio1|Fir) = 0

jossa kiytettiin integrandin (Y;):n F-ennustettavuutta.

Integroituuvus voidaan tarkistdd Holderin epayhtalolla
E(Y.AM|) <[ Ys [, || AM; |z,

kun p, q € [1, +o0] ovat konjugaatti-eksponentteja joilla p~1 4+ ¢~ 1 = 1.

Vedonlyonti-tulkinta Oletamme etta hetkelld (¢ — 1) on mahdollisuus ostaa
tai myyda arpajaisia hinnalla X;_ ;. Hetkelld ¢ arpajaisen arvo on X, satun-
naisvoittolla AX; = (X; — X;—1) (negatiivinen voitto tulkitaan on tappioksi).
Téssd Yi(w) on vedonlyonti strategia, ennustettava siind mielessi ettd on Fy_;-
mitallinen kun AX; on F;-mitallinen, siis kun lydddin vetoa ei tiedetd mité
tapahtuu seuraavaksi. M; on pelajan pddoma ja

t
M, — My = ZYSAXS
s=1

on pelajan voitto. Reilussa pelissa Fp(AX;|F;:—1) = 0 ja arpajaisen arvoprosessi
on martingaali. Lause kertoo ettd niin kauan kun integroituvuus-ehdot ovat
voimassa ja pelistrategia on ennustettava, pelajan voitto-prosessi on martingaa-
li. Kun X; on ylimartingaali (kuten roulette-pelissi), ja ennustettava pelistra-
tegia on rajoitettu ja ei-negatiivinen, voittoprosessi on edelleen ylimartingaali.
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Maéritelma 17.5. Satunnais-hetki T(w) € T =N on (F;)-pysihdyshetki kun

{w:T(w)<t}eF VteN

18 Doobin Martingaali-konvergenssi lause

Martingaali (M; : t € N) joka on rajoitettu L!(P) normissa, suppenee P-melkein
varmastid kun ¢t — +4o0.

Teoreema 18.1. (Doob)
Olkoon (X : t € N) ylimartingaali jolla sup Ep(X; ) < oo,
teN
( tdssdé x— = max(—z,0)).
Silloin

sup Ep(|X,]) < o
teN

lim Xi(w) = Xoo(w) P-m.o.

t—oo
jossa Xoo(w) € LY(Q)

Huomautus : vaikka X, (w) € L'(Q), ilman tasaisen integroituvuuden
ehtoa, konvergenssi L!(P)-mielessi ei seura.
Tod. Koska X; on ylimartingaali, Vt € N

E(X;") < E(Xo) + B(X;)

joten
sup E(X;") < E(Xo) + sup B(X;)
t t

jossa E(|Xo|) < oo, siksi (X;)sen on rajoitettu L!(P) avaruudessa.
Olkoon a < b, ja médritellin pysdhdyshetkien jono

oo(w) =inf{s € N: X,(w) < a}
(ensimméinen «a tason alituksen hetki)
Ti(w) = inf{s > 0;(w) : X,(w) > b},
oi(w) =inf{s > 7,1 (w) : Xs(w) <a}, i >1

joilla 0 < 0y < 7; < 0441 < ... Nami ovat pysidhdyshetkid, koska V¢t € N
tapahtumat

{w:oi(w) <t} ja {w:nw) <t}

riippuvat ainoastaan prosessin polusta (X;(w),...,X;(w)), ja siksi ovat Fy-
mitallisia.
Madéritellddn sijoitusstrategia

| 1 te (04,7 joillekin i € N
Ct(w) o { 0 te (Ti70i+1]
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Koska 7; ja o; ovat pysdhdyshetkia, kaikille t € N
{Ct = ].} = U{t S (O’Z‘,Ti]} = U{O’Z < (t — 1)} N {7—7,' < (t — 1)}0 c Fi_1
i€N 1€N

Koska Ci(w) € {0,1} on ei-negatiivinen ja rajoitettu ennustettava prosessi,
seuraa ettd martinagaali muunnos

on myos ylimartingaali, erityisesti E(Y;) < E(Yy) = 0.
Koska
Y > (b= a)Ulep ([0,t]) = (Xi —a)”

ja koska E(Y;) < E(Yy) = 0, seuraa Doobin ylitysten-epayhtalé (upcrossing-
inequality)

Ep (Upay (10.1))) < ﬁm((xt —a)7)

Koska Up, 3([0,t]) on ei-vihenevd, Vw on olemassa
U[a,b] ([03 OO), w) = tllglo U[a,b] ([07 tD e NU {+OO}
(Xt —a)” =max(a— X,0) < |a| + X,

seuraa monotonisen konvergenssin lauseesta

. 1 _
B (Uan(0:50)) = Jim B (Uian([0.0) < 2o (Jal +sup En(X0) ) < o0

Erityisesti Up, 4)([0, 00),w) < oo P-melkein varmasti.
Olkoon

N = {w:lim inf X;(w) < limsup X;(w)}
t—o0 t—o0
= U {w: lim inf Xi(w) < a<b<limsup Xy (w)}
a<beqQ - =00

U {Uien([0,00),w) = o0}

a<beQ

on P-nolla tapahtumien numeroituva yhdiste, joten P(N) = 0.

T&ma tarkoittaa ettd P-melkein varmasti (X;(w))ien suppenee kohti raja-
arvoa Xo (w) = limsup,_, o X¢(w), Vw € Q.

A priori X (w) € [—00, 0], mutta Fatoun lemmasta seuraa

E(|X|) = E(limilgf|Xt|) < limirtle(\XtD <sup E(|Xy|) < o0,
t

siksi | X oo (w)| < 0o P-melkein varmasti O.

Seuraus 18.1. Olkoon (X; : t € N) alimartingaali jolla Ep(X,;") < oc. Silloin,
P-melkein varmasti 3lim;_ o, X;(w) = Xo(w) € LY(P).

Tod. Doobin konvergenssi lause soveltuu ylimartingaalille (—X3).
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Seuraus 18.2. Kun X; on ei-negatiivinen ylimartingaali, on olemassa P-melkein

varmasti raja-arvo Xoo(w) = tlim Xi(w) > 0 jolla Ep(Xeo|Fr)(w) < Xi(w)
—00

Vt < o0.

Tod. Doobin martingaalikonvergenssilause soveltuu koska X; (w) = 0. Fatou
lemmasta ehdolliselle odotusarvolle

Ep(Xoo|Fi) = Ep(liminf X, |F;)
S hmlnpr(Xu|.7:t) S Xt

(X:) on ylimartingaali laajennetulla indeksijoukolla NU {400} O

18.1 Tasaisesti integroituvat martingaaalit

Lause 18.1. Olkoon satunnaismuuttuja X (w) € L*(Q, F, P). Kokoelma
{Ep(X|G)(w): G C F ali o-algebra }
on tasaisesti integroituva.

Tod. Koska {X} Ce L'(P) on tasaisesti integroituva, Ve > 0 3§ > 0 jolla
Ep(|X|1a) < e kun P(A) < 4.
Olkoon Y (w) = Ep(X|G)(w), seuraa ettd Ep(|Y]) < Ep(|X|) < 0o

KP([Y| > K) < Ep(|Y]) < Ep(|X])
josta seuraa P(|Y]| > K) < § kun K > Ep(|X|)671, ja
e > Ep(IX|L(Y| > K)) = Ep(Ep(|X[[)1(IY] > K]))
> Ep([YL(]Y] > K))
on voimassa samaan aikaan kaikille ali o-algebroille G C F.

Seuraus 18.3. Olkoon satunnaismuuttuja X (w) € LY(Q,F,P), ja F = (F; :
t € T) filtraatio. Silloin

Mt(w) = Ep(X\]-})(w) teT

on tasaisesti integroituva martingaal.

Teoreema 18.2. o F-martingaali (M, : t € N) on tasaisesti integroituva
jos ja vain jos on olemassa satunnaismuuttuja My (w) € L'(Q, Fuo, P)
jossa Foo := VteN Fi ja
M;(w) — My (w) P-melkein varmasti ja L*(P) mieless.

e Kun F-martingaali (M; : t € N) on ei-negatiivinen, erityisesti se on
ei-negatiivinen ylimartingaali, seuraa laueseesta ettd on olemassa

Moo (w) € LY (P) jolla My(w) — My (w) P-melkein varmasti ja Ep(Myo|Ft)(w) <

Silloin (M : t € N) on tasaisesti integroituva ja Mi(w) = Ep(Myo|F:)(w)
jos ja vain jos Ep(My) = Ep(Ms).

46



Tod. Koska (M, : t € N) on rajoitettu L (P):ssa koska on tasaisesti integroi-
tuva ja

SlipEp(|MtD <K +su§Ep(|Xt|1(|Xt| > K)) < oc.
te

Doobin martingaali konvergenssi lause soveltuu
tlim Mi(w) = M (w) P-m.v.
—00

jossa médritelladn Vw

Moo (w) :=lim inf M;(w)

t—o0
1 . . . . L'(P)
L*(P) konvergenssin karakterisaatiosta seuraa ettd M; — " M.
Olkoon A € F;, koska (Mi(w)la(w) : ¢ € N) on tasaisesti integroituva,
seuraa kun Vu > ¢

Ep(Mily) = Ep(Myla) —» Ep(Moola) kunu T oo VA€ F
joka tarkoittaa Ep(Moo|F)(w) = My(w).
Kun #(M;) on ei-negatiivinen martingaali, seuraa etta
M, — Ep(Mux|F;) > 0
jos
0= Ep(M;) — Ep(Ms) = Ep(M; — Ep(Muo|F?))
seuraa etta
My = Ep(My|F)

ja se on tasaisesti integroituva.
Huomautus (M; : t € N) on tasaisesti integroituva martingaali, jos ja vain
jos (M) on martingaali laajennetussa aikaindeksijoukolla N U {+o0}.

Esimerkki 18.1. Olkoon X;(w) > 0 ja P-riippumattomia, joilla Ep(X;) = 1
vVt € N. Silloin My(w) = X1 (w)X2(w)... X¢(w) on F-martingaali jossa F; =
O'(Xh...,Xt).

Koska M; on ei-negatiivinen ylimartingaali, seuraa ettd P-melkein varmasti
limy oo My(w) = My (w) € LY(p), ja My(w) > Ep(Muo|F;)(w).

Jos (M, : t € N) on tasaisesti integroituva, seuraa Mi(w) = Ep(Moo|Ft)(w).

18.2 Martingaalin takaperidinen konvergenssi
Olkoon (F; : t € —N) filtraatio. Kun —oo < s <t <0

FOFROFO2F wi=[]F
te—N

jossa F_, on hantd o-algebra .
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Teoreema 18.3. (Doobin martingaalin takaperdinen konvergenssilause) Olkoon
(X : t € =N) alimartingaali filtraatiossa (F; : t € —N).
Tarkastellaan mitd tapahtuu kun ¢ | (—o0) ja informaatio pienenee.

1. P-melkein varmasti on olemassa raja-arvo

Xoo(w) =, lim_X,(w) € [~00,00)

2. Kun
sup E(X; ) < 400
<0
seuraa etti X . (w) € L*(P).

3. Kun (X, : t € —=N) on martingaali, koska X, = Ep(Xo|F;) Vt € —N se on
on tasaisesti integroituva ja

X_ (W) = E(Xo|F-x)(w)

eli martingaalin ominaisuus on voimassa lajennetussa aika-indeksi jou-
kossa {—o0} UZ.

Tod. Olkoon U(qa ) ([t,0]) prosessin (X;):n (a,b)-ylitysten mééréd aikavélissd
[t,0], jossa a <be R, t € —N.

Olkoon Cy(w) € {0,1} sama ennustettava pelistrategia kuten Doobin etupe-
rdisessa martingaalikonvergenssilauseessa, ja

Y.- Y. = Eu: C,AX, t<u<0
r=t+1
on ylimartingaali aikaparemetrilla v € {¢,t +1,...,0}. Kunt <u =0
Yo(w) = Yi(w) = Ugap ([t, 0], w) — (Yo(w) —a)”
E(Yy — Y:) <0 koska (Y;) on alimartingaali, josta seuraa

Ep((Xo—a)7) _ (lal + Ep(|Xo|)
(b—a) - (b—a)

Ep(Uay([t,0]) <

ja kuten etuperdisessa martingaalikonvergenssilauseessa

X_oo(w) :=limsup X;(w) = ltim_inf Xi(w) P-m.v.

t——o0
Kun X; on martingaali, on tasaisesti integroituva ja siitd seuraa konvergenssi
L' (P) mielessi.
Alimartingaalin tapauksessa, koska X; < E(Xy|F;) kun ¢ < 0, seuraa
X[ < B(Xo|F)T < B(XT|FY)
ja Fatou lemmasta seuraa
E(|X ) < lim inf Ep(X;) + liminf Ep(X;")
< Ep(|Xo|) +sup Ep(X;)
t
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Olkoon A € F_,, C F; Vt € —N. Koska (Xt = FEp(Xo|F:): t € —N) on ta-
saisesti integroituva martingaali, L'(P)-konvergenssin karakterisaation nojalla
voidaan ottaa raja-arvoa odotusarvon sisddn kun tarkistamme ehdollisen odo-
tusarvon maéritelmad, eli

EP(X01A> = Ep(thA) — EP(Xoo]-A) VAe F_ o
joka tarkoittaa X o = Ep(X¢|F-0).

Teoreema 18.4. (Kolmogorovin 0 — 1 laki) Olkoon (X, : t € N) satunnais-
muuttujen jono ja

T i=0(Xy:u>t), T_o:= ﬂ T4 (18.1)

teN

T oo kutustaan jonon hantd o-algebraksi.
Kun (X; : t € N) ovat P-riippumattomnia, T_o, on P-triviaali, eli VA € T,
P(A) € {0,1}

Tod. Olkoon A € 7_,. Koska A € T_;Vt, seuraa A 1L (Xy,...,X;)Vn, eli
Koska A € T_, C o(X;:t € N), seuraa ettd A on P-riippumaton itsestdin,
eli

P(A)=P(ANnA)=P(A)P(A)
josta seuraa P(4) € {0,1} O

Teoreema 18.5. ( Kolmogorovin vahva suurten lukujen laki)
Olkoon (Xi(w) : t € N) rijppumattomia ja samoin jokautuneita satunnais-
muuttugia jossa X1 € L*(P), ja olkoon

Si(w) = X1 (w) + -+ + X (w)
Silloin
75lim t718;(w) = Ep(X,)  P-melkein varmasti ja L*(P):n mielessd.

Tod.
Olkoon (F_; : t € N) filtraatio jossa kun ¢t <0

f_t = O'(St,St+1,. . .),
ja martingaali (M_; : t € N) jossa
M_t = EP(X1|JT_t)
Huomataan etté o-algebran F_;:n sisdltdmé informaatio vihenee kun ¢t T co.
Symmetrisyyden nojalla satunnaisparit (S, X,.) ja (St, X1) ovat samoin ja-
kautuneita kun 1 < r <t¢, ja P-riippumattomuusesta seuraa kun ¢ > 0
M_t = EP(X1|f_t) = EP(X1|St, St+17 St+2, e )
= EP(X1|St, Xt+1,Xt+2 . ) = EP(X1|O'(St)> = EP(XT|O'(St)) V1 <r<t
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eli

Si = Ep(Xi+ -+ Xi|o(S) = 3 Ep(X,[0(S)) = tEp(X1|o(S-))

r=1

ja M_;(w) = St(w)/t kun t > 0. Doobin takaperiisestd martingaali-konvergenssi
lausesta seuraa P-melkein varmasti ja L'(P) mielessi on olemassa rajaarvo

M_o(w) = tlim t718(w) = M_so(w) P m.v.
jossa

M_oo(w) := liminf ¢t 1Sy (w) Vw

t—oo
Huomataan myos ettd Vw € Q, Vn € N

n t
1 1 1
litrgg.}f ESt(w) = litrgiorgf n E X;(w) + litrgggf i g X;(w)
i=1 i=(n+1)
&
:0+11£<1>£1f¥ E Xi(w)
i=(n+1)

on 7_, = o(X,,Xpn+1, ... )-mitallinen Vn, on mitallinen hantd o-algebran 7_,
suhteen , koska (X;);en ovat P-riippumattomia Kolmogorovin 0 — 1 lem-
masta seuraa ettd M_,(w) on P-triviaali:

Pt < M_4) €{0,1} Vt ja P(M_, < o0) = 1, siitd seuraa etta on olemassa
ceRjolla P(M_o, =c¢) =1.

Siis P-melkein varmasti ja L!(P) mielessi

1
ESt(w) —c¢=Ep(X1|F-) W)
Ottaamalla odotusarvoa seuraa
Cc = EP(M—oo) = EP(EP(X1|.7:_OO)) = Ep(Xl).

Huomautus Symmetriasta seuraasi ettd t~1S;(w) = Ep(X1|o(S))(w),
ja sen konvergenssi P-melkein varmasti ja L'(P) mielessi seurasi taperiisesti
martingaali-konvergenssi lauseesta. Riippumattomuuden tarvittiin osoittamaan

Ep(Xi1lo(51))(w) = Ep(X1|o(St, St41, Sig2 - .- )) (w)

ja ettd raja-arvo on P-triviaali. Kun luovutaan rippumattomuudesta, raja-arvo
on satunnainen. Siithen pohjautuu De Finettin lause. Bruno De Finetti| (1906-
1985) oli italialainen matematiikko, taloustieteiliji ja filosofi.

19 Vaihdettavuus ja De Finettin lause

Mairitelmd 19.1. Satunnaisjono (Xi)ien joka saa arvot todenndkioisyysava-
ruudessa (S,S) on ddrettémdsti vaihdettavissa (engl. infinitely exchangeable)
kun Vn, t1,...,t, € N ja indeksien {1,...,n} permutaatio 7, satunnaisvektorit
(Xtys ooy X1,) o (Xe )50 Xt (,)) 0vat samoin jakautuneita P mitan suhteen.
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Huomataan ettd kun jono (X;):en saa arvot R:ssa, kuuten riippumattomien
ja samoin jakautuneiden satunnaismuuttujen tapauksessa

M_t(CLJ) = tilSt(w) = E(X1|T_t), teN

on martingaali jolla on martingaali jolla on raja-arvo P-melkein varmasti ja
L' (P):mielessé kun t — oo

M-oo(w) = E(X1|T-o0)(w)
Hinta o-algebra 7_ o, ei tarvitse olla triviaali ja M _ . (w) on aidosti satunnainen.

Maiéritelmd 19.2. Satunnaismuuttujat (X:(w) : t € N) jotka saavat arvoja
todenndkoisyysavarvudessa (S,S) ovat ehdollisesti riippumattomia ja samoin
jakautuneita ehdolla o-algebraa G kun Vn, t1,...,t,, Ay... A, €S.

P(Xy, € Ay, Xy, € AnlG)(w) = [[ P(X1 € Ai|G)(w) P m.v
i=1
Ottaamalla ehdollisen odotusarvon odotusarvoa, seuraa etti ehdollisesti riip-

pumattomia ja samoin jakautuneita satunnaismuuttujat ovat darettémasti vaih-
dettavissa.

Teoreema 19.1. (De Finetti) Olkoon (S,S) Borelin avaruus. Kun satunnais-
jono (X¢(w) : t € N) C S on ddrettémdsti vaihdettavissa P:n suhteen toinen
implikaatio on myds voimassa, satunnaismuuttujat ovat ehdollisesti risppumat-
tomia ja samoin jakautuneita ehdolla hantd-o-algebraa 7_ o, joka tullaan mdad-
rittelemddn.

Proof Olkoon

t

p(dayw) =71 1(X;(w) € da)
i=1

satunnaismuuttujen (X7, ..., X;) empiirinen mitta joka virittai o-algebran o ()
o{u(A): Ae S} CF.

Huomataan ettd o(u:) C o(Xy, ..., Xt), ja kun ¢ > 1 se on aidosti pienempi
koska empiirinen mitta sisdltda satunnaismuuttujen arvot mutta unohtaa niiden
jarjestyksen.

Maéritelldsn vihenevd o-algebroiden jono

7=\ o(m), T-oo=)7T¢,on hinti-o-algebra .
k>t teN

Olkoon k € Nja f(x1,...,zx) : S¥ — R rajoitettu ja mitallinen funktio.
Kun t > k laskemme symmetrian avulla Ep(f(X1,..., Xg)|7—¢)(w).

Olkoon 1 < k <t ja méiritellddin satunnaistodenndkoisyysmitta
uk s SR [0,1]

joka on sddnnoéllinen versio satunnaisvektorin (X7, ..., X)) ehdollisesta jakau-
masta ehdolla o(p:) (joka on olemassa koska (S,S) on Borelin avaruus).
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Symmetriasta seuraa

Ep(f(X1,...,Xk)|o(pe))(w)
i (frw / Pl (das w) = %Zf(XW(l)(w),...,Xw(k)(w))

_(t—k) 3 F(Xi, Xayoo o, X))

t!
1<is,...,ix <t erilaisia

jossa summa otetaan yli {1,...,¢} joukon permutaatioita .

Huomataan ettd u°*(da;w) on o(uy)-mitallinen, koska rippuu vain arvoista
{X1(w),..., X (w)} eiki niiden jirjesyksesti. Huomataan myos ettd ¥ (dx) ei
ole tulo mitta, koska summassa ei ole toistuvien indeksien termeja.

Huomataan myos ettd kun k =1

¢
1
ol
Hit(A) = p(A) = 2 > (X € 4)
k=1
on otoksen (X;(w),...,X¢(w)):n empiirinen mitta.

Kun k < ¢ vaihdettavuuden nojalla kaikille {1,... ¢} joukon permutaatiolle
(X1, Xiy o) ja (Xrrys - - Xa(r)s fe) OVat samoin jakutuneita, josta seuraa

Ep(f(X1,..., Xplo(p))(w) = Ep(f(Xzq), - s X))o () (w)
Kun summataan permutaatioiden m:n yli ja jaetaan niiden méirilla saadaan
u(frw) = Ep(f(Xa, .., Xi)|o(pe)) (@)
Osoitamme seuraavaksi
Ep(f(X1,..., Xp)|o(T-0))(w) = Ep(f(X1,..., Xp)|o(ue))(w)
Huomaamme myos etta
Tt = o (s e 1s 2, - -+ ) = 0 (s Xegr, Xeyo, o)

koska empiiriset mitat pu;(dz; w) ja pey1(de; w) médravat Xeqq (w) yht&lossa

(res1 — o)) = (1<Xt+1 € do) - m(cm)

Then from infinite exchangeability it follows that in law, for m € N
(Xla X27 e 7Xna Xn+17 Xn+2a s Xn+m)
L
= (Xﬂ(l)vXTr(Q),“'7X7r(n)aXn+1aXn+2;~~~Xn+m)
for any permutation 7 of {1,...,n}.

Esimerkki 19.1. (Xy,...,X,) ja (Xpn+1, Xnao,...) ovat ehdollisesti riippu-
mattomia ehdolla o(uy,),

52



R. Huomataan ensin ettd satunnaismuuttuja W(w) on o(u,) mitaalinen jos
ja vain jos W(w) = g(X1,...,X,) jossa g on mitallinen ja symmetrinen, eli

91, 2m) = 9(Tr1)s - Tr(my) VT permutaatiolle .

Oletaamme myds etti g on rajoitettu.

Olkoon myds Y (w) rajoitettu ja o(Xpi1, Xnto, - .. ) -mitallinen, ja f(x1,...,2,)
rajoitettu S®™ mitallinen, (ei vilttdmdttd symmetrinen) Jonon ddrettémdsti
vathdettavuudesta seuraa VYn € N ja kaikille {1,...,n} indeksien permutaatioil-
le m, jonot

L
(XlaXZa s Xn7Xn+17 Xn+17 e ) = (XTr(l)7X7'r(2)7 s XTr(n)7XH+1aXTL+17 .. )
ovat samoin jakautuneita P-mitan suhteen
EP(Y w f<X17 s aX’rL))EP<Y g(Xh s aXn> f(Xla s 7Xn)>

= EP(Y g(Xﬂ'(l); cey Xw(n)) f(Xﬂ'(l)7 s 7X7r(n)))
( koska jono on vaihdettavissa )

= EP(Y g(Xl, “ o ,Xn) f(Xw(1)7 P ,Xﬂ.(n))) = EP(Y w f(Xﬂ'(l)7 . 7X7r(n)))
( koska g on symmetrinen )

1 1
- E ZEP (YWf(X'“'(l)’ th VXTF(TL))) =Ep <YWn| Zf(X'fr(l)v cee 7X7r(n))>

= Ep(Y W " (f))

Ehdollinen odotusarvon madadritelmdastd seuraa ettd

Ep(f( X1, Xp)|o(ttns Xng1, Xnsas o)) (W) = po (f;w) = Ep(f(X1, ..., Xn)|o () (w)

eli (X1,...,Xn) ja (Xnt1, Xnto, .. ) ovat ehdollisesti P-rippumattomia ehdolla

o (pn)-
Toisin sanoen, T_,, ei sisdllid informatioota jono ensimmdisten n-arvojen
jarjesyksestd.

Koska Mikt)(f) := u¢*(f) on martingaali filtratiossa (7_; : t € N), Doobin
takaperdisestd martingaalikonvergenssi lauseesta seuraa ettd kun t — oo, on
olemassa rajaarvo Miko)o( f) P-melkein varmasti ja L'(P):ssa.

Koska (X7, ..., Xk) saa arvot Borel avaruudessa, ehdollisella todennékoisyy-
delld

P((X1,.., Xp) € AT 0)(w), A€ S

on sddnnollinen versio,
eli 7_..-mitallinen todenniikdisyysydin p2¥(dz;w) on (Sy x --- x Sg) jolla
P-melkein varmasti kaikille rajoitetuille ja mitalliseille funktioille

ME)(f;w) = Ep(f(X1, -, Xi)|o(Tooo)) ()

:/ flxy, ... xp)pli(dey, . . . dog; w)
Stk

Kun & = 1 merkitdfin o, = p2l, jossa

lim 12 f(Xi(w) = / f(@)poo(dz,w)  P-m.v.

t~>oo¥_
S
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Esimerkki 19.2. Koska (S,S)

inigektio f : (S,S) — ([0,1], B([0,
Tastd seuraa ettd kun A C S, A €
Koska

on Borelin avaruus, on olemassa mitallinen
1])) jolla on mitallinen kidnteiskuvaus f=1.
S jos ja vain jos f(A) on Borelin joukko.
o{(a,b]: 0<a<b<1,abeQ}=8([0,1])
seuraa ettd myds S on numeroituvasti generoitu, koska
S=0o{f(a,b]Nf(5):0<a<b<1la,beQ} =0c{A): LN}
A priori tiedetidn ettd YA € S, IN4 C Q jolla P(N4) =0 ja
pi(A;0) = oo (A;w)  Vw & Na

Koska P(N') =0 jossa N = |J Ny, seuraa etti
LeN

it (Ag;w) = poo(Agsw) EN VYw g N
ja koska c{Ap : £ € N} = S seuraa etti VA€ S
pi(A;w) = poo(A;w) VAES Yw g N (19.1)
Samoin I6ytyy nolla mittainen joukko N' C Q jolla Vk € N, V{A;} CS
pF(Ay X o X Apw) — iR (A X X Apiw) Yw €N (19.2)

P-melkein varmasti direllisulotteisten jakaumien kokoelma

{,ugf(dxl,...dxk;w) ke N}

on yhteensopiva (tarkista!), ja Kolmogorovin laajennuslauseesta seuraa etta
on olemssa satunnaismitta v ( - ;w) jonojen (z : k € N) C S avaruudessa
jolla Vk, Ay,..., A €S

P(Xl € Al,. X € Ak|7100)(w) =

Mgf(Al X oo X Apyw) = uoo({(xl :leN):x € Ay,... x5 € Ak};w)

Néytén ettd P-melkein varmasti v, (-;w) on satunnaismitan kopioiden &&-
reton tulomitta, eli Vk

k
P(X1 € Ay,... Xp € AT o) (w) = [[ P(X1 € Ai|T_ o) (w)
i=1
Olkoon pP* k-kertainen tulomitta empiirisestd mitasta ;. Kun f(zy,...,z)

rajoitettu ja Borel mitallinen,

N?k(f):t_k Z f(Xi17"'7Xik)

1<y, ., i <t
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joka sisdltdd myos termeja joissa on toistettuja indekseja. Silloin

(" = w™)(F) = wg™ () = P (f) =
!
M?k(f)<1—tk(tt;k)!>+t_k _ > f( Xy, Xay)

L <t: l#EM i =i

jossa ensimmaisessd osassa on termeja ilman toistettuja indekseja ja toisessa
osassa kaikissa termeisséd vihintdin yksi satunnaismuuttuja on toistettu. Silloin
Vk € Nw € Q,

¥ (f5w) — p* (f;w))|

k—1
< £ lloo (1 - <t;l) +t"“<§)tk_1> — 0 kun t — oo
=0

jossa || f |lco= sup,es |f(x)| ja arvio ei riipu w:sta
Kaikille Ay, As - -+ € S, Vk P-melkein varmasti kun ¢t — oo

M?k(Al><A2><-~-><Ak)—>u°k(A1><A2><-~-><Ak)

o0

jakun k=1
pit (Ai) = poo(Ay),

kovergenssi seuraa myd6s tulomitoille

k k
PR (Ar x Ag oo x Ag) = [ " (Ai) = [ ] oo (Ai) = pSF (A1 x Ay 5+ x Ay).
=1 =1

Kolmio epdyhtalosta

R (F) — 125 ()]
<R () = 1R+ g () = uER O+ SR (f) — 2 (f)] — 0

P-m.v. kun t — o0, ja
ok r. _ k(.
,uoo(faw)*:u‘oo (f,w) P-a.s

kaikille rajoitetuille mitallisille f(x1,...,2x). Se tarkoittaa Kolmogorovin laa-
jennus v, on tulomitta jonojen avaruudessa SY. Rajoitetuille mitalliselle funk-
tiolle g1,...,9r : S — R

k

Bl (1) XOIT-o)) = [{ [ (a0

=1

Ottaamalla odotusarvoa seuraa

Ep(g1(X1) ... gk(Xk))
k

— ([ aohnntdn)) - /M(S){g [ sstoutan) ftan)

1
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jossa () on satunnaismitan i (dz;w) jakauman avaruudessa
M(S) = { todennikéisyys mittoja v : S — [0,1] }

Toisin sanoen, permutaatio-symmetrinen (eli ddrettomasti vaihdettavissa)
satunnaismuuttujen jono joka saa arvot Borelin avaruudessa, on riippumatto-
mien ja samoin jakautuneiden jonojen sekoitus [

Esimerkki 19.3. De Finetti todisti ensin lauseensa yksinkertaisimmissa ta-
pauksessa, binaarijonoille, jossa S = {0,1}. Silloin M(S) = [0, 1].

Olkoon Si(w) = (X1 (w) + -+ + X (w)).

Jos kolikkoheittojenjono on ddarettémdasti vaihdettavissa P-mitan suhteen,
raja-arvo Y(w) = tlirgo t71S8,(w) € [0,1] on olemassa P-melkein varmasti ja
LY(P):ssa .

Olkoon Q(df) = P({w : ¥(w) € df}). Kun ehdollistetaan o-algebraan o (1)),
kolikonheitot ovat ehdollisesti risppumattomia ja Bernoulli jakautuneita, samal-
la satunnais-todenndkdisyysparametrilla ¥(w) € [0,1]. Raja-arvon todenndkii-
syysmitta Q(dO) tulkitaan prioritodenndkdisyydeksi parametrille ¥. Silloin VE,

(xi)iEN c {031}7
1 k
P(Xlz.’L‘l,...,XkZIk):/O {HP(X1:$1|19:9)}Q<659)

/ GS;C _ k Sk)Q(do)
({w Jim t71S,(w) € B}), B e B(0,1])

De Finettin lause on avain Bayeslaiseen pddttelyyn.

20 Radon-Nikodymin lause

Maaritelma 20.1. Olkoon p ja v positiiivisia mittoja todenndkdisyysavaruu-
dessa (Q,F), ja G C F ali o-algebra
v on absoluttisesti jatkuva p:n suhteen ali o-algebrassa G, kun

AegG, p(A)=0=v(A4) =0

g
Silloin merkitidn v < p.
Kun p < v ja v < u mitat ovat equivalentteja, niillé on samat nolla-
mittaiset joukot, ja merkitiin p ~ v.

Lemma 20.1. Olkoon Q < P todenndikéisyysmittoja avaruudessa (2, F).
Ve > 0 on olemassa § > 0 jolla

AeF, P(A)<é=Q(A) <e

Tod. Muuten on olemassa £ > 0 ja jono (A, : n € N) C Fjolla P(A,) <2°"
ja Q(Ay) > € > 0 Borel Cantelli lemmasta P(limsup A,) = 0. Kéénteisestd
Fatou lemmasta seuraa

Q(limsup 4,,) > limsup Q(A4,) > >0

joka on ristiriidassa oletuksen @Q < P kanssa [
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Teoreema 20.1. (Radon-Nikodym) Olkoon u ja v o-ddrellisia positiivisia mit-

].-
toja todenndkéisyysavaruudessa (Q, F). Kun v < pu, on olemassa F-mitallinen
kuvaus Z : (Q,F) — (RT,B(R™T)), jolla pitee mitan vaihto kaava

V(A) = /Q Z(@)la(w)p(dw) VAE F

Tod Koska p ja v are o-direllisid, on olemassa numeroituva mitallinen
ositus 0 = [, ey 2n jolla u(Q2,) < oo and v(£2,) < oo Vn. Kun otamme
P, (dw) = p(dw)/u(,) ja Qn(dw) = v(dw)/v(2,) jokaiselle €, huomaam-
me ettd lause seuraa yleisesti kun se todistetaan todennékoisyysmitoille Q) < P.

Oletamme ensin ettd o-algebra F on numeroituvasti viritettévissa tai sepa-
roituva , eli F = o(F, : n € N) jossa {F,}nen C N, esimerkiksi silloin (€2, F)
on Borelin avaruus.

Olkoon filtraatio F = {F,} jossa F,, = o(F1,..., ), ja F =\ ey Fa-
Kaikille n € N, ottaamalla leikkauksia joukoista F1,...F,, loytyy Qmn F,-

mitallinen ositus {Agn), ey ASZ}L} jolla F,, = U(A,(c") tk=1,...,my).
Maaéritellddn F,, mitallinen satunnaismuuttuja

n)
Z Q A( e 4;")

jossa 0/0 saa mielivaltainen arvo, esimerkiksi 0.

Koska Q < P, seuraa ettd Q(A™) = 0 kun P(A™) = 0, siksi Z,(w) €
[0, +00).

Seuraa méadritelmasta ettd 7, (w) on F,-mitallinen, Q(A,(C”)) = Ep(Zn1 o)
v ke{l,...,my}, jasiksi Eq(X) = Ep(Z,X) kun X on F,-mitallinen satun-
naismuuttuja.

Huomataan myds ettd Z,,(w) on P-integroituva (koska saa &irellisesti monta
arvoa) Ep(Z,) =Q(Q) = 1.

Néytdmme ettd satunnaisjono (Z,(w))nen on (P, {F,})-martingaali.

Olkoon Ay = U7, A;}jl joillekin m, £1,. .., 4p,.

Ep(Zalap) = QA7) =Y QAT = Ep (Zn+11A;,j+1) = Ep(Znt1lay)
— =
josta seuraa
Ep(Z,14) = Q(A) = Ep(Zp4114) VA€ F,

ja martingaali ominaisuus seuraa ehdollisen odotusarvon maaritelmésta

Ep(Zns1|Fn)(w) = Zn(w).
Madritelldn kaikille w € ©

Zso(w) :=limsup Z, (w) .

n—oo
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Koska (Z,(w)) > 0 Doobin etuperdinen martingaalikonvergenssi lauseesta
seuraa ettd P melkein varmasti

Zoo(w) = lim Z,(w)

n—oo

jolla Zoo € LY, F, P) ja Ep(Zso) < Ep(Z)) = 1.

Osoitan ettd Q(Ay,) = Ep(Zsla,) Yn, A, € Fp, ja koska ndmi virittavit
F o-algebran, seuraa Q(A) = Ep(Z14) VA € F.

Koska Q(A,) = Ep(Z,,Ay) kun m > n, yhtilo

EP(ZooAn) = lim EP(Zm]-An) = Q(An)

m—00

seuraa L' konvergenssin karakterisaatiosta kun osoitamme ettd P-martingaali
(Z,) on P-tasaisesti integroituva.

Koska @ < P, lemman20.1] nojalla kaikille € > 0 on olemassa § > 0 jolla
kun A € F ja P(A) < § seuraa Q(A) < e.

Chebychevin epiyhtilosta

P(Z,>K)< K 'Ep(Z,)=K ' V¥n
Kun valitaan K > 071, koska {w : Z,(w) > K} € F,, mitanvaihto kaavasta

sup Ep(Z,1(Z, > K)) =supQ(Z, > K) <e¢

joka tarkoittaa tasaista integroituvuutta:

im sup Ep(Z,1(Z, > K)) =0

1
K—oo p

Siis lause on todistettu silloin kun o-algebra F on separoituva.
Yleisemmin joudumme kiyttdméain yleistettyjen jonojen konvergenssia.
Muistetaan méaaritelméa topologian kurssista:

Madaritelméa 20.2. Topologisessa avaruudessa (E,7T) verkko (engl. met) on
yleistetty jono (zo : a € T) jossa indeksi joukko (I, <) on suunnattu, eli osittain
jarjestetty joukko jolla kaikille o, 8 € T on olemassa (aV B) € I jolla

aVB>a,aVB>p,y>ajaa>B=y>aVp
To — x € B kun kaikille avoimille U > x , A& jolla x, € U Ya > a.

(G, ©) on suunnattu joukko, jossa
G:= {g C F : G on separoituva ali-c-algebra }

Kun G’,G"” € G ovat separoituvia, myos G’ V G” := o(G’,G"”) on separoituva
ali-o-algebra. (G, C) on verkko.

Kun G on separoituva tieddmme ettd on olemassa satunnaismuuttuja

0< Zg(w) € L'(Q,G, P) jolla mitan vaihto kaavassa on voimassa

Q(A) = Ep(Zg].A) VAeg
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Osoitamme ettii (Zg : G € G) on Cauchy-verkko L'(Q, F, P):ssa, ja tiydel-
lisyydesti seuraa ettd on olemassa raja Z € L*(§, F, P).

Osoitan ettd Ve > 0 on olemassa G € G jollakun G’ 2 G, G" D G, G',G" € G,
seuraa
EP(|ZQ/ —Z //|) <e€

Yhtépitévisti, Ve > 0 3G separoituva o-algebra jolla kun G C G’ separoituva,
seuraa
Ep(|Zg - Zg/)) < €

Jos (Zg) ei olisi Cauchy verkko 16ytyisi € > 0 ja ei-viheneva jono (G, : n €
N) CG
Ep(|Zg, = Zg,,]) 2€>0

Olkoon G = V,,cny 9n, joka on my&s separoituva.
Kuten todistuksen ensimmaéisessé vaiheessa seuraa etté

Zg, (W) = Ep(Zg,,|Gn)(w) — Zg,, (w)

on tasaisesti integroituva martingaali joka suppenee P-melkein varmasti ja L'(P):n
mielessé, joka on ristiriidassa kanssa.

Téydellisessd metrisessa avaruudessa (F,d) jokainen Cauchy verkko (z, :
a € T) suppenee, eli on olemassa z* € F jolla Ve > 0 Ja jolla d(z*,z,) < &
Ya > a.

Todistamme my0s tiaté viiteettd, joka seuraa numeroituvien Cauchyn jono-
jen suppenemisesta.

Olkoon @,,,n € N jolla d(zz,,7,) < n~! Va > @,, ja valitaan oy, > o, ;.

Ty = &g, on Cauchyn jono jolla on raja-arvo x* € E, joka on my0s verkon
() raja-arvo, koska kun n on tarpeeksi suuri jolla d(z*, z5,) < € jan > (1/e),
seuraa Vo > @,

Az, x%) < d(To,2s,) +d(za,,2") < 2

Siksi yleistetylld Cauchyn jonolla (Zg : G € G) on raja-arvo Z,(w) L'(Q, F, P)m
normissa.

Seuraavaksi osoitaamme ettd mitdnvaihtokaava patee.
Olkoon A € F ja G € G jolla

Ep(|Zoo — Zg/‘) <e€

kaikille G’ D G, G’ € G.
Olkoon G :=0o(GV F) € G.
Koska A € G
Q(A) = Ep(Z51a)

seuraa
Er(Zat) - Q)| < Br (|20 - 7)) <

jossa € > 0 on mielivaltainen pieni [J
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21 Johdatus Cramerin suurten poikkeamien teo-
riaan

Lause 21.1. (Heikko suurten lukujen laki ) Olkoon {X, : n € N} C L*(P)
satunnaismuuttujen jono joilla E(X,) =0

Ep(X2)<c<oo¥n , FEp(X,Xn,)=0 kunn#m

Merkitiin S,(w) = X1(w) + X2 (w) + -+ + X, (w) ja otoksen keskiarvo S, (w) =
n= S, (w).

Silloin S,,—0 L?(P)-mielessi ja stokastisesti kun n T cc.

Samoin, kun Ep(X,) = u VYn, seuraa S, — p L?(P)-mielessi ja stokasti-
sesti.

Tod.
=2 1 [ 2) c
EP(Sn):nQ{ZEP( +Z Z Ep(XiX;) } ZEPX Sﬁ
=1 =1 1<j5<1
Stokastinen konvergenssi seuraa L2-konvergenssista [J.

Huomautus 21.1. Stokastisesta konvergenssista seuraa P(S,, > ) — 0 Vo >
w. Suurten poikkeamien teoria kertoo (tietyilld oletuksilla) ettd suppeneminen
on eskponentiaalinen otoskoon n suhteen ja miten vauhti rippuu x:sta.

Maééritelmd 21.1. Jono {a(n) : n € N} CRU {+o0} on subadditiivinen kun
a(n+m) < a(n) + a(m) VYn,m € N

Lemma 21.1. Olkoon {a(n) : n € N} CRU{+oo} subaddititvinen. Oletamme
ettd on olemassa N jolle a(n) < oo Vn > N. Silloin
3 lim M = inf @
n—oo N neN n
Tod. Olkoon n > m > N, n= (¢gm +r) jossa 1 < r < m, ¢ € N. Subadditii-
visuudesta,

a(n) < a(gm) + a(r) < ga(m) + max a(r)

1<r<m
1
) < 9 gm) + L max ar)
n n n 1<r<m
= lim sup a(n) < 7a(m) Ym > N
n m
— lim sup a(n) < inf M < lim inf M
n m>N m m m
Téasta seuraa
lim sup @ = lim inf M = lim a(n)
n n n n n n

Viite seuraa kun osoitamme

inf M> inf ——=

k<N k m>N m (21.1)



Tamé on selvdd jos a(m) = oo V0 < m < N. Muuten a(k) < oo jollekin
0 < k < N, ja subadditiivisuudesta seuraa

a(kN) < a(k)
kKN — k
jossa k < N < kN, josta seuraa ([

Teoreema 21.1. Olkoon satunnaismuuttujat {X, : n € N} P-rippumattomia
ja samoin jakautuneita. Silloin

1. funktio

1 — 1 _
h(z) :=— lim —log P(S, >z) = < sup — log P(S,, > :17)) € [0, +o0]

n—oo n neN 1
on hyvin mddritelty
2. h(x) on ei-vihenevd ja konveksi.
3. hzx) <o <<= PX1>z)>0

h(z) on jonon (Sy)nen vauhtifunktio

Tod.
1. Koska
P(Spim > ) = P(Spim > (n+m)x) > P{Sn > nz} N {Snim — Sp > ma}) =
P(S,, > nx)P(S,, > mz) = P(S, > x)P(S,, > )
jono a(n) := —log P(S,, > z) on subadditiivinen ja viite seuraa lemmasta
2T1
2. Tod.
P(Son > 5 ) = P(S2n > n(z+y)) > P(S, >z)P(S, >y)

1 — T+y 1/1 — 1 —
N < ——| — —
= o™ log P(Sa, > 5 ) 5 <n log P(S,, > z) + - log P(S,, > y)>

kun n T oo seuraa

Osoitamme
h(az + (1 — a)y) < ah(z) + (1 — a)h(y) (21.2)

dyadisille luvuille « = k27, k=0,....2Y /NeN.

1

Viite on jo osoitettu kun N =1 a = a3 = 0, 5, 1. Oletamme induktiohy-

poteesia:
ettd on voimassa kun a = k27" k=0,...,2" , 1 <n < N. Olkoon

- +
_ay_ g tay_

an = (2k+1)27N 5
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jossa ay_y = k2" WN af = (k4 1)2 (VD).

h(zay +y(1 —an))

N h(;(xa;,_l +y(l—ay )+ l(xaﬁ_l +y(l - Oﬁ]\}_l)))

[\

< ;h(gcaNl +y(1 - aN1)> + ;h(a:afvl +y(l-— Oéf\,l)) <
( induktion hypoteesista )

< 3 (ovah0) + (1= ax_n) + 5 (0% i)+ (1= af_)hin)
= anh(z) + (1 — an)h(y)

eli on voimassa my6s kun n = N ja induktiosta seuraa kaikille dyadi-
sille luvuille a.

Olkoon « € [0,1] ja > y, joten h(x) > h(y). VN on olemassa dyadinen
ay jolle 0 < (ay —a) < 27N,

ah(z) + (1 = a)h(y) = anh(z) + (1 — an)h(y) + (o — an)(h(z) — h(y))
2 h(oanz + (1 —an)y) + (a — an)(h(z) — h(y))
> WMoz + (1 —a)y) + (o —an)(h(z) — h(y))

koska an (2 —y)+y > a(x—y)-+y, h on ei-vihenevi, ja0 < (ay—a) < 27N
on mielivaltainen pieni seuraa Vo € [0, 1]

ah(z) + (1 — a)h(y) > h(az + (1 — a)y)
3. Selvisti h(x) = —oo kun P(X; > z) = 0. Jos P(X; > z) := S(z) >0,
seuraa P(S, > nz) > S(x)™ > 0 ja siksi h(z) > —c0 O

Madritelmi 21.2. Ax(t) := log Ep(exp(tX1)) = logmx(t) on momenttige-
nerotvafunktion logaritmi joka kutsutaan kumulanttigeneroiva funktioksi.

Lemma 21.2. Ax(t) on konveksi.

Tod. Kun « € [0, 1] eksponentit a1 ja (1—a)~! ovat konjugatteja, Holderin
epayhtalostéd seuraa

Alat 4+ (1 — a)s) :=log Ep(exp(atX)exp((1 — a)sX))
< log (Ep((exp(atX)l/o‘)aEp((exp((l — a)sX)l/(l_a))l_o‘> =
alog Ep(exp(tX)) + (1 — ) log Ep(exp(sX))

Olkoon P® todennikdisyysmitan P:n Esscherin muunnos jonka suhteen sa-
tunnaismuuttujat X; ovat edelleen riippumattomia ja samoin jakautuneita

POUX, € BiYN{Xs € By} N+ N{X, € By}) =
mX(t)_”Ep(exp(tSn)l{Xl S B1}1{X2 S BQ} e 1{Xn S Bn}) =

n

HEP (exp(tXy — Ax(t))1{X; € B;})

i=1
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jossa B; € B(R) , n € N.
Muistetaan etta
d . d 1
%Ax(t) =mx(t) imx(t) =mx(t)” Ep(Xiexp(tX1)) = Epu)(X1)

jossa integraalin ja derivaatan jérjestyksen vaihto on sallittu olettamalla etté
mx(s) < oo kun s € (t —e,t + ¢) jollekin € > 0

Olkoon z # pu = Ep(X1). Osoitamme ettd on olemassa mitanvaihto-parametri
t = t(z) jolla Epi(X1) =z.

Masaritelma 21.3. Mddaritelladn Legendren muunnos
A% (z) = sup(at — Ax ()
t
Koska kuvaus t — (zt — Ax (t)) on derivoituva ja konkaavi, huomataan ettd sen
maksimi saavutetaan pisteessd t = t(x) jos ja vain jos

dAx ~
O =Epp(X1) =z,

ja Ny () = ot — Ax(1).
Legendren muunnos on konveksi: kun « € [0, 1],
Ax(az + (1 - a)y) = Slip{a(xt —Ax() + (1 —a)(yt — Ax(t)} <
asup{at — Ax (D)} + (1 - @) sup{yt — Ax (1)} = adk(2) + (1 - a)Ak ()
Teoreema 21.2. (Cramerin lause) Olkoon satunnaismuuttujet (X, : n € N)

rigppumattomia ja samoin jokautuneita, jolla mx (t) = Ep(exp(tX1)) < oo Vt €
R (josta seuraa E}(Dt)(|X1|p) <ooVp>0,teR). Silloin, Vx > p= Ep(Xy),

lim Slog P(S, > o) = —h(z) = —A"(x)

n—oo N

Tod. Chebychevin epayhtilostd, Vi e R,

P(Sn 2 2) < ™ Bp(exp(tSn)) = exp(~ta)mx (t/n)" = exp(~tz +nAx(t/n))
= exp(f’n(l‘ t/n + A(t/n)))

kun optiomoidaan ¢:n suhteen

P(S, > z) < inf exp(—n(tz — A(t))) < ! log P(S,, > z) < —sup{tx — A(t)}
teR n teR

=—A"(x) Vn,z>p

_ Olkoon p=pd todenn&koisyysmitan P:n Esscherin muunnos, parametrilla
t =t(a) jolla E5(X1) = a, a € R.
Koska exp(tX;(w)) >0 Vi, w, seuraa P(A) =0 <= P(A) =0VA € F ja

dP

—1 N _
i ) = exp(—tS, (w) + nAx (1))

o(X1,..,Xn)



Huomataan ettd kumulanttigeneroiva funktio P mitan suhteen on
Ax(s) :=log Ep(exp(sX1)) = log Ep(exp((s + 1)) — Ax(£) = Ax (f + s) — Ax(f)
Mitan vaihto kaavalla

P(|S, —a| < &) = E5(exp(—tS,(w) + nAx (£))1(|S, — a| < €))

> exp(n(Ax (f) = (a +€)8) P([S, —a| <e)

Koska oletetusti Ep(exp(tX)) < oo my6s t(a)mn ymparilld, tdstd seuraa ettd
E5(]X[P) < oo Vp > 0 ja heikko suurten lukujen lain nojalla , Ve > 0

P(|S, —al<e) =1 n— oo

seuraa
og P(5, — al < 2) 2 Ax(®) — (a+2)T + o(1/n)
Kun a =z + ¢, seuraa , Ve > 0
%logP(gn >xz) > %logp(x <8, <w+2e) > Ax(t) — (z+2¢) + o(1/n)
Tastéd seuraa Ve > 0

lim inf 1 log P(S,, > x) > Ax(t) — (x + 2¢)t > —sup{(z + 2&)t — Ax ()}
t

n—oo N

= —Ax(z+2¢),
koska A% (t) on konveksi ja siksi jatkuva O

Huomautus 21.2. Pienella vaivalla voidaan luopua oletuksesta mx (t) < oo
Vt € R, oletus X1 € L'(P) riittii (Lause 27.3 Kallenbergin kirjasta, Founda-
tions of modern probability).

Teoreema 21.3. (Dini) Olkoon f, : K — R jono jatkuvia funktioita jossa K
on kompakti topologinen avaruus, ( esimerkkiksi K = [—T,T)]).
Kun fpi1(z) > fu(x), Yn on olemassa pistettiinen raja arvo foo(x) € RU

{+o0}, jolla fr(x) 1 f(x).

Jos raja-funktio f : K — R on jatkuva, silloin konvergenssi on tasainen

lim sup (f(z) = fu(2)) =0

n—oo reK
Tod. Koska funktio (f — f.) on jatkuva,
By =A{z: (f(z) - fulz)) <€}

on avoin joukko, ja koska f,(x) T f(x) Vo € K, seuraa etti |, . En = K. Kos-
ka K on kompakti, on olemassa N jolla \J,. N En = K. Mutta timd tarkoittaa
ettd Ve > 0 AN jolla ¥Yn > N koska f, jono on monotoninen

f(@) = fulz) < f(z) — fn(z) <e, VoeK
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Lemma 21.3. Olkoon f(t),g(t) jatkuvia funktioita kompaktissa K. Olkoon
fr=sup f(t), g¢"=supg(t)
teK teK
Silloin
If* =g <sup |f(t) =g =[l f — g [l
teK

Tod. harjoitustehtdvd.

Seuraus 21.1. Kun X; € L'(P), Cramerin lause pitee, myds kun Ep(exp(tX)) =
oo jollekin t € R.

Tod. Olkoon x > = Ep(X1). Cramerin lauseen yliraja
1 _
—log P(Sy > ) < exp(~A%(2))

seuraa joka tapauksessa Chebychevin epayhtdldsta.
Olkoon

XM (w) = X, (W) ANK T Xy (w) kun M 1 oo,
M = Z(xOD 4 x ()

n n

3|

Kun z > p= Ep(Xy)

%log P(S, >1z) > —log PS™ > z) — —(AMD)* ()

SRS

Osoitamme etti (AM))*(z) | A*(2) kun M — oo.
Monotonisen konvergenssilauseesta seuraa ettd

AM (1) =log Ep(exp(t(X1 A K))) T A(t) = log Ep(exp(t(X1))) € RU {400}

jossa AU (t) < +oo VK,t, ja Dinin lauseesta seuraa eltd suppeneminen on
tasainen kompakteissa K joissa A(t) < oo.
Konveksisuudesta seuraa ettd {t: A(t) < oo} on konveksi, eli on avoin vdli.
Tistd seuraa etti kuvausten jono t — (vt — AM)(t)) suppenee tasaisesti
kohti kuvausta t — (xt — A(t)) kompakteissa K jossa A(t) < oo.
Lemmasta seuraa ettd kompakteissa K joissa A(t) < oo, Vx

sup(azt — AM (1)) | sup(at — A(t))
teK teK

kun M — oo.
Koska kuvaus t — (xt — A(t)) on konkaavi, on olemassa kompakti K jossa
Alt) <oVt e K

sup(rt — A(1)) = A" (x) = sup(et — A(1)

ja

sup (et — A (1)) = (AN (2) = sup(at — AP (1))
teK t

kun M on tarpeeksi suuri, ja viite seuraa lemmasta|21.30
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22 Keskeinen raja-arvo lause , Steinin todistus
(ilman karakteristisia funktioita)

Lemma 22.1. (Osittaisintegroinnin kaava) Olkoon F,G : R — R ei vihenevid
ja oikealta jatkuvia funktioita. Silloin kun a < b, a,b € RU {£+o0}

b
/G(m)F(dm)
:/ Glz—)F(dr) + Y AG(yAF(y)

y€(a,b]
— FO)G(b) — F(a)Gla) — / Pla—)G(dz)

jossa integraalit ovat Riemannin-Stieltjesin mielessd. Osittaisintegrointi kaava
pitee myés kun F(x) = F+(x) — F~(x), G(z) = G (z) — G~ (x), jossa F*,G*
ovat ei véhenevid ja oikealta jatkuvia.

Tod. Huomaamme ensin etté

oo

b
/ Ga)F(dr) = [ G(a)F(de) = / 10y (2)G(2) F(de),

(a,b] —00

jakun z > a,
G(z) = G(a) + / 1(y < 2)G(dy).

Tésté seuraa
/ab G(x)F(dx) = /ab{G(a) + /aoo 1(y < I)G(dy)}F(d;g) _

Gla)(FO) - F(@) + [ b( / < DG(dy) ) Flds)

a

Koska mitat F'(dz) ja G(dy) ovat &ireliisid kompakteissa ja integrandi on ei-
negatiivinen, Fubinin lause soveltuu:

~ (PO - F) + | b (/ "1y < DF (i) ) Gldy) =
Gla) (F(b) = (@) + [ (P~ Fy-) @) =
FO)G) - F@)Gla) - [ " Fly-)G(dy).

Huomataan myds etti voidaan kirjoittaa

b b
/ G(2) F(dz) = / Gla—)F(dr)+ 3 AGH)AF()

y€(a,b]

koska ei-vdhenevilla funktiolla on korkeintaan numeroituvan méarén hyppya O
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Lemma 22.2. X (w) satunnaismuuttuja jolla P(X € dx) = p(z)dx jossa p on
derivoituva. Silloin kun h(x) on derivoituva testifunktio,

Ep (jﬁ(x%(@) = -FEp (f(X) <h’(X) + h(X) dlc(l)fp(X)»

Tod. harjoitustehtiva.

Lemma 22.3. (Gaussinen osittaisintegrointi kaava ) Olkoon G(w) ~ N(0,1),
jolla on jakauma

)= (2 )

ja olkoon f,h € CY(R)NL%(R, B(R),~) jolla myés f',h' € L*(R, B(R),~). Silloin
Er(f(GIn(G) = Ep(FGRGIG - 1(G)))
erityisesti, kun h(z) = 1 saadaan
Ep(f'(G)) = Ep(f(G)G) = Covp(f(G),G)

kun h(z) =z , f € C2(R)

Ep(f"(G)) = Ep(f'(G)G) = Ep(f(G)(G* —1)) = Covp(f(G),G?)

Kun f(z) = 2™, h =1 seuraa

mEp(G™ ') = Ep(f'(G)) = Ep(f(G)G) = Ep(G™G) = Ep(G™*)

Tod. harjoitusteht&va.

Olkoon (X, (w) : n € N) riippumattomien ja samoin jakautuneiden satun-
naismuuttujen jono, joilla Ep(X;) =0, Ep(X?) = 1ja Ep(|X1|™) < 0o¥Vm > 0.

Merkitddn S, (w) = X1(w) + - + Xp(w).
Osoitamme aluksi ettd, kun f(z) on polynomi,

i Ep(£(5,/V8) ) = Er(7(G)

jossa satunnaismuuttuja G(w) ~ N(0,1) on standardi gaussinen.
Oletamme induktio hypotheesin: kaikille £ =1,...,m

S 14
dL,:= lim Ep((n .
n— 00 \/ﬁ

Selvasti L1 =0 ja Lo = 1.
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Kun | = (m + 1), symmetrisyydestd ja Newtonin kaavasta (a + )™ =

S~ (m atb™ ¢ seuraa
> (%)
=0

Ep (S:zn+1) =Ep ((Sn—l + Xp)™M( X1+ A+ Xpr + Xn)) =

nEp ((Sn_l(w) + Xn)an)

—mEp(SI) 4 (7 )ze(s)ER(x2)
koska Ep(X,) =0 ja Ep(X2) = 1. Jakamalla kertoimella n(™+1/2 saadaan
((3)")-
mEp<(S\T}ﬁl)m_l> +§;n(1_j)/z (?)EP(G\%l)m_j)EP(X%“)

Kun n — oo induktio hypotheesisti seuraa

S m—+1
Lm+1 = nli)rgo EP((\/E) ) =mLy 1

Koska L; = 0, seuraa induktiolla Ly,,+1 =0 Vm, ja koska Lo = 1 seuraa

m
(2m)!
Lom = (2m = 1) Lagn_1) = (2m = 1)(2m = 3) Ligmn)y = --- = [ [ (20— 1) = o
=1
Lemmasta seuraa ettd satunnaismuuttujan (S,(w)/y/n) asympottiset mo-
mentit tdsmivit N (0, 1) jakauman momenttien kanssa, riippumatta satunnais-
muttujan X;:n jakaumasta.
Voidaan myos laskea formaalisesti raja-jakauman momentti generoiva funk-

tion
. Sn\\ o — " S\ _
(e 32 )) = (30 T (G5) ) -

m=0
e m Sn m e tm
3t en((72)) = X Gt -
0 tQTn e 1 t2 m t2

eli formaalisesti n~1/2S,, (w) raja-jakauman momentti generoiva funktio on stan-
dardi gaussinen.
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Lemma 22.4. Olkoon {Xy(w) : k € N} riippumattomien satunnaismuuttujen
jono, jolla Ep(Xy) =0 ja Ep(X}) =0} < 00
Merkitddn

S, =4/ol+ 402
8ule) = 5 (X2(0) 4 -+ 4 X (w)

r
" 1<k<

< 2k
Xn

gn = Z < |Xk| > 52”)> e>0
" k=

ja G(w) ~ N(0,1) on standardi gaussinen satunnaismuuttuja.
Olkoon f(x) € C3(R) jolla on rajoitetut derivaatat:

11" lloo:= sup | f*(@)] < 00, || f* lloo:= sup| /()] < oo,
1. Silloin Ve > 0,

Er(1(5.) - Be(F@)| < (5+5) 1" I 40061 1 £ I
2. Koska r2 < &2+ g,(¢), kun nlirr;o gn(e) =0 Ve > 0, seuraa

lim Ep(f(Sn) = Ep(f(G))

Tod. Olkoon {& : k € N} riippumattomia gaussisia satunnaismuttujat jotka
ovat myos riippumattomia (X) : k € N) jonosta, ja Ep(&) = 0 ja Ep(&2) =
Ep(X?) = of. Merkitiin

A 1
Gn(w) = 2*(51( w) + -+ & (w))

Huomataan ettd Vn G,(w) on standardi gaussinen.
Kiinnitamme nyt n, ja merkitdin

Kuw) = T gy = S

. k - En )
Un(w) = (X1 (@) 4+ X1 (@) + Emar (@) + -+ &u(w)) m<n

> M

Koska f(Uy, + Xi) = f(Ups1 + Exp1), teleskoppisella summalla,

Ff (Ut + K1) = f(Upe1 + Encr) + -+ f(UL+ X1) = f(UL+ &)

(f(Uk + Xk)) - Ep (f(Uk + fk)) ‘
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Olkoon
2
~ ~ ~ €T ~
Ri(z) := f(Uk(w) + @) = f(Ur(w)) = 2f (Uk(w)) = 5 " (Ur(w))
toisen asteen Taylorin kehitelmén jaidnnostermi, jossa
: 2 " @ "

Ryp(x) < min{ 2% [ f7 lloo, == /7 o
Koska Xk AL Uk ja ék AL Uk, Ep(Xk) = Ep(ék) = 0, Ep(X,?) = Ep(éi) =
(02/32) seuraa

’Ep <f<Uk + Xk)) ~ Ep (f(ffk + &))’ < Ep(|Rk(Xk)|) + EP(IRA&)!)

jossa
" . Ep(|G? (o3 T |2
> ee(Im@]) < D i S8 < = 2
k=1 k=1 n

jossa G ~ N(0,1) ja Ep(|G|?) = 2327712 ja

> (|0

k=1
" oo < o 131(1% 1 - T,
< TZEP I XelPL(XK <) )+ 11 £ lle Y Ep( XP1(IXk| > )
k=1 k=1
" oo < o2 (1% " - o2 (1%
< Wl 5™ i (exinqial <))o 1 57 e Y B (K210 >
k=1 k=1
" Ml "
< ‘C:T_F || f Hoo gn(g)

Viite seuraa kun summataan yhteen néitd approksimatioita [

Huomamme ettd kun satunnaismuuttujat (X : k& € N) ovat riippumattomia
ja samoin jakautuneita, joilla Ep(X;) = 0 ja Ep(X?) = o2, automaattisesti
lemman oletus on voimassa, koska

1
gn(e) = ?Ep(XflﬂXl\ > neo?) — 0 kun n — oo .

Seuraavaksi yleistimme lemman 22.4] siloitustekniikalla my6s jatkuville funk-
tioille joilla on korkeintaan kvadraattinen kasvu:

Teoreema 22.1. (Lindebergin keskeinen raja-arvo lause ).
Lemman asetuksissa, olkoon f(x) jatkuva funktio jolle

If(x)| < e (1+2%) Va, jollekin ¢ >0

1. Jos gn(e) — 0 kaikille ¢ > 0 seuraa
Ee(1(3.)) = Be(£(6)

jossa G(w) ~ N(0,1).
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2. Sen lisiksi, kaikille a < b

P<a<$’n§b>—>P(a<G§b)

Tod. Olkoon Y(w) € (—1,1) satunnaismuuttuja jolla on siled tiheysfunk-
tio p(y) € C*°(R). Muuttujan vaihto-kaavalla seuraa ettd satunnaismuuttujalla
(Y(w)/k) on tiheysfunktio kp(yk) kun k > 0. M&aritellddn

fula) = Ep <f(x CY/R)L(Je — Yk < k))

1/k k
- / @ - y)1(z — y| < k)kp(ky)dy = / T Wkplk(z = )iy

~1/k

Seuraa ettd fi(x) on kompaktikantainen, koska fi(x) = 0 kun |z| > (k + k= 1).
Koska p € C*(R) ja f on jatkuva, kuvaus

(z,y) = K0 (x —y)k) f(y)

on rajoitettu kompaktissa

Cp— {<x,y>:ye [k ke [y—k,y+k1}

siksi dominoiudun konevergenssin lauseesta seuraa ettd fj on derivoituva ja

k
i@ =1 [ s (e = )y

Samoin seuraa korkeimpien derivaattojen olemassaolo.
Kun k£ — oo dominoidun konvergenssin lauseesta seuraa

i o) = i £ (7 (25 Ja(

Osoitamme ettd fi(x) — f(x) tasaisesti kompakteissa. Koska f on tasaisesti
jatkuva kompakteissa, VR > 0, € > 0 on olemassa § > 0 jolla |f(z) — f(y)| < e
kun |z| < R ja |x — y| < 4. Siksi kun k > §1, kaikille |z| < R

F(a) — )] =
= [0) B(ste - Y1 - Y < 1)

- :‘ < k)) = Ep(f(z — 0)) = f(x)

= ‘Ep (f(x) = fz— Y/k))‘ Vz : |z| < R kiinted ja k tarpeeksi suuri
< Ep(lf(x) - fle=Y/k)|) <e

Kolmion epidyhtélostd, Vk € N,
(11800 - 16 )|
< ‘EP (f(gn) — fr( An)) ‘ +

Br (05,0~ ()| +

£ (16 - 16|
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Jokaiselle k € N, f(z) on siled ja kompaktikantainen, rajoitetuilla derivaa-
toilla, ja tayttia ehtoja
Oletuksesta Ve > 0 gy, (¢) — 0 kun n — oo, seuraa Yk € N

‘Ep (fk(gn) — fk(Gn)>‘ — 0 kunnToo
Tasaisesta konvergenssista seuraa VR > 0, on olemassa d > 0 jolle
£52) ~ Rl (18, < R) <e
kun k£ > 5. Siksi Vn, R.

lim sup limsupEp<|f(§n) - fk(gn)}1<§n| < R)) =0

k—oo n

Samoin

i sup B¢ (|7(6) - @)1 (161 < 1) ) =0

k—o0

Tastd seuraa

lim sup
n

Br(165) - 1)) <

lim sup limsup Ep <|f(§n) — fr(Sw)|1 <|§n| > R>)

k—oo n
+ lim sup Ep<|f(G) - fk(G)|1(|G| > R))
k—o0
Nyt kiiytdmme hypotheesia |f(x)| < ¢ (1 + 2?). Kun |z| > 2 seuraa

(@) < Ep(|fz =Y/k)]) <1+ (o] +1)%) < 2¢ (1 +2?) ja
[fe(@) = f(2)] < |fr(@)| + |f(2)] < 3¢ (1427), siksi

£e(1(5,) - £(6))

< 1ims171lp 3¢ Ep <(1 + 541 <|S‘n| > R>) + cEp <(1 + G2)1(|G| > R>>

lim sup
n

Koska G € L*(P),
Jim_Bp ((1 +G2)1(|G| > R)) =0.

Seuraavaksi approksimoidaan indikaattori 1 <x| > R) siledlld funktiolla.
Olkoon n € C*° : R — [0,1] , jolla

1 kun |z| > 1
n(z) = 0 kun |z| <1/2
€(0,1) 1/2<]z| <1
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Yr(x) = (1+2*)n(z/R) < (1+2%)  jolla
(14 2)1(jz| > R) < ¢r(z) < (1+2°)1(|z| > R/2) .
Koska
d2

—3¥r(@) = B0 (2/R)(1+2%) + R\ (@/R)22 + 2n(z/ R)

ja derivaatat n¥)(z/R) = 0, £ > 1, ovat kompaktikantaisia, seuraa sup |1/ ()| <
xr

o0, sup [¢/(x)] < oc.
xT

Lemmasta 22.4] seuraa
’EP (Vr(Sy)) — Ep (¢R(G))’ —0

kun n — oo, ja

Ep ((1 + 521 (|Sn > R))

< Ep(Yr(Sy)) — Ep(vr(G)) < Ep ((1 +GH1(|G| > R/2)> — 0 kun R 7 oco.
Lopuksi olkoon a < b. On olemassa jatkuvien funktioden jonoja (v,,), (%m) C
C*(R) joilla
0<% ()1 Lap(®), 1>,()] 1gm(e)
Viiteestd (1) ja monotonisesta konvergenssista seuraa

liminf P(a < S, < b) > liminf Ep(¢¥,,(S,)) = Ep(¥,,(G)) | P(a < G <b)

—m —m

limsup P(a < S, < b) < limsup Ep(¢_(S,)) = Ep(¢ (G)) 1 P(a <G <b)

kun m — oo O

23 Jakaumien konvergenssi

Olkoon (92,,, F., Pn)nen jono todennékoisyysavaruuksia, ja X, : Q, — (5, B(S5))
satunnaismuuttujen jono jossa (S, p) on metrinen avaruus, esimerkiksi S = R9,
Olkoon X (w) satunnaismuuttuja todennakdisyysavaruudessa (2, F, P).

Maiéritelmi 23.1. Sanotaan ettd jono X,, suppenee heikosti tai jakauman mie-

lessd kohti X :n ja merkitadin X 4, X, kun

Vf e Cy(S;R) = {f:S— R, jatkuwa ja rajoitettu },
Ep,(f(Xn)) = Ep(f(X)) kunn — oo
Huomataan etté heikko konvergenssin kasite koskee vain satunnaismuuttujen
jakaumista, siksi soveltuu myds tapaukseen jossa satunnaismuuttujat eivit el

samalla todennikéisyysavaruusdella. Kun Q, = Q F, = F ja P, = P Vn,
nidhdaan myos ettad heikko konvergenssi on kaikien heikompi konvergenssikésite:
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Lemma 23.1. Kun X,, & X (stokastisesti) ja [ on jatkuva seuraa ettd f(X,,) £l
f(X).

Tod. Kaikille alijonolle (r) on olemassa alijonon alijono (ng, ) jolla X, (w) —
X (w) P-melkein varmasti. Koska f on jatkuva seuraa myos ettéd samalla alijono
alajonolla f(Xn,, )(w) — f(X(w)). Téstd seuraa ettd f(X,) il F(X).

Lause 23.1. Kun X, — X (stokastisesti) seuraa etti X, — X (jakauman
mielessd)

Tod. Olkoon f jatkuva ja rajoitettu. Seuraa lemmasta ettd f(X,) Lt f(X).

Koska f on rajoitettu jono {f(X,) : n € N} on tasaisesti integroituva ja siksi

£ D 1), josta seuraa Ep(f(X,)) — Ep(f(X)).

Lause 23.2. Olkoon X,, : Q, — R, X : Q — R satunnaismuuttujat, F,(t) =
P, (X, <t), F(t) = P(X <t). Silloin

X, % X < F,(t) — F(t) Vt:F(t—)=F(t)

Tod. =& Approksimoidaan indikaattorin x — 1(z < t) jatkuvalla funk-
tiolla h. jossa e > 0

1 x>t
he(z)=¢ 1-52 t<z<t+e
0 t+e<zx

Huomataan etté
1z <t) <h(z)<1lx <t+e¢)

josta seuraa

Fo(t) < Ep, (he(Xn)) = Ep(he(X)) < F(t +¢)
= limsup F,,(t) < F(t+¢) Ye>0,

= limsup F,(t) < F(t+) = F(t)

koska t — F(t) on oikealta jatkuva.
Samoin valitsemalla g.(z) = h.(z + €), koska

1z <t—¢)<gz) <1z <t)
seuraa

Fo(t—) > Ep, (9:(Xn)) — Ep(ge(X)) > F(t —¢)
= limninf F,(t—)>F(t—¢) Ve>0

= liminf F,(¢t) > F(t—)
Kun F(t) = F(t—) tasté seuraa etta lim F,(t) = F(t).

Toinen implikaatio seuraa Skorokhodin esityksesté.
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23.1 Skorokhodin esitys

Olkoon ¢ +— F(t) ei-vihenevi, oikealta jatkuva, F(—o0) = 0, F(4+00) = 1.
Kanonisessa todendkdisyysavaruudessa 2 = [0, 1], joka on varustettu Borelin
o-algebralla ja todennikoisyysmitalla P joka on Lebesguen mitta, voidaan ra-
kentaa satunaaismuuttuja X (w) jolla P(w: X (w) < t) = F(t).

Maéritelddn kertymafunktion F':n yleistetyt kaddnteisfunktiot

XT(w) :==inf{t: F(t) > w} = sup{t : F(t) < w}, (23.1)
X" (w) :=inf{t: F(t) > w} =sup{t: F(t) < w} (23.2)

e Xt (w) > X~ (w) ovat ei vihenevid w:n suhteen
e w— XT(w) on oikealta jatkuva ja w — X~ (w) on vasemmalta jatkuva.

e Huomataan myds etti F(X (w)) = w ja w < F(Xt(w)), koska F' on
oikealta jatkuva.

Osoitamme ettd P(w: X~ (w) < 2) = P(w: XT(w) < 2) = F(2),
ja P(X~ =X1)=1. Koska

X (Ww)<z<—=w=FX (w) <F(2),

ja P on Lebesguen mitta, seuraa F(2) = P(w: w < F(2)) = P(w: X~ (w) < 2).
Koska XT(w) > X (w) > XT(') > X~ (') kun w > o', seuraa etti
Xt (w) > X (w) > XT(w—) = limyrp, X T (w) ja joukko

{w: X" (w) < XT(w)}

on korkeintaan numeroituva, P(X~ < XT) = 0 jossa P on Lebesguen mitta.
Téstd seuraa P(XT < 2) = P({X~ <}n{XT =X"}) = P(X~ <z2) = F(2).

Lauseen implikaation < todistus

Olkoon z € R jolla F(2—) = F(z), ja F,(z) — F(z). Olkoon X, (w), X, (w)
kertyméfunkion F), yleistetyt kddnteisfunktiot kuten kaavoissa [23.1}2.

Koska Xt (w) < 2 <= w < F(z), kun n on tarpeeksi suuri w < F,(z) ja
tdmé tapahtuu jos ja vain jos X" (w) < z. Silloin, limsup,, X;" (w) < z kun z on
F:n jatkuvuuspiste jolla z > X+ (w), ja koska epéjatkuvuuspisteiden mééri on
korkeintaan numeroituva, seuraa limsup,, X;F(w) < X+ (w)

Jos X~ (w) > z seuraa w > F'(z) ja kun n on tarpeeksi suuri w > F,,(z) josta
seuraa X, (w) > z. Silloin liminf, X, (w) > X~ (w).

X (w) <liminf X, (w) < liminf X, (w) < limsup X, (w) < X (w)
Joukossa {w : X~ (w) = Xt (w)} seuraa
lim X,/ (w) =lim X, (w) = X (w) = X (w)

Varoitus: Olkoon X,,,n € N ja X (w) satunnaismuuttujat jotka eldvét sa-

massa todennikoisyysavaruudessa (2, F, P), jolla X, < x.

Koska P(X, < t) = F,(t) — F(t) = P(X < t) Vt jolla F(t) = F(t—)
Skorokhodin esitykselléd saadaan kanonisessa todennékdosyysavaruudessa Q=
[0, 1] varustettuna Borelin o-algebralla ja Lebesgue mitalla P,
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satunnaismuuttumjen jono )N(n(&) ja satunnaismuuttujan )Z'(fu) jotka ela-
vit kanonisessa todennikoosyysavaruudessa Q@ = [0, 1] varustettuna Borelin o-
algebralla ja Lebesgue mitalla P, joilla

P(X, € B)=P(X, € B) ja P(X € B) = P(X € B),
X, (@) —» X,(@) Pmv

Tami ei kerro yhtdin mitdin alkuperdisestd jonon X, (w) P-melkein varma
konvergenssista alkuperisessi todennikoisyysavaruudessa (€2, F, P).

Skorokhodin esityksessi satunnaismuuttujen (X (w), X,,(w), n € N) yhteinen
jakauma sattaa olla aivan eri kun alkuperiisten satunnaismuuttujen (X (w), X, (w),n €
N) yhteista jakaumaa, vaikka yksi-ulotteiset marginaali-jakaumat tdsmévit.

Siksi, vaikka X, (&) — X (&) P-melkein varmasti kanonisessa avaruudessa
Q , siitd ei saa tehdi johtopiatoksid alkuperiisen jonon X,(w) stokastisesta
konvergenssista alkuperiisessé todennikoisyysavaruudessa (€2, F, P).

Esimerkki Todenn#kéisyysavaruudessa (€2, F, P) olkoon (G;(w) : i € N)
riippumattomia ja samoin jakautuneita standardi gaussisia satunnaismuuttujia,
jolla EP(Gl) = 0, EP(G%) =1.

Olkoon Sy (w) = A= (G1(w) + -+ + Gon (w))

Koska S = %(Gl(w) + G2(w)) on standardi gaussinen (harjoitustehté-

Vi) seuraa induktivisesti ettd myds S, on standardi gaussinen, P(§n € B) =
P(G; € B), ja koska jakauma siilyy on selvii ettd S, 4, G; (jakauman mieles-
sd).

Kuitenkin voidaan osoittaa ettd S,, ei suppene stokastisesti.

Muuten voitaisiin kirjoittaa

~

1 -~
Sp+1 = ﬁ(sn +55,)

jossa §7’1 = \/;Lﬁ(GQH—lJ’_l + -+ Gan) 1L S,..

~

Koska jono (S,,) olisi stokastisesti Cauchy,
P(ISni1 = Sal > 2) = P(IS], — (V2= 1)S,| > V2e) = P(|G1 — (V2 = 1)Gs| > V22)

ja koska Ve > 0 vasemman puolen termi suppenee kohti nollaan kun n kasvaa,
tistd seuraa ettd G (w) = (V2 — 1)Ga(w) P-melkein varmasti ! Oletuksen mu-
kaan G 1L o(Gy) P-mitan suhteen, josta seuraa ettd G; on P-rippumaton
itsestdédn ja siksi P-triviaali, ja koska Fp(G;) = 0 seuraa ettd P(G7; = 0) = 1.
Témé on ristiriidata koska Ep(G2) = 1.

Stokastinen konvergenssi seuraa jakauman konvergenssista ainoastaan kun
rajajakauma on degeneroitu:

Lause 23.3. JosVn X,, on satunnaismuuttuja todennikdisyysavaruudessa (Qp,, Fr, Pr)

ja X, L (jakauman mielessd) jossa ¢ on vakio, seuraa ettid X, Pe (stokas-
tisesti), eli

P, (| Xp—c|>¢)—0 kunn— oo
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Tod. Koska
P (X, <t)=F,(t) = F(t)=1(c<t) kun t # c.
seuraa Ve > 0
P X, —¢c|<e)=P (X, <ct+e)—P(Xp,<c—¢e) > Flc+e)—Flc—e)=1-0

Maééritelmi 23.2. Satunnaismuuttujen jono {X, : n € N} on tiukka (engl.
tight) kun

lim sup P,(|X,| > K)=0
K—oo p

Lause 23.4. (Hellyn valinta lause)

e Olkoon (F,, : n € N) kertymdajkaumien jono. On olemassa alijono F,, ja
ei-vihenevd oikealta jatkuwva F : R — [0,1] jolla F,, (t) — F(t) kaikissa t
jossa F(t) = F(t—).

o Ilman lisddoletuksia, rajafunktio F(t) ei ole valttamatta kertymdafunktio,
ei seura F(+00) = lim;_,o0 F(t) =1 ja F(—00) = limy,_o F(t) =0
Jos jono (F,, : n € N) on tiukka, kaikki rajafunktiot F' ovat kerymdfunk-
tioita.

Tod.

Olkoon Q = {Q,, : n € N} rationaali lukujen numerointi.

Koska Fy,(q1) € [0,1] joka on kompakti, on olemassa alijono n(1, k) ja raja-
piste G(q1) jolla F,1.1)(q1) — G(q1).

Koska Fy,1,1)(q1) € [0,1] on olemassa alijonon alijono n(2,k) ja rajapiste
G(g2) jolla Fyy2 1y (q1) = G(q1) ja Fua,k)(g2) — G(g2) kun k — oo.

Induktiivisesti, kaikille ¢ on olemassa alijono {n(i,k) : k € N} ja rajaarvot
joilla Vj =1,...,i. F1)(q5) — G(g;) kun k — oo.

Olkoon ny, = n(k, k) diagonaali jono. Seuraa ettid Vq € Q, F,, (¢) — G(q) kun
k — oo. Koska kertyméfunktiot F;, ovat ei vihenevid, myds kuvaus ¢ — G(q)
on ei-viheneva.

Olkoon Vt € R
F(t):=inf{G(q) : g € Qjaq>t}

Kun ¢ kasvaa inf pienemmasta joukosta ei-vihene, F'(t) on ei-vihenevi. F(t)
on oikealta jatkuva: kun € > 0, 3¢ > ¢ jolla Vt <’ < ¢,

F(t)—e<Glq) —e < F(t) < F(¥') < G(q)
Osoitamme ettd jos F(t) = F(t—) seuraa Fy,(t) — F(t).
Ve > 0 On olemassa s < t jolla F(s) < F(t) < F(s) +¢€. Olkoon r,q € Q
jolla s <r <t <gqjaG(q) < F(t) + e. Koska
Fo(r) < Fo(t) < Fu(q)

vaite seuraa arviosta

F(t)—e< F(s) <G(r) < hmniann(t) <limsup F,,(t) < G(q) < F(t) +¢
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jossa € on mielivaltainen.

Jos {F,, : n € N} on tiukka, mé&ritelm&sti seuraa etti

lim inf F,(K) =1, lim sup F,(K) =0
K—ooneN K——00 peN

ja koska kun K € Q
. <1 _
inf Fu(K) < lim F, (K) = G(q)

téstd seuraa ettd limg o0 G(K) = limg_,o0 F(q) = 1. Samoinlimg_, o G(K) =
limg_, o F(q) = 0.

24  Konvoluutiot ja karakteristiset funktiot

24.1 Lyhyesti kompleksi-analyysista

Olkoon satunnaisvektori (£(w), n(w)) € R%. ((w) = &(w)+in(w) € C on kompleksi-
arvoinen satunnaismuuttuja jossa i = \/—1 on imaginaarinen yksikko jolla
(i)? = —1.

Muistetaan my6s ettd kun z = x + iy, v,y € R, Z:= 2 — iy ja |[(|? = (( =
&+

Olkoon f : C — C jossa kun z = (x + iy) f(z) = u(x,y) + iv(x,y) jossa
z,yeR u:R2 =R, v:R? =R,

Sanotaan ettd f(z) on analyyttinen pisteessd z jos ja vain jos on olemassa
derivaatta

) t [0 = FC)

w—z w—z

Sijoittamalla w =z +¢,w=z2+1ic, e €R, e — 0,

f'(2)

oz dxr i Oy oy dy Oy

(o), o) L (o) | Sue)) _ Oule)  due)

josta seuraavat Cauchy Riemannin ehdot:

u(z,y) _Ov(z,y) Ov(x,y)  Julz,y)

Ox oy Ox dy

Kun f(z) on analyyttinen forall z € Q) seuraa

}{f(w)dw =0, f(»)= % % ij(iiu)zdw z € 1\ 09 ( Cauchyn kaava)

jossa integroidaan suljetun 0) kiyrén yli.

Miiritelmi 24.1. Olkoon X (w) = (X1(w), ..., X4(w)) € R? satunnaisvektori
todenndkoisyysavaruudessa (Q, F, P).
Sen karakteristinen funktio px : R4 — C on

pox(t) = Ep (eXp(ﬁ(t : X))) =Ep (eXp(\/TIi thk))
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Téssd exp(iX (w) - t) = cos(X (w) - t) +isin(X(w) - t). Koska X (w) on reaali
arvoinen, seuraa etti |exp(it - X (w))| < 1, ja siksi karakteristinen funktio on
olemassa ja |px(t)| < 1.

Muita ominiaisuuksia:

* vx(0)=1

o ox(—t) = px(t)

e vorpx(t) = Ep(exp(i(a +bX)) = e%px (tb), kun a,b € R

e Kuvaus t — ¢x(t) on jatkuva (dominidun konvergenssin lauseesta),

Lause 24.1. Olkoon X (w),Y (w) P-rippumattomia. Silloin satunnaisvektorin
(X,Y) karakteristinen funktio faktorisoituu

oxy(s,t):= Ep(exp(i(sX +tY))) = px(s)py (t) := Ep(exp(isX))Ep(exp(itY))

Erityisesti

ex+y(t) = Ep(exp(it(X +7Y))) = ox (t)ey (1)
Osoitamme pian ettd tdmé on myds riittavi ehto.

Esimerkki 24.1. Olkoon G(w) standardi gaussinen jolla E(G) = 0 E(G?) = 1.
silloin

Ep(exp(itG)) = exp(—%tZ)

Koska kuvaus z — exp(—%zQ) on analyttinen, Cuachyn lauseesta seuraa

1
7{ exp(—=2%)dz
T 2

kun integroidaan suljetun polun yli. Valitaan suljettu polku joka kulkee suoraana
linjana pisteiden (R—1i0, R, — R, —R—10) vdlissd kellon vastaisesti, jossa R > 0,
6 €0, 2n].
Siksi
-R

0
Oz/ exp(—%(R—iw)Q)dw—F/ exp(—%rz)dr

—0 R

-0 1 . R 1 o
+/0 exp(—i(—R—zw) )dw+/_ReXp(—§(r—29) Ydr =

1 0 _ , 1
exp(—ERQ)/ (exp(iR1)) — exp(—iRy)) exp(iz/)z)dz/}
-0
R’ 1 1 R 1
+/ exp(irf + =0%) exp(—=r%)dr —/ exp(—=r?)dr
—R 2 2 R 2
Kun R — oo, ensimmdinen integraali suppenee kohti nollaan, ja seuraa
“+oo 1 ) 1 ) —+o0 . 1 )
Var= [ exp(—5r)dr = exp(—50%) | exp(ird)exp(—5r)dr

— 00
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Karakteristinen funktio ma#rdé satunnaismuuttujan jakauman:

Teoreema 24.1. (Lévy)

T exp(—iat) — exp(—ibt)

2T t—oo _T it

Kun fR lox (t)|dt < oo, ylli oleva integraali suppenee absoluttisesti ja satunnais-

muuuttujan jekaumalla on tiheysfunktio

fx(x) z/ReXp(—itx)goX(t)dt

Tod.

/ / exp(—iat) - exp(—ibt) exp(itz) Px (dx)dt =

it

/ / exp(it(z — a)) - eXP(”( b))dth(d%“%

jossa Fubinin lause soveltuu koska

1.1,

koska | exp(if) — exp(itp)| < |6 — ¢| kun 0, € R.

exp(it(x — a)) - exp(it(x

px(B)dt = L (F(b) + F(b-)} ~ 3 {F(a) +

—b) ‘dtPX(dx) <27(b — a)

/T exp(it(z — a)) — exp(it(x — b)) gt — 2 /T sin(t(z — a)) — sin(t(x — b))
T 0

1t t

koska ¢ — sin(t) on ei-parillinen ja t — cos(t) on parillinen, ja integroidaan

[—T,T) valissa,
= 2{U(T(z — a)) — U(T(x — b))}
jossa U(t) = Ot Sm;r) dx.
Huomataan ettid kun x € (k27, (k + 1)27], € € (0,1)
sinx(x) > +11>27T51(| sin(z)| > ¢)
ja siksi
sin(x)

2e — 1
> = — E — = oo0.
dz - (m/2 — arcsin(e)) =

r

Voidaan kuitenkin méiritelld integraali

00 T .
/ sin(z) dr := lim / sin(x) dx
0 X T—o0 0 X

X

joka ei suppene absoluttisesti, ja on laskettavissa Cauchyn kaavalla.

80

F(a—

dt

)}



Olkoon T" on suljettu kiyréd joka koostuu paloista I'y := {z =z 4+i0 : = €
[-R,—¢]} , Ta = {z = e(cos(r — 0) + isin(mr — 0)),0 € [0,7n]} T's := {z =
x+i0:z € e, R]}, Ty :={z= R(cos(f) +isin(d)),0 € [0, 7]} jossa 0 < e < R.
Koska f(z)/z on analyyttinen kun z # 0, erityisesti I kilyrdn rajoittaman alueen
sisalla,

f exp(iz) Qs — 0
r

z

Seuraa

exp(iz) , [T exp(iR(cos(f) +isin(0))) dz(0)
/114 z dz—/o Ret? de d0
/” exp(iR cos(f) — Rsin(6))
0

i iRe"df

= i/oﬂ exp(iR cos(f)) exp(—Rsin(6))dd

jakun R — 400

/Tr exp(iR cos(0)) exp(—R sin(&))d@‘ < /7r exp(—Rsin(6))df — 0
0 0

jossasin(f) > 0 kun 0 € (0, 7), ja kiytdmme dominoidun konvergenssin lausetta.
Samoin

Hm/ Mdz = —limi/ exp(ie cos(h)) exp(—esin(0))df = z/ df = —im
T, 0 0

€l0 z €10

. _e .. R ..
/ exp(iz) ds — / cos(r) + isin(r) dr + / cos(r) + isin(r) dr
Iyul's €

z _R T T
R .
o[t
e T
koska cos(r) = cos(—r) ja sin(r) = —sin(—r).

Kun RT o0, |0

/°° sin(r) dr — I
0 T 2

0 kun x =0
lim U(Tz) =< 5 kunz >0
Tmee —2 kun x < 0

Seuraa

Kun T — 00, a<b

lim 2{U(T(x —a)) — U(T(z — b))}

T—o00

0 kunz >btaiz <a
=2 kun z € (a,b) = 27

m kunz=a<btaiz=0b>a
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Seuraa

exp(it(x — a)) — exp(it(x — b))

1 T
lim — P
Tgr;o 2w /R</_T it dt) x (dz)

= F(b-) ~ F(a) + 5{F() ~ F(b-)} + 3 {F(a) ~ F(a—)}

= %{F(b) +F(b—)} — %{F(a) + Fa—)}

Olkoon [ |¢x (t)|dt < oo, ja F(b) = F(b—), F(a) = F(a—). Silloin

lim F(b) — F(a) 1 / exp(—ita) — exp(—ith)
R

= — dt
b—a  b—a 2m it(b—a)

ja dominoidun konvergenssin lauseesta seuraa

o) = @ = 5= [ ep-itajox (o

Analyyisin kielelld, karakteristinen funktio on tiheysfunktion Fourier muunnos,
ja tiheysfunktio on karakteristisen funktion kdfnteis Fourier muunnos.
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