.. .. MATEMATIIKAN JA |:|
JYVASKYLAN YLIOPISTO TILASTOTIETEEN LAITOS

Analyysi 3, kesa 2012.
1. Harjoitusten malliratkaisut

1. (i) Lasketaan ensin f'(z) = 322 — 2, f"(x) = 6z, f"(r) = 6 ja f"(x) = 0 kun n > 4.
Talloin £(2) = 5, f/(2) = 10, f(2) = 12, f"(2) = 6, joten
Tiaf(x) = [(2) + ['(2)(x = 2) =5 +10(x - 2)
Toof(z) =54 10(x — 2) + 6(z — 2)?
Tsof(x) =5+10(x — 2) + 6(z — 2)* + (x — 2)® = 23 — 20 + 1.
Liséiksi Ty of () = Tyof(2) kaikilla n > 4 silld £ (2) = 0.
Kohta (ii) saadaan samaan tapaan

Tf(e) = £0) + £ -1 + T @ 12 = (- 1) + 32 - 177
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3. Osoitetaan ensin, ettd f(xg) = 0. Ensinndkin f:n raja-arvoksi saadaan
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lim f(z) = Hm |z = | (|xf20|) =0

Koska f on jatkuva niin f(zg) = lim,,, f(z) = 0.
Nyt f:n derivaatta xg:ssa voidaan laskea
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silld oletuksen nojalla lim,_,,
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4. Ratkaistaan tehtéva “ovelalla laskulla”. (Kaavan voi myos johtaa induktiolla). Merki-
taan
Sp=14q+¢+ - +q"
Huomataan etta
—@Sn=—q—q" = —q"—¢""
Summaamalla ndmé& yhteen, niiden keskimmaéiset termit syovat toisensa ja saadaan
Sy —qSp =1—¢".
Kaava seuraa tasté silla

(1—¢)S, =S, —¢qS,=1—¢"".

5. Luennoilla laskettiin, sinz = x + o(|z]), ja
72
ef =1+4x+ 5+ o(|z[?).
Sijoittamalla x — —x edelliseen saadaan
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ef=1—a+ % + o(|z|?).

Siispé,
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6. Taylorilla saadaan

loge = (x—1) — l(90 — 12 +o(lz — 1)
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cos(mz) = —1 + ?(x — 1% +o(lzr — 1)
joten
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7. Oletuksen nojalla
Tn,xof(x) = aop + a1(33 - 550) + CLQ(-T - 330)2 + -+ an(x — Q?O)n.

Toisaalta f:n Taylorin polynomi on

T () = f(20) + ' (@0) (& = 20) o " (0) o = 20)? + -+ = o) = )"

jolloin Taylorin polynomin yksikésitteisyydestd (Lause 2.4) seuraa ettd kertoimien
taytyy tdasmita; f(zo) = ao, f'(z0) = a1, f"(x0) = 2as... ja f™(20) = nla,.
(i) Olkoon h = f’. Talloin h(x¢) = f'(x0) = a1, ' (z0) = f"(x0) = 2ag, ... K"V (xg) =
f™(z0) = n!a,, joten

Trao f' (%)

= nfl,xoh@)

1 1 _ "
= h(zo) + I (z0)(z — x0) + ih”(%o)(l’ —20)? -+ = 1)!h(" D(zo)(z — x0)
= ay + 2a3(z — x0) + 3as(x — 29)* + - - + na, (v — 3)" !
= (Tn,zof), ().

(ii) Nyt g(zo) = 0, ¢'(x0) = f(x0), g"(x0) = f'(w0), ..., 9"V (wo) = ) (o).
Talloin
T g(a:):a(x—x)+%(a:—x)2+---+ dn (7 — o)™
n+1,z0 0 0 5 0 1 0
:/ Tn,xof(t) dt.
xo
8. Luennoilla laskettiin (Geometrisen sarjan summasta)
1 ) n+1
=14t P4+t .
T—¢ +i4+17+ + 1" 4+ T—+
Kuna valitaan t = —x? saadaan
1 1
flz) = 1+22 11— (—22)
jaannostermi
—_
=1 2 + ( 2)2 +( 2)3 + + ( 2>n (_xZ)n+1
=1+ (—2%) x x x T2

(_1)kx2k+0(|x|2n+1).
k=0
Koska potenssisarjalla ei ole parittomia termejé niin kaikilla n > 1,

n

Tont10f(7) = Tonof(z) =1 — ot -2+ (—1)n$2n = Z(_l)kl’zk-
k=0



Koska arctanz = [ ﬁ dt niin Tehtévan 6 (i7) nojalla

Tont1,09(x) :/ Tonof(t)dt
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Koska potenssisarjalla ei ole parillisia termeja niin T5,4209(2) = Tan+1,09(x).

J(wo+h)+ f(zg —h) — 2f(x0)

h2
F(o) + f'(zo)h + L0202 4 f(ao) — f'(wo)h + L8212 — 2 (o) + o(h?)
_ -
 f(wo)h? + o(h?)
_ -
= f"(z0o) + o(?) — f"(x9) kun h—0.
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