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Analyysi 3, kesa 2012.
3. Harjoitusten malliratkaisut

1. Molemmat sarjat suppenevat Leibnitzin ehdon nojalla. Tarksitetaan etta lauseen ole-
tukset ovat voimassa.

(a) Sarja on muotoa Y p,(—1)**Ya;, missi a; = lolfk. Generoivat termit ag
ovat ag > 0 ja limy_ee aj, = limy 0o 2% = 0. Lisiksi funktio f : [3,00) — R,
f(x) = 10% on vihenevi silla

—logz +1
flay=—2L2"" <0 kunaz >3
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Talloin jono (ax)52s on viheneva.

(b) Sarja on muotoa > -, (—1)**Day, missé a, = log (1 + 1). Generoivat termit
ar ovat ai > 0 (sillalogz > 0 kun z > 1) jalimy_, ap = limy_, log (1 + %) =
log(1) = 0. Liséiksi koska luvut 14+ muodostavat vihenevin sarjan ja koska
logaritmi on kasvava funktio niin jono (ax)32; on véhenevé.

2. Molemmat sarjat suppenevat.

(a) Sarja > 7, (—1)*"Yay, missi a; = sin (+) suppenee Leibnitzin ehdon nojal-
la. Huomataan etta sini on kasvava ja positiivinen vélilla [0, 1]. Generoivat
termit ap muodostavat siis vahenevan jonon ja aj > 0. Lisdksi limy_,o ap =
limy,_, ., sin (%) = 0.

cos(mh) suppenee itseisesti. TAmé seuraa suoraan
2

(b) Sarja > ;- | ak, missi a =

majoranttiperiaattesta, silla kaikilla & € N, |ag| < ki% ja yliharmoninen sarja

oo
k=1

suppenee. (Huomaa etté cos(mk) € {—1,1} ja sarja on vuorotteleva.)
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elw|

3. Huomataan aivan ensiksi ettéd termit voidaan kirjoittaa muodossa
k*+1—k? 1
ar=VEk?+1—-k= = .
: VE+1+k VE+I1+k
(a) Sarja hajaantuu. Tdmé ndhdaéan vertaamalla sitd harmoniseen sarjaan ja
1 1

im %y k ’

im + = lim ———— = lim ——— = _,
k—)ooE k—>oo\/k2_|_1_|_k' k—o00 /1+ki2+1 2
joten sarja hajaantuu lauseen 4.10 nojalla.

(b) Sarja > 52 (—1)*+Ya, suppenee Leibnitzin ehdon nojalla. Huomataan etti

generoivat termit
1

ay = —F——
VE2+1+4+k
ovat positiivisia ja suppenevat kohti nollaa kun k — oo. Lisdksi x — 22 + 1+
x on kasvava funktio kun z > 0. Té&ll6in a;, muodostavat vihenevén jonon.



4. Tehtévénannossa oli taas virhe (sori). Sarja on muodollisesti siis
o
Z(—l)”laj = —ay+a3—as+as —ag+ ...
j=1

missé termit saadaan kaavoilla aqp_; = ﬁ ja ag, = ﬁ, kun k € N.

(a) Koska generoivat termit agp_ = ﬁ ja ag, = ﬁ kun k£ € N ovat
positiivisia niin sarja on selvésti vuorotteleva. Tremien suppenemisen nollaan
nihdédan esimerkiksi huomaamalla ettd kun j on pariton, eli j = 2k — 1, niin

1 1 1
a; = < =
J vVk+1-—-1" k-1 _ \/E—l
V 2 2

ja kun j on parillinen, eli j = 2k, niin

1 1 1
aj = S S .
VkE+1+1 / 2k j

Talloin siis

0 < lim a; < lim
j—00 Jj—00 i _ 1
2

=0.

(b) Sarjan hajaantuminen nihdéén tarkastelemalla 2n. osasummaa ja huomaa-
malla etté

1 1 VEFI+1-(WE+1-1) 2

VE+1-1 vE+1+1 (VEkt1+D)Wkt1-1) &k

kaikilla k&, joten

2n
> (=1
j=1
=2 -1 =2
1 1 71 1 S 1

V2—-1 V241 V3—-1 V3+1 Vn+l—1 Vn+1+1

Sarja Y -, 2 hajaantuu. T&ll6in myds sarja > e (—=1)*1a; hajaantuu.

(c) Leibnitzin testi vuorotteleville sarjoille ei toimi, silld termit a; eivit suppene
. . . o 1 1 o
nollaan monotonisesti, esim. ay = 2= < == = as.

5. Oletuksen nojalla Z;; |a;| suppenee. Erityisesti sen termit suppenevat kohti nollaa

lim a; = 0.
Jj—0o0

Verrataan sarjaa > o a2 sarjaan > o . |a;|; koska
J=1"7 J=117Ih

2

lim —~ = lim |a;| = 0,



.. . 00 2
niin sarja y ;=1 @; suppenee lauseen 4.10 nojalla.
. .. o0 . . (—1)k+1 . ..
6. Sarja on siis muotoa ) .-, aj missé a; = N Sen Cauchyn tulo itsensé kanssa on

sarja Y po Cg, Missi

e

Z Zk:( 17+ (—1)kit2 k—}—lz
k=Y Qjap_ji1 = e = OS]
k j:1 ¥ k j+1 - \/j k—j—'—l _]+1

7j=1
Taméa sarja on siis my0s vuorotteleva mutta se ei suppene sﬂla sen termit eivat sup-
pene nollaan, silld (téassd kiytetddn epayhtiloa vab < “T*b)

— 2.
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7. Uskotaan Vihjeeseen ja lasketaan sarjojen > o2 ap = Yoo kaPlja Y07 by =
S oo 21 Cauchyn tulo. TAmé on sarja Y .- | cx, missé
k

o =D 0t = Z”J s (Zj) =M

J=1

On jo todettu etté sarjat Zk L Qi ja o by, suppenevat itseisesti ja

kak 1 _ 1_—x)2 ja ;xklz

Siispé lauseen 4.20 DOJalla > re | ¢k suppenee itseisesti ja

k(k+1) 4 b1 [N ko 1
Z ( + ch_<2kx )(;1‘ )IW

k=1

8. Kiinnitetaan x € R. Talloin

lim f,(x) = lim x2+— Va? = |z,
n—oo

n—oo

Siispé limy, o0 fr, = f, missd f(x) = |z| kaikilla x € R.

9. Kiinnitetdén = € R. Olkoon aluksi x # 0. Koska lim,_, Si‘yly = 1, niin

lim g,(x) = lim n sin (f) = lim M .
n

- r=1-x=u=x.
n—oo n—oo n—oo ;

Toisaalta kun = = 0 niin ¢,(0) = 0 kaikilla n € N, joten lim,_, ¢,(0) = 0. Siispa
lim,, o g, = g, missé g(x) = x kaikilla z € R.



