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Analyysi 3, kesa 2012.
5. Harjoitusten malliratkaisut

(a) Funktiosarja suppenee tasaisesti Weierstrassin M-testin nojalla. Tdmé seuraa
siitd ettd

[fe(@)] < 7=  kaikilla z € R

. . o0 1 . . o0 1
jasarja )/~ sz suppenee (vertaa geometriseen sarjaan ) .~ o ).

(b) Funktiosarja suppenee pisteittdin (itseisesti) muttei tasaisesti. Pisteittainen
suppeneminen niahdéin silla

S Al =Y e =3 =
k=1 k=1 k=1

ja e% < 1 kaikilla x > 0. Toisaalta suppeneminen ei ole tasaista silld osasum-

mille S, (z) = >, fu(2)

A(f,Sn) =sup| 3 fulw) = > ful@)

1 1 — 67(n+1)x
= S —
;i% }em —1 et —1 ‘
ef(nJrl)x
=sup ——— = 0.

>0 €% — 1

2. Funktio on siis muotoa f(z) = >, fr(z), missd fi(z) = %:”) Funktioiden fj
arvoille pétee

1
| fr(z)] < 3 kaikilla 2 € R

_ 2k

- sin(2Fmx) patee

ja derivaatoille f(x) =

92 k
|fi(x)| < (g) kaikilla z € R.

Koska molemmat sarjat Y ;- gz ja Y po, T (%)k suppenevat niin funktiosarjat > | fi(z)

ja > o, [r(x) suppenevat itseisesti ja tasaisesti Weierstrassin M-testin nojalla. Lauseen
5.3 nojalla f on jatkuvasti derivoituva.

3. Sarja suppenee kun x € [—2,2) ja hajaantuu muulloin.
Ensinnékin suhdetestillda ndhd&an etta
[fera(@)] . z* k20 k7] g

lim S P
koo (@) koee (h+ D281 Jal T kbwkt12 20

joten sarja ainakin suppenee kun |z| < 2 ja hajaantuu kun |z| > 2.
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Kun z = 2, niin sarja on muotoa » -, ﬁ, ja se hajaantuu silld harmoninen sarja

. o .. . 00 k—11 . 017 es
hajaantuu. Kun 2 = —2 niin sarja on muotoa » ;~,(—1)""'5, ja se suppenee silld
vuorotteleva harmoninen sarja suppenee.

. Sarja suppenee kun z < 0 ja hajaantuu kun = > 0.
Funktiosarja suppenee itseisesti pisteittidin ainakin kun

‘x—l—l
r—1

Tamén nikee vertaamalla sitd geometriseen sarjaan > -, (””+ ) , joka tietenkin sup-
penee. Edellinen on yhtédpitdvia sen kanssa etté,

(z+1)* < (z—1)%

josta ndhdédn ettd r < 0. Samoin néhdéan ettd kun x > 0,z # 1, niin

‘x—i—l
r—1

Télloin sarja hajaantuu, silla juuritestilla

1 (1)t . r+1 x—i—l
lim — = lim ’ )—‘

Jaljelle jaa tapaus x = 0. Talloin funktiosarja on vuorotteleva lukusarja
> (-
k=1

joka suppenee Leibnitzin ehdon nojalla (tdmé on jo kdyty ohjauksissa 3).

. Koska sin(2x) = 2sin x cos z, niin

) = (sina)* (cos ) = (Si“m))k.

Siispé
1 o
fu@)| < 5 laikilla z € R,

joten funktiosarja > -, fi suppenee tasaisesti R:ssi Weierstrassin M-testin nojalla.
Summafunktio saadaan soveltamalla geometristd summaa pisteittain

-3 =3 () = i

k=0
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6. Ratkaistaan tehtévd Weierstrassin M-testilld. Funktiosarja on siis > -, fk, missd
(@) = sty
Huomataan etta fi(—x) = — fi.(z), fr(z) > Okunx > 0, f,(0) = 0jalim, , fe(z) =
0. Talloin supremum saavutetaan

Sup |[fu(@)] = max fi(z) = fulzi)

jollakin zj, € (0,00). Etsitdén &ériarvopiste xj. Koska

1 2kx? 1 — ka?

O = / = — =
o) = T D) T R r R R T k)
niin x;, = \/LE’ silld z, € (0, 00). Siispa
T 1
vk
su )| = fulzy) = — :
x€£|fk( )| = Jfi(ar) ENEET
joten
1
| fr(2)] < —, kaikilla = € R.
2k>2
Koska yliharmoninen sarja » .-, k% suppenee, niin Y .-, fi suppenee itseisesti ja
2
tasaisesti.

7. Tamékin ratkeaa Weierstrassin M-testillid. Funktiosarja on siis > 72 f;, missé f;(z) =

575(107z). Koska kaikilla y € R, 0 < s(y) < 1, niin
1

|fi(z)] < o kaikilla z € R.

Koska geometrinen sarja > o, -

‘ : j=1 107 Suppenee nin funktiosarja suppenee itseisesti ja
tasaisestl.

8. Edellisen tehtdvén ja lauseen 5.3 nojalla tdytyy vain nadyttéé ettd jokainen f; : R — R
on jatkuva. Téhén riittda nayttad ettd s : R — R on jatkuva. Osoitetaan etté kaikilla
x,y € R pétee

s(y) — s(z)] < |y — =,

josta jatkuvuus seuraa. (Miksi? Tarkka perustelu jaa kotitehtéavéksi) Olkoon z,y € R.
Voidaan olettaa ettd s(y) > s(z). Olkoot ky, k, € Z s.e.

sly)=minly —k[=ly—k[ ja  s(@)=min|r -kl = |z — k.

Koska |y — ky| = mingez |y — k| < |y — k|, niin
|s(y) = s(x)] = s(y) = s(x) = |y = ky| = [ = ka
< |y — ke — |2 — ks kolmio-epédyhtils
= ly -l
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9. Ylimaaridinen Tehtava. Poikkeuksellisesti talla kertaa myos yliméardisen tehtavan
ratkaisu hahmotellaan. Tehtava on sen verran hieno!

Olkoon siis a € (0, 1] ja sen desimaalikehitelmé on

o0
a;

105

J=1

a=0,a1a0a3a4 -+ =

Valitaan jono (h,)5%, siten, etta

L _{—10% jos a, € {4,9}

A jos a, €{0,1,2,3,5,6,7,8}.

Idea on siis "hairitd” a:n desimaalikehitelm&é yhden numeron verran. Selvésti h,, — 0
kun n — oo.
Talloin (tdmé kannattaa kidyda itse 1api)

1
fola +hn) = fola) = s(a + hn) — s(a) = £
Siis erotus on joko - Ton tal — 10”, riippuen siitd onko fo(a) = a vai f(a) = 1 —a ja siitd
onko h,, = 10” val h,, = 10n' Samoin
s(10(a + hy)) — s(10a) 1
- - -t
filat ha) — fifa) - -
Samoin ndhdasan
s(107(a+ hy)) —s(107a) 1
fj(a+h ) f]( ) 107 _iﬁ
kaikilla j = 0,1,2,...,(n —1).
Mutta kun j > n niin
s(107(a + hy,)) — s(107a
fila+ ) — fi(a) = (10°( ) —s5(100a) _

107
Talloin saadaan

fla+ h;;z —fla) _ h_ln (Z fila+ hy) — ij(@)
—:tl

r(fj a+h ~ fila ))

H

n—

S .
I
-~ o

O'j,
—0

<

. . . . . o0 . .o .o .
missid o; saa arvoja joko +1 tai —1. Summa » -2 0; ei siis suppene. Siispd erotus-

osamaaralla w

a:ssa.

ei ole raja-arvoa kun n — oo, eikd f voi olla derivoituva



