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6. Harjoitusten malliratkaisut

. Suppenemisside R saadaan suhdetestilld (Lause 5.9)
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(a) Koska > 32 ax(z — 20)"™ = (@ — 20) Yo ar(®@ — 20)* niin kysytty sarja
suppenee tésmélleen silloin kun sarja Y, ax(z — 7o)* suppenee. Suppene-
misséde on siis R.

(b) Mééritelldin y = zo+ (z — x0)?. Sarjan Y _p, a(y — To)* suppenemisséide on
R. T&llsin sarjan Y 5o ay(z — o) suppenemisside on V/R.

. a) Sarjan ) -, %’T suppenemisside on R = oo (koko R). Télloin tehtdvén 2 b)
nojalla sarjan -, % suppenemissidde on myos R = oo (edellisessé tehtavissi tosin
oletettiin ettd suppenemissidde on rajoitettu joten tdméa péadttely tarvitsisi pienen
perustelun. Se jadkoon lukijan mietittdviksi). Edelleen tehtédvin 2 a) nojalla sarjan

Yo ‘”22—,“ suppenemissidde on R = oo.
b) Suhdetestilld (Lause 5.9)msaadaan suppenemisside R
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¢) Ensinnékin sarjan > o (=1)F2k "1 = 377 (—=1)*™2(k 4+ 1) 2* suppenemis-
séde on
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Taaskin tehtdvan 2 kohtien a) ja b) nojalla kysytyn sarjan > .-, (—1)¥2k x2+~1
suppenemissiade on myos R = 1.
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4. Koska eV = >, Y7 niin

5. Suppenemissiade on R = 1.

Kun valitaan = —1 niin saadaan sarja »_,-,(—1)*ay, joka suppenee Leib-
nitzin testin nojalla (Leibnitzin testi vuorotteleville sarjoille). T&lloin suppenemis-
sdteen maaritelmésta seuraa ettd B > 1.

Toisaalta kaikilla > 1 sarja Y .-, axz"” hajaantuu, silld

akxk > ay

ja Y pe, ar hajaantuu (vertailuperiaate/minoranttiperiaate Lause 4.9). Siispd R < 1.

(a) Yhtésuuruus on voimassa kun = € (—1,1]. (Huom! Tadmé& on esimerkki ta-
pauksesta, jossa funktio log(1 + x) on maééritelty joukossa (—1,00), mutta
nollassa sen potenssisarjaesitys on voimassa vain joukossa (—1,1].)

Geometrisen sarjan summan nojalla kaikilla ¢ € R on voimassa
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Integroimalla yli vélin [0, x] (tai vélin [z, 0] jos x negatiivinen) saadaan

(1 +2) = > T R f(@)
kaikilla x > —1, missé
Raaf @) = (-0 [T
’ o 1+t
Kysytty yhtdsuuruus on siis voimassa tdsmélleen silloin kun lim,,_, [R, 0 f(2)] =
" Kun z > 1 niin kaikilla ¢ € [0, 2] patee 1+rt > H%, joten
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silld eksponenttifunktio kasvaa nopeammin kuin polynomi. Yhtédsuuruus ei
siis voi olla voimassa.
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Kun |z| < 1, niin kaikilla ¢ € [0, 2] (tai t € [x,0]) pitee — < —— joten

I+t = TI—|z|’
R, < ‘ ¢t dt‘
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joten yhtédsuuruus on voimassa. Tésséd tapauksessa potenssisarja suppenee
itseisesti pisteittiin.

Jaljelle jda tapaus x = 1. Talloin kaikilla ¢ € [0, 1] patee 1+t <1, joten
tn+1

Raof(1)] = | at|
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‘ / ¢t dt’

= — 0 kun n — oo,
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joten yhtasuuruus on voimassa.
(b) Kun tarkastellaan edellistd potenssisarjaa pisteessi z = —}1 niin saadaan
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Siispé,

7. Muistetaan etta
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kun =z € (-1, ) Molemmat sarjat suppenevat itseisesti pisteittédin valilla (—1,1).

Niiden Cauchyn tulo on sarja > -, hg(x), misséd (huomaa ettd nyt summaus alkaa
indeksistd j = 0)
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Koska sarjat suppenevat itseisesti, niin Lauseen 4.20 nojalla
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(Huomaa ettéd itseinen suppeneminen on téarkedd Cauchyn tulon kannalta, minki
vuoksi tapaus x = 1 jii pois.)



