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Teksti sisaltdd muistiinpanoja syksylla 2005. Témén paketin tarkoitus on tukea
omien muistiinpanojen tekoa, ei korvata niitd. Matematiikkaa oppii parhaiten itse
kirjoittaen ja ongelmia ratkoen.
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1. Esitietoja

Muistellaan Analyysi 1 ja 2 -kurssien térkeitd maéaéritelmia ja tuloksia: Funktio
f 1 — R, I C R, on jatkuva pisteessd xy € I, jos jokaisella ¢ > 0 on olemassa
0 > 0 siten, etta

|f(x) = f(zo)] < e, kun |z —xo| < §  (z,20 € I).

Edelleen f : I — R on jatkuva vdlilld I, jos f on jatkuva jokaisessa pisteessd xg € 1.

Jatkuvuus voidaaan karakterisoida myds raja-arvojen avulla: muista, ettd luku
a € R on funktion f raja-arvo pisteessa g, merkitdan

lim f(z) =a,

a0
jos jokaisella € > 0 on olemassa § > 0 siten, etté

|f(z) —a|] < e aina, kun 0 < |z — x| < §.
Nyt péatee lause: Télloin f on jatkuva pisteessé xq, jos ja vain, jos f:lld on raja-arvo

f(zo) pisteessi xg, ts.

lim f(z) = f(x0).

T—T0

1.1. Riemann-integraali

Integrointi ja differentiointi (derivointi) ovat kaksi analyysin keskeisinté rajapro-
sessia. Analyysin peruslause ilmaisee, ettd derivointi ja integrointi ovat toistensa
kédnteisprosesseja.

Olkoon [ rajoitettu vili, jonka padtepisteet ovat a,b € R, a < b. Vélin I jaon
muodostavat luvut (déarellisen monta)

a=20<T1 <Ty<---<x,=>b.
Funktio g : I — R on porrasfunktio, jos on olemassa vélin I jako

P = (xg,21,29,...,2y)
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jaluvut a; € R, 7 =1,2,...,n, joille
g(z) = a; kaikilla x €]x;_q, z;].
Porrasfunktion g : [a,b] — R integraali (yli vélin [a, b]) on

b n

/9 =Y ay(z; —wy),

A

missid P = (xg, 21, T2, ..., x,) on vilin [a, b] jako siten, ettd

g(l’) = aj kaikilla x € Ij :]l’j_l,l’j[.

Rajoitettu funktio f : [a,b] — R on (Riemann-)integroituva, jos

ala/bf:yléi/bf.

Télloin f:n (Riemann-)integraali yli vélin [a, b] on

b

/bf::/bf(x)dx::ala/f:yléi/bf.

a

Téssa
b b
ala / f=sup{ / g : g porrasfunktio ja g < f valilla [a, b]}

ja fm yldintegraali yli véilin [a, b]
b b
yléi/f = inf{/h : g porrasfunktio ja h > f valilla [a, b]}.

Jatkuvat funktiot ovat integroituvia. Riemannin ehto antaa erdén keinon tarkas-
tella integroituvuutta: (Analyysi 2, Lause 1.1)
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1.1. Lause. (Riemannin ehto) Rajoitettu funktio f : [a,b] — R on Riemann-
integroituva, valilld [a,b], jos ja vain jos jokaisella € > 0 on olemassa porrasfunktiot
g ja h siten, etta

g < f < h valilla [a, ]

b b
/hdx—/gd:v<€.

Jatkuva funktio saa keskiarvonsa vélilld [a, b] (Analyysi 2, Lause 1.14):

ja

1.2. Lause. (Integraalilaskennan viliarvolause (IVAL)) Olkoon f jatkuva vililld
la,b]. Talloin on olemassa £ € |a, b], jolle

b

/ f(x)de = F€)(b—a).

a

Tarvitsemme téstd myos yleistetyn version (Analyysi 2, Lause 1.16):

1.3. Lause. (Yleistetty integraalilaskennan véliarvolause) Olkoon f jatkuva ja
p ei-negatiivinen, Riemann-integroituva véalilld [a,b]. T&lléin on olemassa £ € [a, b],

jolle
b b
‘/fﬁdw=aﬂék/pdw-

1.2. Derivaatta

Olkoon f |a,b[— R ja = €|a,b]. Sanotaan, ettd f on derwoituva ja f'(z) fmn
derivaatta pisteeessd x, jos raja-arvo
fl@+h)— fz)

i I AR

on olemassa (ja reaaliluku!).

Edelleen, jos f on derivoituva vélilld |a, b[, niin sen derivaatta f’ méérittelee myos
funktion f’]a,b— R: mikili derivaattafunktio f’ on derivoituva, niin f on kahdesti
derwoituva ja f:n toinen derivaatta on

f'(@) = (f) (@)
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Jatkamalla néin, f:n kolmas derivaatta f" = f© on f:n toisen derivaatan f”
derivaatta, mikéli sellainen on olemassa jne.

Seuraava véliarvolause (Analyysi 2, lause 2.7) on alkeisdifferentiaalilaskennan eh-
k& tarkein ja hyodyllisin lause.

1.4. Lause. (Valiarvolause, VAL) Olkoon f [a,b] — R jatkuva suljetulla vélilld
[a,b] ja derivoituva avoimella vélilld |a,b|. Télléin on olemassa & €]a, b[ siten, etté

1) = fa)

e ===

Tarvitsemme jatkossa myos sen yleistettyd muotoa (Analyysi 2, lause 2.13):

1.5. Lause. (Yleistetty viliarvolause) Olkoon f ja g jatkuvia suljetulla vililld
[a,b] ja derivoituvia avoimella valilld |a,b[. Jos

g'(x) # 0 kaikilla x €]a, b],
niin on olemassa & €]a, b[ siten, etté

f) = fla) _ f'(§)
g(b) —gla)  g(&)

1.3. Analyysin peruslause

Analyysin peruslause sitoo integroinnin ja derivoinnin toisiinsa (ks Analyysi 2,
luku 3):

1.6. Lause. (Analyysin peruslause) Olkoon f :|a,b[— R jatkuvasti derivoituva ja
xo €la, b[. Télloin

f(x) = f(xo) + /f’(t) dt kaikilla x €]a,b].

Zo

Kaédntéen, jos g on jatkuva funktio vélilld [a, b] ja xo € [a,b], niin integraalifunktio

on jatkuvasti derivoituva véalilla |a,b| ja G'(x) = g(z) kaikilla x €]a, b].
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2. Taylor-polynomit

2.1. Taylorin lause

Analyysi 1 -kurssilla opittiin, ettd jos funktio f on jatkuva pisteesi xg, niin sen
kdyttdytymistd voidaan (1dhelld pistettd z,) approksimoida vakiofunktiolla (y =

f(zo)), silla
f(x) = f(xo) = o(1) = o]z — $0|0) kun r — zg,

toisin sanoen’

fx) = f(z0) +€(x),

missé

Vakiopolynomi po(z) = f(xo) on siis jatkuvan funktion f paras approksimointi 0.
asteen polynomilla pisteen xy lahistolla.

Jos f on hieman sileimpi, approksimointikin sujuu paremmin: olkoon f derivoi-
tuva pisteessd xo. Télloin (yhtépitavéasti)

f(@) = (f(zo) + f'(xo)(x — x0)) = o(Jx — 20|) kun & — x¢,

toisin sanoen derivoituvaa funktiota voidaan approksimoida pisteen zy ympéristos-
sé affiinilla funktiolla eli ensimméisen asteen polynomilla niin, ettd virhetermi on
pienempi kuin lineaarinen. Siten tdmé& polynomi

pi(z) = f(xo) + f'(z0)(x — 20)

"Muista: "pikku-0” ja “iso-O"merkinnit (Analyysi 2):

f(x) =o(g(x)), kun  — x,

miké tarkoittaa, etta

ja
f(z) =0(g(x)), kun @ — o,

miké tarkoittaa, ettd on olemassa vakio C' > 0 siten, etti

|f(@)] < Clg(2)],

kunhan x on tarpeeksi lahelld pistetta xq.
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antaa ensimméiseen asteen polynomeista parhaan approksimoinnin f:lle pisteen x
ldhella.

Nyt voisi arvata, ettd kahdesti derivoituvaa funktioita voisi approksimoida toisen
asteen polynomilla niin, ettd virhetermi olisi muotoa o((x — x¢)?). Lasketaan tdméi
ensin 2. asteen polynomille:

po(z) = asx? 4+ a1z + ag ,

jolloin
p2(z) — pa(wo) = az(2® — 23) + ay(x — x0)
= as(z — 20)? + 2a920(x — 20) + a1(z — x0)

1

= 5P (w0) (2 = 0)? + p) (o) (w — w0)

Téamén opastamana arvaamme, ettd kahdesti derivoituvaa funktiota f voidaan par-
haiten approksimoida polynomilla

(@) = Flao) + 1/ (0)(x — 0) + 5 (@) — w0)".

Nain onkin asian laita:

2.1. Lause. Olkoon funktiolla f jatkuva toinen derivaatta f" vélilld |a,b|. Jos
xo €la, b| ja

a(2) = f(w0) + f'(20) (& = 20) + 3" (@) & — 20)?,

niin
f<x)—QQ($)=0(|$—xo|2), kun r — zq,

ts. kaikilla e > 0 on d > 0, jolle
|f(z) — q2(2)| < g|lw —0]?,  kun |z — 20| < 6.
Tobistus: Olkoon F' = f — go. Télloin F:114 on jatkuva toinen derivaatta ja
F(xg) = F'(x0) = F"(20) = 0.

Viite todistetaan soveltamalla véliarvolausetta 1.4 kahdesti: Ensiksi, 16ydetéaan sel-
lainen piste xy pisteiden z( ja x vilista, jolle

F(z) = F(z) = F(xo) = F'(z1)(x — o)
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ja edelleen piste x, pisteiden z( ja x; vilisté, jolle
F'(z1) = F'(x1) — F'(x0) = F"(x2) (21 — x0) .
Siten yhdistamaélla naméa
F(2)] = [F"(22) (@1 — 20) (& — 30)| < [F" ()| (& — 20)?.
Koska F” on jatkuva ja F"(xq) = 0, on jokaista € > 0 kohden sellainen d > 0, jolle
|F"(z)| < e
kaikilla z, joille |z — xo| < ¢. Koska piste x pisteiden z¢ ja x vilissi, saadaan tasta
[ (@) = ga(2)| = |F ()] < |F"(22)|(x — 20)* < e(x — )

kaikilla z, joille |z — x| < 0. i

Seuraavaksi havaitsemme, ettd n. asteen polynomille
p(2) = anz™ + ap_12" 7t - arz + ag,

patee

(2.1) p(x) = p(xo) + p(zo)(z — o) + %p//(:po)(m )t

Téamén toteamiseksi kirjoitetaan (z = xo + h ja)

p(zo+ h) = Zaj zo + h) th
7=0

jolloin by = p(zo). Muut kertoimet b; saadaan laskemalla eo. lausekkeen derivaatat
h:n suhteen pisteessid h = 0: ensiksi

p(xo+h) = Z]bh]1

mistéa
P'(w0) = by .
Laskemalla samoin kaikki n derivaattaa samoin paddytdain kaavaan (2.1).

Jos f on n kertaa derivoituva, niin kaavan (2.1) oikean puolen polynomi voidaan
muodostaa (kun p korvataan f:114). Sitd kutsutaan f:n Taylorin polynomiksi:
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2.2. Madritelméd. Olkoon f n kertaa derivoituva vélilla |a,b]. Funktion f n.
Taylorin polynomi pisteessi o €|a, b[ on

f(n) (z0)

n!

Ty (2) = flzo) + /(@) = 20) + o o) @ = o) o+ T gy,

Kaavan (2.1) mukaan korkeintaan n. asteen polynomille p pétee:
Thoop(x) =p(z) kaikillaz € R.

Yleiselle funktiolle f sen Taylorin polynomi on tietysti eri kuin funktio itse. Funktiota
R, 4, [, joka ilmaisee kuinka paljon n. Taylorin polynomi eroaa f:std sanotaan f:n
n. jadannostermiksi. Siis

Rn,xof(x> = f(ﬂ?) - Tn,xof(‘r) :

Seuraava Taylorin lause kertoo, ettd jadnnostermi on varsin pieni sileélle funktiolle:

2.3. Lause. (Taylorin lause/kaava) Olkoon funktio f n kertaa jatkuvasti derivoi-
tuva valilld |a, b[ ja xo €]a, b[. Téalloin

f(@) = Thuo f() + R oo f () kaikilla x €]a, b],

missé
Rz f(x) = o]z — x0|"), kun x — ¢ .

TobisTus: (vrt Lauseen 2.1 todistus.) Osoitetaan viliarvolauseen avulla, etté
Rz () = Ry oo f(x) = 0|l — 20|™), kun  — z¢.
Ensiksi havaitaan, etta

Ry wo(20) = R, 4 (20) = Rl (20) =+ = R (20) =0,

n,T0 n,T0

jolloin soveltamalla viliarvolausetta jadnnostermiin ja sen derivaattoihin loydetéadn
pisteet x1, 2o, ..., x, pisteiden z ja x( vilista, joille

Ry () = Ry, 4 (1) (2 — o)

n,To
Ry, 40 (@1) = Ry 4 (2) (21 — 20)

R("fl)(xn,l) = R () (X1 — x0) .

n,20 n,2T0
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Yhdistdmalld ndméa saadaan

Rye(x) = RY) (20) (2 — 20) (21 — @0) (w2 — @)+ + (X1 — T0) ,

josta

| B o (2)] < 1Ry () [ = o]

n,T0

joten viite seuraa, koska jatkuvuuden nojalla

Jim R (o)l = lim R ()] = 123, (@o)| = 0.

Esimerkki. Eksponenttifunktion Taylor-approksimointi origossa on

2 273 n

:v_l oy T n
" =ldatpt ottt e(z),

missd €(z) — 0. Samalla tavalla saadaan suoraan derivoimalla, etté

. 23 ., 25 A p2k+1 e @
snr=r——=+—+4+ -+ (—-1)'—+2""¢ x
3l 5l (2k +1)! PR
missé egpt1(z) — 0 ja
> g o 2k
cosle—?—l—Z—F”—l—(—l)m%ﬁﬂ eop (),

missé egr(z) — 0.

Naiiden avulla voidaan laskea esimerkiksi

sinz —x oL 4 ade(r) —a
lim —— = = lim —
=0 z(cosw —1)  2=0z(1 — L 4 226 (x) — 1)
x3 .3
_ —5 +2’e3(x)
x—0 _3_:: + 1:362(56)
—5 t+es(x) 1

S TP A S
=0 —% +e(x) 3
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Huomaa, ettd Taylorin lause kertoo, ettd n. Taylorin polynomi approksimoi funk-
tiota hyvin pisteen z( ldhelld, muttei mitédén siitd, mitd tapahtuu kauempana. Huo-
maa myos, ettd Taylorin polynomit voivat muuttua paljonkin, kun pistetta xy muu-
tetaan. Myohemmin tutkimme ldhemmin, miten funktiota voidaan approksimoida
pisteittdin tai globaalimmin.

Taylorin polynomi voidaan aina laskea derivoimalla f riittdvan monta kertaa.
Tamé& on kuitenkin usein kohtuuttoman tyolésta. Siksi on hyvé havaita seuraava
yksikésitteisyystulos:

2.4. Lause. Olkoon f n kertaa jatkuvasti derivoituva valilld |a, b| ja xo €]a,b[. Jos
p on n. asteen polynomi, jolle

f(z) —p(x) =o|x — xo|"), kun x — g,

niin

p(x) = Thuo f(x) kaikilla x .
TobisTus: Koska Taylorin lauseen 2.3 mukaan

fl) =p(@) = oflx —xo[")  Ja  f(2) = Thaof(x) = oz — 20[")

niin
p(f) - Tn,xof(aj)

| B — 0, kun x — xg.
T — X9

Siten kirjoittamalla

p(a) = Towo f(x) = Z a;(z — o)’

Jj=0

ja antamalla x — ¢ ndhdéén, ettd ag = 0 ja edelleeen a1 =0, a5 =0 ... ja a, = 0.
|

Edelldolevan yksikisitteisyyslauseen (erds) hyoty on se, ettd riittdd 16ytdd milld
tahansa keinolla tai konstilla n. asteen polynomi p, jolle f(x) — p(z) = o(|z — zo|"),
silla tdmén polynomin taytyy olla f:n n. Taylorin polynomi. Esimerkiksi kahden
funktion f ja g Taylorin polynomien tulosta saadaan tulofunktiolle fg Taylorin po-
lynomi, kun tulopolynomista otetaan mukaan vain termit joiden aste on korkeintaan
n (silld korkeammille potensseille k > n pétee |z —z|* = o(|z—x0|")). Hetken piista
muitakin esimerkkejé.
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Esimerkki. (Geometrinen sarja)
Olkoon

n—1
Sp=1l+q+¢+-+q""'=> ¢
k=0

n termin geometrinen summa. Induktiolla todetaan, etta

kunhan ¢ # 1 (jos ¢ =1 on S, = n).
Tarkastellaan nyt funktiota ¢ :] — 0o, 1[— R,

Nyt ylldolevasta geometrisesté sarjasta saamme (kaikilla n € IN)

g(t)=1+t+t2+---+t”_1+1_t,

josta integroimalla (x < 1)

dt

0

tTL
:/(1+t+t2+---+t"—1)dt+/1 cdi
0 0

372 n
:x—i-?—i- -+ — — R, ()
"o
=35~ Ru(w),
Jj=1 J
missé
Ro() / A
n\T) = —
1—1¢
0
Nyt
el
| [trdt| = 1 kun z <0,
[Ra(2)] < 0 1 " ||+
kun z € [0, 1],

12
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Siten kaikilla x € [—1, 1]

missd R,(x) — 0, kun n — oo. Koska liséiksi
R.(z) =o|lxr — xo|"), kunz—0,
on Taylorin polynomin yksikésitteisyystuloksen 2.4 nojalla funktion
f(z) = log(1 — 2)

n. Taylorin polynomi nollassa

n

xd
Tn7xof(x) = - .
=1 7
Huomaa, ettd yo. laskun avulla saamme
log2 =1 ! + L2 +
0g2 = stz 1T

minké tarkka merkitys selvidd mychemmin sarjoja késittelevissa luvussa 4.

2.2. Jadnnostermin lauseke ja arvioita

Taylorin kaavan sovellutuksissa on usein tarpeen tietdd enemmén jadnnostermista
kuin, mitd lauseesta 2.3 kdy ilmi. Ensin todistamme sille tarkan integraalimuodon:

2.5. Lause. (Taylorin kaava, integroitu muoto) Olkoon funktio f n + 1 kertaa
jatkuvasti derivoituva valilld |a, b[ ja xo €]a,b[. Téalloin

f(@) = Thuo f() + Ry f () kaikilla x €]a, b],

misséd jaannostermi on

x

Ry f () = % / (x — )" f(t) dt .

o
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TobisTus: Tama voidaan todistaa myos suoraan osittaisintegroimalla ja induktiol-
la, miké tehtdneen harjoituksissa. Seuraavassa todistuksessa kaytetddn Lauseen 2.3
kaavaa: kaikilla x,y €]a, b

Rn,yf(w) = f(l’) - Tn,yf(x)

mistéd laskemalla derivaatta y:n suhteen saadaan tulon derivoimissdénnon avulla

%Rwﬂwzﬂaﬂw—wa@—w—f@D

e e - e -

2
Fo) ) -
L e (TR
(n+1)
_f . (y)(x_y)n7

koska summassa joka toinen termi kumoaa toisensa. Koska R, ,f(z) = 0, saadaan
analyysin peruslauseen nojalla

Ry wo (1) = Ryuo f(2) — Ry f(2)
) g T g
- / @Rn,yf(x) dy = - / @Rn,yf(x) dy

zo

y FtD(y §
I/T()(ﬂf—y) dy,

ja viite on todistettu. |

Integraalilaskennan viéliarvolauseesta 1.2 saadaan seuraava arvio jaadnnostermille:

2.6. Lause. (Cauchyn muoto jadnnostermille) Olkoon funktio f n+ 1 kertaa jat-
kuvasti derivoituva valilld |a, b ja x¢ €la,b|. Taylorin polynomin n. jiddnnostermille
pétee: kaikilla x €]a, b] on olemassa & pisteiden x ja xq vilissd, jolle

F0(E)

n!

Ry oo f (1) = (x —&"(x — x0) .
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ToDISTUS: Seuraa suoraan jadnnostermin integraalimuodosta ja integraalilasken-
nan viéliarvolauseesta 1.2 silla

1
n!
xo
1
= Ef(nﬂ)(@(x §)"(x — x0),
missé & on erdis piste pisteiden z ja xq vélissa. O

Yleistetystd integraalilaskennan véliarvolauseesta 1.3 saadaan seuraava arvio jaan-
nostermille:

2.7. Lause. (Lagrangen muoto jadnnostermille) Olkoon funktio f n+1 kertaa jat-
kuvasti derivoituva vélilld |a, b[ ja xy €|a,b[. Taylorin polynomin n. jidnndstermille
pétee: kaikilla x €]a, b] on olemassa £ pisteiden x ja xq vilissi, jolle

FmI(E)

(n+1)! .

R, f(2) = (z — o
ToODISTUS: Seuraa suoraan jadnnostermin integraalimuodosta ja yleistetysté inte-
graalilaskennan véliarvolauseesta 1.3 silla

T

R f0) = = [ (o =00 0) s

— 1) [0

1
n-+1

missd € on erds piste pisteiden z ja xy vilissa. |

= /()

n!

)

(.T o xo)n+1

Seuraavassa erés esimerkki Taylorin kaavan sovellutuksesta:

2.8. Lause. Olkoon funktio f n kertaa jatkuvasti derivoituva vililli |a,b| ja
xo €la, b|. Jos

fl(wo) = f"(xo) = fPwo) =+ = f" Dw) =0 ja f™(x) >0,

niin f:lld on lokaali minimi pisteessa xq, jos n > 2 on parillinen. Piste x( ei ole f:n
adriarvokohta jos n on pariton.
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TobisTus: Seuraa Taylorin kaavasta. Yksityiskohdat: HT.

16
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3. Funktiojonot

Muistetaan Analyysi 1 -kurssilta suppenevan pistejonon mééritelmaé:

3.1. Maaritelmi. Olkoon xq,zs, ... jono reaalilukuja. Sanotaan, ettd jono (z,)
suppenee kohti reaalilukua a, jos jokaisella € > 0 on olemassa luku N = N (e, jono) €
N siten, etté

|z, —a|l <e kaikilla n > N.

T&lloin @ on jonon (z,) raja-arvo ja sitd merkitaéan

lim z, =a tal z, — a kun n — oo.

n—o0

Esimerkki. Olkoon z € [0, 1]. T&lléin jono (z™) suppenee ja

) n 0, jos0<x <1,
lim 2" = i
n—00 1, josx =1,
Jos x = 0 tai x = 1, on asia selvia. Jos 0 < z < 1, tdmé& ndhdidn esimerkiksi

Bernoullin epiyht#lén? avulla

27| 1 " < 1 < x 0
2" = ————— — 0.
1+(1-1)) “14+nt-1) " n(l-2)
Téstd huomataan, ettd jonon suppenemisvauhti riippuu pisteestd x, ts. se kohta

(indeksi n), misté jonon loppuosa on annettua lukua e 1ahempéné raja-arvoa, riippuu
x:n arvosta. Jono voidaan myos kirjoittaa funktioiden avulla: f, : [0,1] — R,

folx)=2", neN.

Télloin jonoa (f,,) kutsutaan funktiojonoksi.

Jos ACRja f,: A— R, n €N, ovat funktioita, niin

(fn)n = (fn)neN = (fn) = f1,fo, f3,- -+,

2Bernoullin epéyhtils: jos y > —1, niin (14 y)" > 1 + ny kaikilla n € N.
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on funktiojono. Funktiojono (f,) tuottaa jokaisella x € A lukujonon (f,(z)). Sano-
taan, ettd funktiojono (f,) suppenee (pisteittdin) joukossa A, jos lukujonot (f,(z))
suppenevat jokaisella = € A, ts. jokaisella x € A on olemassa reaaliluku f(x), jolle

lim f,(x) = f(x).

n—oo

Naméi raja-arvot f(z) médrittelevit uuden funktion f : A — R ja sanotaan, ettd
funktiojono (f,,) suppenee (pisteittiin) kohti funktiota f, titd merkitddn f, — f tai

lim f, = f.

n—oo

Huomaa, ettd suppenemisvauhti f,(x) — f(z) riippuu yleensi pisteesta x, vrt.
esimerkki edellé.

Edelldolevan méiritelmédn mukaan siis funktiojono f,, suppenee pisteittiin (jou-
kossa A) kohti funktiota f, jos jokaisella x ja jokaisella ¢ > 0 on olemassa luku
N = N(z,¢e,jono) € N siten, ettd

|fulx) — f(x)| < e kaikilla n > N.

Lukujono suppenee, jos se tayttdd Cauchyn kriteerion; funktiojonolle tdmé kertoo
seuraavaa: funktiojono (f,) suppenee pisteittidin joukossa A (kohti jotain funktiota
f: A— R), jos jokaisella z ja jokaisella € > 0 on olemassa luku N = N(z, ¢, jono) €
N siten, etté

|fu(x) — f(z)| < e  kaikilla n,m > N.

Pisteittéiisessd suppenemisessa jokaista lukua € > 0 kohti on luku N, jota suurem-
mille indekseilla jonon funktioiden arvot pisteessa x poikkeavat rajafunktion arvos-

ta pisteessé x vihemmén kuin €. Se kuinka suuri luvun N tulee olla, riipuu yleenséa
pisteestd .

Esimerkki. Olkoon f, : R — R, n € N,

fulz) = {sin(ﬂx), jos x € [n, 2n]

0, muutoin.

Talloin f,, on jono jatkuvia funktioita f, : R — R ja f, — 0, koska kiintedlla z
fn(z) = 0 kunhan n > z. Siten valitsemalla N > x (N € N) saamme (kaikilla ¢ > 0)

|fu(z) — 0] <e, kunhann > N.
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Kuitenkaan lukua N ei voida valita pisteestd = riippumattomaksi (mikdli e < 1)
koska kaikilla n pétee

() = 0] = faln+ 5)| = 1> =,

Seuraavassa madritellddn pisteittédistd konvergenssia vahvempi konvergenssin ké-
site funktiojonoille:

3.2. Maaritelmé. Sanotaan, ettd jono funktioita f, : A — R suppenee tasaisesti
joukossa A kohti funktiota f : A — R, jos kaikilla ¢ > 0 on olemassa luku N =
N (e, jono) € N siten, ettd

|fu(x) — f(z)] <e kaikillaz € A, kunhann > N.
Tata merkitdéan joskus f, — f tasaisesti A:ssa.

Tasaisesti suppeneva funktiojono suppenee tietysti pisteittiin, mutta kadnteinen
viite ei ole tosi, kuten ylld olevissa esimerkeissd ndimme.

Huomaa, ettd tasaisessa suppenemisessa lukua e vastaava luku N pitda voida
valita pisteestd x riippumattomalla tavalla. Téma tarkoittaa sitd, ettd funktiot f,
ovat jostain indeksistéd alkaen ldhelld funktiota f, ns. e-putkessa.
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Tasaista suppenemista voi hahmottaa niin, ettd siind mitataan funktioiden vilisia
etéisyyksid; tassd tietysti pitdd kdyttdd soveltuvaa mittaa ("metriikkaa”): jos f ja g
ovat joukossa A méaériteltyja funktioita, niin

d(f,g) =sup|f(z) — g(z)|

€A

on niiden vélinen etdisyys. Tamén etédisyyden avulla funktiojonon tasainen suppee-
minen vastaa reaalilukujonon suppenemista, kun vain objektien vélisid etédisyyksia
mitataan oikealla tavalla:

3.3. Lause. Olkoot f,, f: A — R funktioita. Talléin f, — [ tasaisesti A:ssa, jos
ja vain, jos

lim d(f,, f) =0,
ts. kaikilla € > 0 on olemassa luku N € N siten, etti

sup | fu(z) — f(z)| <e, kaikillan > N.
z€A

Tobistus: Olkoon ¢ > 0. Jos f, — f tasaisesti A:ssa, niin on N € N, jolle (kun
n>N)

| folz) — f(2)] < g kaikilla 2 € A,

joten

sup | fu(@) — F(@)| < 5 <.
€A

Kaéantéen, jos

sup [ fu(x) — f(2)] <&,

z€EA

kun n > N, niin
|fu(z) — f(x)] <e kaikillaz € A,

joten f,, — f tasaisesti A:ssa. |

Seuraava Cauchyn ehto kertoo, milloin funktiojono suppenee tasaisesti kohti jotain
funktiota, misté ei tarvitse olla mitdéin tietoa.

3.4. Lause. (Tasainen Cauchyn kriteerio) Olkoot f,, : A — R funktioita. T&ll6in
funktiojono (f,,) suppenee tasaisesti joukossa A (kohti jotain funktiota f : A — R),
jos ja vain, jos jokaisella € > 0 on olemassa luku N € N siten, ettd

|fu(x) — f(z)| < e kaikillan,m > N  ja kaikillax € A.
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ToDISTUS: Se, etté tasaisesta suppenemisesta seuraa tasainen Cauchyn ehto menee
aivan samoin kuin lukujonon Cauchyn ehdon todistuksessa (ks Analyysi 1, Lause
4.9) — yksityiskohdat harjoituksissa.

Jos taas jono toteuttaa tasaisen Cauchyn ehdon, niin jokaisella x lukujono f,(x)
on Cauchy-jono ja siten suppenee kohti reaalilukua f(x). Niin saadaan rajafunktio-
ehdokas f : A — R. Se on jonon f, tasainen raja: Olkoon € > 0 ja valitaan tasaisen
Cauchyn ehdon antama N, jolle

1£a(7) = fn(@)] < g kaikilla n,m > N ja kaikilla z € A.

Kun z € A, f,(x) — f(z), joten voimme valita luvun m, € N, jolle m, > N ja

F@) = fu @) < 5.
Néin ollen
Fal@) = £ < 1£a(2) = Fona )|+ s 0) = Fl@)] < 5+ 5 =
erityisesti,
|fnu(x) — f(2)] < € kaikilla z,
kunhan n > N, ts. jono f, suppenee tasaisesti A:ssa (kohti funktiota f). O

Pisteittdinen konvergenssi on lokaali ominaisuus: se ottaa huomioon jonon funk-
tioiden arvot vain tarkasteltavassa pisteessé. Tasaisen konvergenssi on luonteeltaan
globaalimpi: tasaisesti suppenevan jonon funktiot tulevat kauttaaltaan ldhelle ra-
jafunktiota. Téaten jonon funktioiden ominaisuudet heijastuvat myo6s rajafunktioon
paremmin, mm. jatkuvuus siilyy tasaisessa konvergenssissa:

3.5. Lause. Olkoot f, : A — R funktioita, jotka ovat jatkuvia pisteessd xo € A.
Jos f, — [ tasaisesti A:ssa, on rajafunktio f myés jatkuva pisteessa xg.

Tobistus: Olkoon € > 0. Valitaan n € N, jolle

sup |, () = f(@)] < <.

z€EA

Koska f,, on jatkuva pisteessa xg, on § > 0, jolle
€

() — fulao)| < -
kaikilla € A, joilla |x — x| < . Siten sellaisella =

|[f(2) = flwo)| < [f(2) = ful@)] + [fal2) = falzo)] + | falz0) — f(ao)]
< g + % + % =E€.
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Loysésti puhuen edellinen lause on osa periaatetta “jos suppeneminen on tasaista,
kahden perdkkéisen rajankdynnin jirjestys voidaan vaihtaa”. Seuraava lause antaa
tastd integraaliversion:

3.6. Lause. Olkoot f, : [a,b] — R Riemann-integroituvia funktioita. Jos f, — f
tasaisesti vélilld [a,b], on rajafunktio f myds Riemann-integroituva ja

lim fndm—/fd:z:

n—oo

TobisTus: Kaytetddn Riemannin ehtoa 1.1. Olkoon ¢ > 0. Valitaan sellainen n €
N, jolle

€
sup | fo(x) — f(2)| < =———=.
xeg\f () = f(2)] 30—a)
Sitten valitaan Riemannin ehdon mukaiset porrasfunktiot g, ja h,, joille g, < f, <
h, ja
b b

/hndas—/gndx < c
3
jolloin myds
b b
€
\/hndx—/fndx\ <3
Asettamalla
oS hem ot
I=Im"30—a) " T30 —a)
saadaan porrasfunktiot, joille
€ € € €
=57~ SIh—g5 =< [ot g <h, =h
9= =g STy S S h Ty S T sy
ja

b

b b b
/hdx—/gda::/hnd:v—/gnda?—l—Qg<5,

a

joten f on Riemann-integroituva ja

b

\/fdx—/fndxg/ /gdx\<_
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Derivoituvuus ei yleensa séily tasaisessa konvergenssissa, miké nékyy allaolevasta
kuvasta.

Derivoituvuus ei séily tasaisessa konvergenssissa.

Kuitenkin, jos funktioiden jatkuvat derivaatat myos suppenevat tasaisesti, niin ra-
jafunktiokin on derivoituva:

3.7. Lause. Olkoot f, :Ja,b|— R jatkuvasti derivoituvia funktioita. Jos f, — f
tasaisesti vililld ]a,b[ ja jos derivaattojen f! jono suppenee myds tasaisesti vililld
la, b] kohti funktiota g, niin f on (jatkuvasti) derivoituva ja f' = g.

TobisTus: Riittdd osoittaa, ettd f on derivoituva ja f’ = g; derivaatan jatkuvuus
seuraaa Lauseesta 3.5.

Tapa 1. Kdytetddn analyysin peruslausetta 1.6: Kiinnitetaéan xy €]a, b[. Analyysin
peruslauseen nojalla

Ful@) = fulwo) + / 1) dt.

Antamalla n — oo yhtélon vasen puoli suppenee kohti lukua f(z), oikean puolen
integraalin hoitaa edeltdvd integraalien konvergenssilause 3.6:

o) = lim (o) = lin fu(oo) + Y [ fi0)

— (o) + / g(t)dt.

o

joten viite seuraa analyysin peruslauseen nojalla.
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Tapa 2. Kéytetddn viliarvolausetta 1.4: Kiinnitetdén zy €|a, b[. Olkoon h € R
sellainen, ettd zg £ h €]a, b[. Viliarvolauseen nojalla jokaisella n € N on piste &,,
jolle xy — |h| <&, < o+ |h] ja

Bolzano-Weierstrassin lauseen (Analyysi 1) nojalla on piste
Zp € ['IO - |h'|7$0 + |h|] 3

jota kohti erds &,:n osajono (jota merkitdén edelleen ,:114) suppenee. Nyt derivaat-
tojen tasaisesta konvergenssista ja jatkuvuudesta seuraa (HT), etté

Tim f1(6,) = g(=n)

joten

f(zo+h) — f(xo) — lim

h n—oo

h —
fn($o + })l fn(xo) _ nh_,nolo f;(fn) = g(zh).

Koska zj, € [xg — |h|,zo + |h|] ja koska g on jatkuva (Lause 3.5), erotusosamaaralld

on raja-arvo:
i £20 ) = )

h—0

= lim (1) = g(0).

Taylorin polynomeja késiteltédessd opimme, etté siledtéd funktiota voidaan lokaalisti
approksimoida hyvin polynomilla. Seuraava lause (jota emme todista télla kurssilla)
kertoo, ettd jatkuvaa funktiota voidaan aina approksimoida polynomeilla tasaisesti
suljetulla valilla.

3.8. Lause. (Weierstrassin approksimointilause) Olkoon f jatkuva valilla [a,b].

Télloin on olemassa jono polynomeja p;, joka suppenee kohti f:dd tasaisesti vililld
[a,b].

Seuraava Dinin konvergenssilause on hyodyllistéd tietdd; huomaa, etté oletus sul-
jetusta ja rajoitetusta vélistd on siind oleellinen (HT).

3.9. Lause. (Dini) Olkoon f, véhenevé jono jatkuvia funktioita suljetulla valilld
la,b]. Jos f, — [ pisteittéin ja jos f on myds jatkuva, niin f, — f tasaisesti vililld
[a, b].
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TobisTus: Tarkastelemalla funktioita f, = f,, — f voidaan olettaa, ettd f = 0. Ellei
konvergenssi ole tasaista, 1oyddmme luvut € > 0 ja z, € [a,b], joille

fulzn) > €.

Osajonoon siirtymélld voimme Bolzano-Weierstrassin lauseen (Analyysi 1) nojalla
olettaa, ettd on olemassa xy € [a, b], jolle

lim z, = z.

n—oo

Koska jono f,, on viheneva patee kaikilla j < n:
filzn) =2 fulan)) Z €,
joten jatkuvuudesta seuraa, etta
fi(wo) = lim fi(za) > = kaikilla j,

joten
fj(xo)%(h kunj—>oo,

miké on vastoin pisteittidisen konvergenssin oletusta. |
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4. Lukusarjat

Olkoot a; reaalilukuja, j € N. Adrellisen monen reaaliluvun ay, as, . . ., a, yhteen-
lasku on tuttua puuhaa ja niiden summa on

Zaj:al—i—a2+---+an.
j=1

o0
Téssé luvussa tarkastellaan, mité dérettomaélld summalla eli sarjalla ) a; tarkoite-

j=1
taan (vai tarkoitetaanko mitéén). Karkeana ideana on laskea jonon (a;) alusta yh&
useampia ja useampia termejéd yhteen ja toivoa, ettd nédin saadut summat tulevat

ldhestymééan jotain lukua. Toisin sanoen muodostetaan summat
n
ai, a1 +ag, a1 +az +as, a; +az +ag+aq, ..., E Ajy -
j=1

ndmé summat muodostavat uuden reaalilukujonon, joka joko suppenee (jolloin nii-
oo
den raja-arvoa sanotaan sarjaksi ) a; tai sarjan summaksi) tai hajaantuu (jolloin
j=1
o0

sanotaan, ettd sarja ) a; hajaantuu).
j=1

4.1. Sarjan suppeneminen ja itseinen suppeneminen

4.1. Maiéritelmé. Olkoot a; reaalilukuja, j € N. Muodollista summaa

oo
E a; =a1+az+ ...
Jj=1

sanotaan (luku)sarjaksi. Sen j. termi on luku z; ja (dérellinen) summa

n

Snzzaj=a1+a2+---+an, n €N,
j=1
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o0
on sarjan » a; n. osasumma. Jos néiden osasummien (S,),en muodostama jono
Jj=1
oo
suppenee kohti reaalilukua S, sanotaan etta sarja > a; suppenee (eli konvergoi) ja
Jj=1
raja-arvo
S = lim 5,
n—oo

on sen summa; merkitaan
[o¢] n
E aj:SzlimE aj.
n—oo
=1 j=1

Ellei sarja suppene, niin sanotaan etti se hajaantuu (eli divergoi).

4.2. Huomautus.

(a) Sarja siis hajaantuu, jos sen osasummien jonolla ei ole raja-arvoa (tai jos mah-
dollinen raja-arvo on +00).

(b) Usein sarjassa summataan indeksejd 0:std tai jostain muusta luvusta #déret-
toméan. Ilmeinen pieni muokkaus méaaritelméaéan kertoo, mité silloin tarkoite-
taan.

(c) Jos sarjat
2 da b
j=1 j=1

suppenevat, niin termien summien ja vakiolla kerrottujen termien muodosta-
mat sarjat suppenevat myos ja

Z(aj +b;) = Zaj+ b; seka Z(caj) :cZaj,
j=1 j=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1
kun c € R.

(d) Huomaa, ettd termien summausjérjestys vaikuttaa sarjan suppenemiseen; tis-
téd esimerkkejd mychemmin (ks 4.18 ja 4.19).

o0
4.3. Lause. Jos sarja Y a; suppenee, niin

Jj=1

lim a; =0.

J—00
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TobisTus: Termit saadaan helposti osasummista, joten

n n—1 0o oo
an:Sn_Sn—1:§ aj_E a’j_)§:aj_§:aj:0'
Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1

Termien suppeneminen nollaan on vélttdmé&ton, vaan ei riittéava ehto sarjan sup-
penemiselle, kuten esimerkiksi harmonisesta sarjasta (Esim. 4.5) opimme.

4.4. Huomautus. Lukujono suppenee, jos se tayttda Cauchyn kriteerion; sarjoihin
sovellettuna se kertoo, etté sarja suppenee, jos ja vain, jos sen osasummien jono on
Cauchy-jono, minké kanssa on edelleen yhtéapitavia, ettd kaikilla e > 0 on N € N,
jolle

n

n m
S0 = Sml =1 a;=> ajl =1 > ajl<e
j=1 j=1

j=m+1

kunhan n > m > N.

4.5. Esimerkki. (harmoninen sarja) Sarjaa
>
=

sanotaan harmoniseksi sarjaksi. Se hajaantuu (tosin hyvin hitaasti), vaikka termit
suppenevat nollaan, % — 0. Hajaantuminen ndhd&dn helposti: jos n € N, niin

2n
1 1 1 1

Pt n+1 n+2 2n
1 1 1 1
> + 4+ 4 = n—
n+n n+n n-+n 2n
1
=5

joten osasummien jono ei ole Cauchy eikd néin ollen suppene. Suoremmin hajaan-
tuminen ndhdaan seuraavasti:

a 1
SQn:1+Z<ng—52j71)21+n§—>007

j=1
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kun n — oo, joten harmoninen sarja ei suppene..

Induktiolla on (melko) helppo néhdé (ks 4.15), ettd

log(n + 1) <Z <1+logn,
]1

joten hajaantuminen on hidasta (HT).

Esimerkki. Vuorotteleva harmoninen sarja
(o]

-1y

j=1 J

suppenee, koska osasummien jono on Cauchy-jono: havaitaan, etta kaikilla k

1 1
>
Sok—1 > Sop—1 — k;+2k:+1
1
=9 > S —
%41 = O2k+1 YD)
1 1

= Sopt2 = Sor +
Z S2k ’

2%k +1 2k+2

joten kaikilla n,m > 2k

1

_ < _ ———
|Sn Sm’ >~ S2k—1 S2k 2%k

Siis (S,,) on Cauchy-jono ja siten suppenee.

oo

Esimerkki. (aritmeettinen sarja) Sarja ) a; on aritmeettinen, jos kahden pe-
j=1
rakkéisen termin erotus on vakio, ts. kaikilla j

ajr1 —a; =d,

ts. aritmeettinen sarja on muotoa

Za1+ (j—1)d).

J=1
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Aritmeettinen sarja hajaantuu (ellei sen kaikki termit ole = 0), koska

- = . n2d ai + (ay + nd)
D al =13 a4 (= 1)d] = nay + 5| = ] =5 oo,

ellei g =0 =d.

Esimerkki. (geometrinen sarja) Sarja ) a; on geometrinen, jos jokaisen kahden
j=1
perékkaisen termin suhde on vakio, ts. on sellainen luku ¢, jolle kaikilla j

aj+1 = qa; -

Ts. geometrinen sarja on muotoa

oo
E ag’~t.
=1

Vaihdetaan summausindeksié, jolloin summa on helpompi muistaa:

Zaq] ! Zaq :

Induktiolla toteamme, ettd n. osasumma on

n n 1_qn+1

a——— ,josq#1
D ad=a) d'=q" 1-g
k=0 k=0 a(n+1) , josqg=1.

Téastd ndemme, ettd geometrinen sarja suppenee, jos ja vain, jos sen suhdeluvulle ¢
pétee |¢| < 1. T&lloin sarjan summa on

Zq—an g JmeAL
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o0

4.6. Madritelmé. Olkoota; € R, j =1,2,.... Sanotaan, ettéd sarja > a; suppenee
j=1
itseisesti (tai absoluuttisesti), jos termien itseisarvojen muodostama sarja

o
>yl
j=1

suppenee.

Suppeneva sarja ei valttamatta suppene itseisesti, silld esimerkiksi vuorotteleva
harmoninen sarja

j=1

suppenee, mutta ei itseisesti. Kédédnteinen kuitenkin pétee:

4.7. Lause. Itseisesti suppeneva sarja suppenee ja

o0 o0
>l <Dyl
j=1 j=1

TobisTus: Kolmioepédyhtélon nojalla kaikille b; € R jan € N
(4.1) Dbl <> Il
j=1 j=1

joten osasumimien
n

Sn = Z Q5
j=1

jonolle pétee (kun n > m)

n n n m
1S =Sl = D a5 < > lagl =D lagl = lajl| <,
j=m+1 j=m+1 j=1 j=1

kun n ja m tarpeeksi suuria, koska itseisarvojen osasummien jono on suppenevana
jonona Cauchy-jono. Siis (.5,,) on my6s Cauchy-jono, siis suppeneva.

Viiteen epédyhtilo seuraa kolmioepéyhtalosta (4.1), koska kaikilla n € N

n n o0
1D ai <D lal <) ayl-
j=1 j=1 j=1



Analyysi 3 32

Seuraavasta lauseesta saadaan riiittava ja valttdmaton ehto itseiselle suppenemi-
selle.

o0

4.8. Lause. Jos b; > 0 kaikilla j, niin sarja ) b; suppenee, jos ja vain, jos sen
j=1

osasummien jono muodostaa rajoitetun jonon, ts. on olemassa M € R, jolle

> b <M kaikillan.

Jj=1

TobpisTus: Osasummien jono on nouseva; nouseva jono suppenee tasmélleen silloin
kun se on rajoitettu. |

4.2. Suppenemistesteji

Seuraavassa esitetddn kokoelma testejd sarjojen (itseisen) supenemisen toteami-
seksi.

4.9. Lause. (Vertailutesti) Olkoot a; € R, j € N.
(a) Jos on olemassa luvut b; > 0, joille

la;| <b; kaikilla j € N

[e.e] oo
ja sarja ) b; suppenee, niin sarja ) a; suppenee (itseisesti).
=1 j=1

(b) Jos on olemassa Iuvut ¢; > 0, joille

a; > c¢; >0 kaikilla j € N

[e.e] oo
ja sarja > c¢; hajaantuu, niin sarja ) a; hajaantuu.
=1 j=1

TopisTus: Téméi seuraa ldhes vilittomaésti lauseesta 4.8 (HT). m
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Vertailutestid on joskus kiteva kdyttdd seuraavassa rajamuodossa:

4.10. Lause. (Vertailutesti 2) Olkoot a; > 0 jab; >0, j € N.

(a) Jos
a .
lim - = a €]0, 0ol
Jj—o0 bj
e e} o
niin sarja ) a; suppenee, jos ja vain, jos sarja Y b; suppenee.
j=1 j=1
(b) Jos
lim & — 0
Jj—00 bj
o) o0
ja jos sarja Y b; suppenee, niin myds sarja » , a; suppenee.
j=1 j=1
(c) Jos
. a;
lim — = o0
Jj—00 bj
ja jos sarja Y b; hajaantuu, niin myos sarja a; hajaantuu.
j=1 j=1

TobpisTus: Seuraa Lauseesta 4.9, koska &érellisen monen termin muuttaminen ei
vaikuta sarjan suppenemiseen (HT). i

Esimerkki. Sarja

>
= J+j+1
hajaantuu, koska
J
Jim, S =
J
ja harmoninen sarja
=1
=17

hajaantuu.
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4.11. Lause. (Suhdetesti) Olkoot a; € R, a; # 0 kaikilla j € N.

(a) Jos on olemassa Iuvut p < 1 ja N € N, joille

|“”+|1| <p kaikilla j > N,,
a;

niin sarja ) a; suppenee (itseisesti).
j=1
(b) Jos on olemassa luvut n > 1 ja N € N, joille

|aj+1|
|aj]

>mn kaikilla j > N,

o0
niin sarja ) a; hajaantuu.
Jj=1

TobisTus: a) Koska

laj| < plaj_1| < plaj_o| < - < P Nan],

sarjaa
[e.9]
> lay]
j=N
majoroi suppeneva geometrinen sarja
o
i—N
> lanlp ™,
Jj=N

joten véite a) seuraa vertailutestisti 4.9.
b) Nyt
laj| = nlaj-1| < n?lajs| < - </ Nan| — oo,

kun j — oo, joten sarja Y a; hajaantuu (Lause 4.3).
j=1

34
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4.12. Huomautus. Lauseesta 4.11 saadaan helposti raja-arvoversio (a; # 0):

(a) Jos
lim gl 1,
i=oo ay]
[e.e]
niin sarja ) a; suppenee (itseisesti).
j=1
(b) Jos
1' M > 17
=0 |ay|
[e.9]
niin sarja ) a; hajaantuu.
j=1

Huomaa, etté jos suhdetestissd p = 1 tai n = 1 tai jos suhteen raja-arvo on itseis-
arvoltaan 1, niin suppenemisesta ei voida paitella mitdéan, esimerkiksi harmoninen
sarja hajaantuu ja vuorotteleva harmoninen sarja suppenee, vaikka molemmille

il T ikilla
la;| 41
Esimerkki. Sarja
>
|
“—~ nl
suppenee koska
1
(1) 1

Seuraavaa juuritestid on usein hieman vaikeampi kéyttdd kuin edellisid testeja,
mutta se on kuitenkin tarked suppenemistesti.

4.13. Lause. (Juuritesti) Olkoot a, € R, n € N.

(a) Jos on olemassa luvut p < 1 ja N € N, joille

Vlan| < p  kaikillan > N,

o0
niin sarja »_ a, suppenee (itseisesti).
n=1
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(b) Jos on olemassa luvut n > 1 ja N € N, joille

Vlan| >n  kaikillan > N |
niin sarja »  a, hajaantuu.

n=1

Erityisesti, jos on olemassa raja-arvo

lim {/|a,| =L,

n—oo

niin sarja »_, a, suppenee (itseisesti), jos L < 1 ja hajaantuu, jos L > 1.
n=1

o0
Tobistus: (a) Koska |a,| < p", niin sarjalla ) |a,| on majoranttina suppeneva

n=N
o
sarja » p", joten véite seuraa vertailutestista 4.9.
n=N

(b) Télloin |a,| > n™ > 1 dérettomén monella n, joten termit a, eivit suppene
nollaan eiké sarja siten voi supeta (Lause 4.3). |

Esimerkki. Sarja

suppenee, koska

Seuraavasta "2™-testistd” on joskus hyotya:

4.14. Lause. (2™-testi) Olkoot a, € R laskeva jono ei-negatiivisia lukuja (ts.
a; > ay > --->0), joille
lim a, =0.

n—oo

[e.e] [e.e]
Télloin sarja ) a, suppenee, jos ja vain, jos sarja »_, 2™agm suppenee.
n=1 m=0
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Tobistus: “Jos”: Olkoon N € N ja valitaan se kokonaisluku M, jolle
M- < N < 2™

Talloin

N oM _q

P I

n=1 n=1

=ay+ (ag +a3) + (as + a5 +ag +ar) + -+ (agm-1 + - + agnr_y)
S 20a1 + 216L2 + 22a4 + -+ 2M_1a21v171

oo
joten osasummien jono on rajoitettu ja sarja » a, siten suppenee.

n=1

"Vain jos”: Samaan tapaan, silli

1 M M
5 Z P Z 2" G
m=1 m=1

S (a1+a2)+(a3+a4)+(a5+a6~|—a7+a8)+...
+ (a21v171+1 + CL2]W—1+2 + ... + (IQM)

oo
SZan<oo.
n=1

Yksityiskohdat HT.

Esimerkki. (Yli- ja aliharmoniset sarjat) Tarkastellaan sarjaa

=1
Z—p, missd p > 0.
n:ln

Kaytetdan 2™-testid 4.14, missé a, = n~?:
[e.e] oo

- om 1 \m
n;)Qmazm = Z <2m>p = mz (F) )

m=0 =0

37
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mikd on geometrinen sarja, joka suppenee jos ja vain, jos 1/2P7! < 1 eli p > 1. Siis
yliharmoninen sarja

1
Z —, p>1, suppenee
n=1 P

ja aliharmoninen (ja harmoninen) sarja

Z—p, 0<p<1, hajaantuu.
n

4.15. Lause. (Integraalitesti) Olkoon f : [1,00) — [0,00) jatkuva ja vdheneva
funktio ja

a, = f(n).

o
Télloin sarja Y a, suppenee jos ja vain, jos epdoleellinen integraali

/ f(z) dx

1

suppenee.

aj i
. N
B N

TODISTUS: 1 5



Yksityiskohdat jatetddn harjoitustehtéaviksi.
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Viite seuraa, koska kaikilla N (ks. kuva)

N N N 7 N 7
Sa=3fw) =X [fmar<Y [ )
n=2 n=2 n=2"4 n=2"4
N N-1 n+1
S LD S FOLE
- "

Esimerkki. Sarja

1
“— (n+ 2)log(n + 2)
hajaantuu, koska méérittelemalla
() 1 > 1
x) = y T =1
(x +2)log(x + 2)

voidaan soveltaa integraalitestid ja laskemme:

. (zi2)
/f(a:) dv = / log(x + 2) de
= /1a log(log(z + 2)) = log(log(a + 2)) — log(log(3))

— 00,

kun a — oo.

4.16. Huomautus. Yksi suppenemistesti ei sovellu joka sarjaan, vaan usein pitda
kokeilla useampia testeja ennen kuin onnistuu. Huomaa myos, etté esimerkiksi ver-

tailutestin kéytossa riittad 1oytaa karkea epayhtdlo (ja vain hédntédpéén termeille),

esimerkiksi ehto

1
lan| < 00000000000300000000000 . kunn > 107
n
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o0
on ihan riittdva takaamaan sarjan » | a, itseisen suppenemisen.
n=1
Muista my®s erottaa oleelliset osat epéoleellisista, esimerkiksi luvussa 2" —n” osa

2™ on maaraiva isoilla n.

4.3. Sarjan ehdollinen suppeneminen

Kun sarjan termit eivét kaikki ole samanmerkkisié, niin suppeneva sarja ei valtta-
métta suppene itseisesti. Téllaisista esimerkkind on vuorotteleva harmoninen sarja

n=1

joka suppenee, mutta ei itseisesti. Joskus halutaan korostaa, ei-itseistd (ei-
absoluuttista) konvergenssid ja sanotaan, ettd sarja suppenee ehdollisesti. Téssa
jaksossa tarkastellaan tdhén liittyvid ilmioGité.

4.17. Lause. (Leibnitzin testi vuorotteleville sarjoille) Olkoon a,, védhenevé jono
ei-negatiivisia reaalilukuja, ts. ay > as > -+ > a, > --- > 0. Jos

lim a, =0,

n—o0

o0

niin vuorotteleva sarja »_ (—1)""!

a, suppenee. Edelleen, sarjan osasummien S,
n=1
jonolle pétee

Som < (=1)7'a; < Sy kaikilla n.
j=1

TobisTus: Kun

Sy = Z(_l)j_lajv

Jj=1
niin
2n—1
i1
Sop—1 = E (1) a; = Sony1 + (a2n — a2pt1) > Sont1,
Jj=1

koska jono a; on vihenevé. Siten jono (S3,-1), on viahenevi. Samoin nahdédn, etté
jono (Say), on kasvava:

2n

Son = Z(—l)jflaj = Sont2 — (@241 — A2p2) < Sopga.

j=1
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Koska lisaksi
S1 > Sop—1 = Son + agy > Sop, > s,

ovat molemmat jonot (Sg,_1), ja (Sa,), rajoitettuja, joten niilla on reaaliset raja-

arvot: ] ]
lim S5,_1 =S5 ja

n—odo
n—oo
Koska
0< SQn—l _SQn = Qap _>07
on S = S ja viite seuraa. ]

Esimerkki. Kuten tieddmme vuorotteleva harmoninen sarja

n=1

suppenee, mutta ei itseisesti. Vaihdetaan seuraavassa sen termien

an — (_l)n—lﬁ

summausjirjestysta: olkoon b, = a, ja valitaan summataan parittomien indeksien
termejd kunnes termien summa on > 2. Sitten otetaan seuraavaksi b-termiksi ensim-
méinen negatiivinen termi a, = —% ja sitten taas summataan parittomia indeksejé,
posiitivisia termejé, kunnes kokonaissumma ylittdd arvon 3. Nyt lisdtdan a, = —}1 ja
jatketaan positiivitermien summaamista. Néin jatkamalla saadaan termit helposti
jarjestetyksi niin, ettd uudessa jirjestyksessd summattu sarja hajaantuu (ks. yksi-
tyiskohdat tarkemmin alla 4.19).

Ei-itseisesti suppenevan sarjan suppenemista sanotaan joskus ehdolliseksi juuri

sen tdhden, ettd summausjérjestysta vaihtamalla suppeneminen voidaaan kadottaa.

Itseisesti suppenevalle sarjalle on ihan sama, missd jirjestyksessd termit laske-
oo [e.e]

taan yhteen: Sanotaan, etta sarja . b, on saatu sarjasta Y a, summausjirjestysti

n=1 n=1
vaithtamalla, jos on olemassa bijektio j : N — N, jolle

bjn) = a,  kaikilla n.
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[e.0] oo
4.18. Lause. Olkoon sarja Y b, saatu sarjasta Y a, summausjéirjestysti vaihta-
n=1 n=1

o0 (o)
malla. Jos sarja _ a, suppenee itseisesti, niin sarja ) b, suppenee myos itseisesti
n=1 n=1

ian:ibn.

n=1 n=1

ja

o0
Tobistus: Olkoon S; sarjan ) a, osasummien jono ja S sen raja-arvo. Olkoon 7}
n=1

o0
uudelleen jérjestetyn sarjan > b, osasummien jono. Jos € > 0, niin voidaan valita

n=1
sellainen M, jolle

n=M+1

jolloin my&s
1S, — S| < % kaikilla j > M .

Valitaan N niin suureksi, etta kaikki M ensimmaisté a,-termid ovat N ensimmaéisen
b,-termin joukossa, ts.

{al,aQ,...,aA4} C:{bl,bg,...,bN}.

Talloin kaikilla n > N

o

€
S =Tl < 3 laal < 5.
n=M+1
joten
€ €
|Tn—S| S ‘S—SM|+|SM—Tn’ < 5—1-5:6.
|
Ei-itseisesti suppenevan sarjan voi uudelleen jérjestdminen sekoittaa pahoin:
o0
4.19. Lause. (Riemannin uudelleenjirjestyslause) Olkoon sarja Y a, suppeneva,
n=1

(o)
mutta ei itseisesti suppeneva. Jokaisella s € R voidaan sarjasta »_ a, summausjér-
n=1

jestysta vaihtamalla muodostaa sarja » | by, joka suppenee kohti lukua s.
n=1
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o

Tobistus: Olkoot py,ps, ... sarjan Y a, ei-negatiiviset termit alkuperdisessé jér-
n=1

jestyksesséddn lueteltuina. Samoin ¢, ¢o, . . . on negatiivisten termien jono. Nyt sarjat

oo oo
Y o da Y
n=1 n=1

e}
hajaantuvat, koska jos ne molemmat suppenesivat, niin sarja »_ a, suppenesi itsei-

n=1
o
sesti. Jos taas toinen em. sarjoista suppenisi ja toinen hajaantuisi, niin sarjan »_ a,
n=1

osasummien jono ldhestyisi joko postiivista tai negatiivista darettomyytté.

Koska alkuperéinen sarja suppenee, sen termit suppenevat nollaan; siten

lim p, =0 ja lim¢q,=0.

n—oo

Néiden alkuvalmistelujen jalkeen voimme jarjestédé sarjan termit uudelleen: Valitaan
ensin positiivitermit py, po, ..., pg,, missi k; on ensimméinen indeksi, jolle

k1
S pu s,
n=1

Tallainen k; on mahdollista valita koska positiivitermien sarja hajaantuu. Sitten
summataan negatiivisia termejé qi, qa, . . ., ¢, missé [; on ensimmaéinen indeksi, jolle

k1 I
an+2qn<s.
n=1 n=1

Jatketaan summaamalla positiivitermejé, kunnes péédstadn kokonaissummassa taas
yli luvun s; sitten negatiivisia, kunnes taas s:n alapuolelle jne. Positiivisia termeja
summattaessa ((n + 1). kertaa) osasummien arvo on lukujen s + ¢, ja s + pg,,
valissd. Negatiivisia termeji summattaessa (n. kertaa) osasummien arvo on lukujen
s+ q, ja s+ p, vilissd. Koska

lim p, =0 ja lim ¢, =0,

osasummat vékisin suppenevat kohti haluttua lukua s.
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o oo
Olkoot seuraavassa »_ a, ja Y. b, kaksi itseisesti suppenevaa sarjaa. Pyritdin
n=1 n=1
muodostamaan termeisté tuloja, joiden muodostama sarja suppenisi kohti lukua

@an)(ibn)-

Lasketaan muodollisesti:

(a1+a2—|—a3+a4—|—...)(b1+b2+b3+b4+...)
:a1b1—|—(a2b1+a1b2)—|—(a3b1+a2b2—|—albg)+(a4b1—|—~--+a1b4)—|—...
=Cc+c+c3+...,

missé

n
Cnh = E ajbn—j—H-
=1

[ee] o0 (e}
Sarjaa Y ¢, sanotaan sarjojen » a, ja »_ b, Cauchyn tuloksi.
n=1 n=1 n=1

o0 oo

4.20. Lause. Olkoot ) a, ja > b, kaksi itseisesti suppenevaa sarjaa. Téalloin
n=1 n=1

niiden Cauchyn tulo suppenee itseisesti ja

<§;an><§;bn>=§;%,

missé siis

n
Cp = E ajbn—j—H-
=1

Tobistus: Tarkastellaan sarjaa

Clel + &le + G,ng + a1b2 + a3b1 -+ Clgbg + (1363 + agbg + &1b3 + ...

4.2
(4.2) + a,b; + a,by + aybs + - - +apb, + apn_1by, + - +ab, + ... .

Tamén k2. osasumma on tulo

k

(D) (D_b)

n=1 n=1
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Koska alkuperiiset sarjat suppenevat itseisesti, niin sarjan (4.2) termien itseisarvo-
jen osasummilla on yldarajana tulo

<§;1an|><ilrbnr> <o,

joten sarja (4.2) suppenee itseisesti. Néin ollen sen termien summausjarjestysta voi-
daan vaihtaa eikd suppeneminen eiki sarjan summa tastd muutu (Lause 4.18). Koska
Cauchyn tulo saadaan selvésti sarjasta (4.2) summausjirjestystd vaihtamalla, véite
seuraa koska, jos Sy on sarjan (4.2) k. osasumma, niin

k 00 00
Jim Sy = fim Siz = Jim (D a0) (D bn) = (D an) (2 bu)
n=1 n=1 n=1 n=1

Esimerkki. Geometrisestd sarjasta tieddmme, ettéd kaikilla = €] — 1, 1]

1

oo oo
— E = E l’k_l
1—=x
n=0 k=1

ja sarja suppenee itseisesti, kun x €] — 1, 1[. Siten sen Cauchyn tulo itsensi kanssa
antaa

oo k oo k 00 00
% — szj—lxk—j—&-l—l _ szk—l _ kak—l _ Z(n +1)a",
(I-2)? = k=1 j=1 k=1 n=0

mikd Lauseen 4.20 nojalla suppenee itseisesti kaikilla = €] — 1, 1].
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5. Potenssisarjat

Téssé luvussa tarkastellaan funktioiden f; : A — R muodostamia sarjoja

oo

E Iis

Jj=1

lahinna muotoa

oo

N J
g a;(z — o)
=0

olevia potenssisarjoja.

5.1. Funktiosarjat ja niiden suppeneminen

Aluksi yleistetdén sarjan késite funktioiden summille aivan samoin kuin luvussa
3 yleistimme lukujonon suppenemisen funktioiden jonoille:

5.1 Maéritelmi. (Funktiosarjat) Olkoon f,, : A — R, n=1,2,.... Muodollista
summaa

Y hh=htht. .
n=1

oo

sanotaan funktiosarjaksi. Sanotaan, ettd funktiosarja > f, suppenee (pisteittiin)
n=1

joukossa A, jos sarjat

Z fn(z) suppenevat jokaisella z € A.
n=1

oo oo
Funktiosarja Y f, suppenee itseisesti, jos itseisarvofunktioiden sarja »_ | f,| sup-
penee. = =l

o
Edelleen sanotaan, ettd funktiosarja > f, suppenee tasaisesti joukossa A, jos

n=1
osasummien Sy,

Su@) =Y fula).
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jono suppenee tasaisesti joukossa A. Toisin sanoen on olemassa funktio f : A — R,
jolle kaikilla ¢ > 0 on N € N, jolle

|Sk(z) — f(z)| <e  kaikilaz € A, kun k > N.

oo
5.2. Huomautus. a) Suppeneva funktiosarja > f, méérad siis funktion f: A —
n=1

o
R, jonka arvo pisteessi = on lukusarjan _ f,(x) summa,
n=1

fx) =) fal2).

Télloin siis osasummafunktiot Sy,

Si(x) =Y fulw),

suppenevat kohti funktiota f joko pisteittdin tai tasaisesti rippuen siitd kummal-
la lailla sarja suppenee. Luvun 3 funktiojonojen suppenemista ja luvun 4 sarjojen
suppenemista koskevat tulokset ovat nyt kidytettdvissa.

b) Tasaisen suppenemisen Cauchyn kriteerio 3.4 tulkittuna funktiosarjoille kertoo,
ettd funktiosarja > f,, suppenee tasaisesti (kohti jotain funktiota f : A — R) jos

n=1

ja vain jos kaikilla ¢ > 0 on N = N(g) € N, jolle

n=m+1

sup
T€EA

=sup|Sk(z) — Sm(2)| <e, kunk>m>N.
€A

oo
c) Jos sarja > f, suppenee tasaisesti joukossa A, niin funktiojono f, suppenee

n=1
tasaisesti kohti nollafunktiota, koska

k=1 k=1

(vrt. Lause 4.3).
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Funktiojonoja koskevista tuloksista saamme heti seuraavan.

5.3. Lause. Olkoot f, : I — R funktioita, joille funktiosarja »_ f, suppenee
n=1
tasaisesti valilla I.

o0
(a) Jos funktiot f, ovat jatkuvia, niin summafunktio Y f, on jatkuva.
n=1

(b) Jos funktiot f, ovat Riemann-integroituvia valilli [a,b] C I, niin summafunk-

o0
tio Y f, on Riemann-integroituva ja
n=1

/b gfn(x) . fj / fula) de

(c) Jos funktiot f, ovat jatkuvasti derivoituvia ja jos myos derivaattafunktioiden
o0 [o¢]
sarja Y f! suppenee tasaisesti (avoimella) vélilld I, niin summafunktio Y f,

n=1 n=1
on jatkuvasti derivoituva ja

di S @) =Y fi(a)  kaikillaz € 1.
X
n=1 n=1

TobisTus: a) on Lause 3.5, b) Lause 3.6 ja c¢) Lause 3.7. o

Seuraava Weierstrassin M-testi on erittédin térked apukeino funktiosarjoja kési-
tellessé: funktiosarja suppenee tasaisesti, jos funktioiden itseisarvojen supremumien
muodostama lukusarja suppenee.

5.4. Lause (Weierstrassin M-testi). Olkoon f, : A — R jono funktioita, joille
kaikilla n € N on sellainen M, < oo, ettd

|fu(z)| < M,  kaikilla z € A.

oo o0

Jos sarja > M, suppenee, niin funktiosarja »_ f, suppenee itseisesti ja tasaisesti
n=1 n=1

joukossa A.
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TobisTus: Itseinen suppeneminen seuraa vertailutestistda 4.9. Olkoon

Sul(2) = 3 ula).

Nyt kun £ > m, niin kaikilla x € A

k
|Sm(x) = Sk(@)] = | D falx)
< D @I Y M,

k m
= ZMn — ZMn <e,
n=1 n=1

k 00
kun k > m > N, silla (Z Mn) on Cauchy-jono, koska se suppenee. Siten »_ f,
n=1 k n=1

toteuttaa tasaisen suppenemisen Cauchyn kriteerion ja suppenee siten tasaisesti
A:ssa. O

5.2. Potenssisarjat

Olkoon a; € R ja zp € R Muotoa

oo
Z a;(z — x0)’
=0

olevaa funktiosarjaa (muuttujana on luku z) sanotaan potenssisarjaksi tai Taylor-

OO .
sarjaksi. Luvut a; ovat potenssisarjan » | a;(x—x¢)’ kertoimet ja piste x sen keskus.
j=0

Vertaamalla potenssisarjaa geometriseen sarjaan saadaan seuraava tulos:

o

5.5. Lause. Jos potenssisarja » a; (r—x0)’ suppenee, kun x = x1, niin se suppenee
7=0
itseisesti kaikilla z, joille |x — xo| < |z1 — 0.
(e.0)
Jos potenssisarja Y a;(x — x¢)’ hajaantuu, kun x = xo, niin se hajaantuu kaikilla
j=0

x, joille |x — zo| > |xe — x¢).
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Tobistus: Olkoon |z — xy| < |x; — | (voidaan olettaa, ettd x # xo). Koska sarja

(o)
Z aj(x1 — o)’ suppenee, sen termit suppenevat nollaan (Lause 4.3) ja siis on luvut

j_
M € R ja N € N, joille

laj(x1 — x0)'| < M kaikilla j > N .
Néin ollen

j . J
jile =l SM(M) kaikilla j > NV,

(o — I = |a. —
a5z = 20)’| = laj(e1 — w0’ —

|21 — 20

joten koska

|z — z¢ “1.
|1 — @ol
0 .
sarjaa »  a;(z — o)’ majoroi suppeneva geometrinen sarja
j=0

S |z — |

S (=)

= |21 — o
ja siten se suppenee itsesesti (Lause 4.9).

o0
Sarjan Y a;(z — o)’ hajaantuminen, kun |z — xo| > |22 — zo|, ndhddén samaan
Jj=0
tapaan vertaamalla sitd geometriseen sarjaan (HT). O

Esimerkki. Tarkastellaan potenssisarjaa

=1 7
Kun z = 1, kyseesséd on harmoninen sarja, joka hajaantuu. Siten lauseen 5.5 mukaan
ko. potenssisarja hajaantuu aina, kun |z| > 1. Kun taas x = —1, kyseesd on vuorot-
televa harmoninen sarja, joka suppenee. Lauseen 5.5 nojalla potenssisarja suppenee
itseisesti, kun |z| < 1. Néin ollen esimerkin potenssisarja suppenee tasmélleen vélilla

[—1, 1], itseisesti avoimella valilla | — 1, 1].
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5.6. Maiiritelmé. Potenssisarjan Y. a;(x — x0)? suppenemisside on luku
=0

oo
R = sup{|z — zo| : sarja Z a;(x — x0)’ suppenee } .

=0
Tallsin 0 < R < oo ja avoin vili Jzg — R, o + R[ on potenssisarjan Y a;(z — x¢)?
=0

suppenemisvdli.

Huomaa, ettd jos R = 0, on suppenemisvéli tyhjé ja potenssisarja suppenee téalloin
vain keskuksessaan x = x(. Jos taas R = 0o, potenssisarja suppenee koko R:ssi.

5.7. Lause. Olkoon R potenssisarjan Y a;(x — xo)’ suppenemisside ja 0 < r <
j=0
R. Tiélléin potenssisarja . a;(x — x)? suppenenee itseisesti suppenemisviililléén
7=0

lzo — R, xo + R] ja tasaisesti vélilld [xg — 1,z + 7).

Edelleen potenssisarja Y a;j(x — x¢)’ hajaantuu jokaisella x ¢]xg — R, o + R|.
=0

TobpisTus: Itseistd suppenemista ja hajaantumista koskevat viitteet seuraavat
lauseesta 5.5.

Tasainen konvergenssi seuraa Weierstrassin M-testistd 5.4, silld kun x € [z —
T, o + ], niin

|aj(x — 20)’| < |aj|r?

o0 o0

jasarja Y |a;|r’ suppenee silld sen termit ovat potenssisarjan Y a;(x—x¢)? termien
j=0 7=0
itseisarvoja pisteessd x = xg + r, joka kuuluu suppenemisvilille. O

Esimerkki. Milld z:n arvoilla sarja
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suppenee? Sovelletaan (talla kerralla) suhdetestid 4.11: perdkkéisten termien suhde
on itseisarvoltaan

()@=t
e | L g Ly
[ETCEI R CESER ’

2nn2

joten suhdetestin mukaan sarja suppenee, jos |z — 1| < 1 eli jos =1 < z < 3 ja
hajaantuu, jos |z — 1| > 1 eli jos = ¢ [—1, 3]. Néin ollen sarjan suppenemisside on
2 ja suppenemisvali | — 1,3[. Kun z = —1

~ DM -
Zl 27512 _;ﬁ<oo’

ja kun z = 3, niin

SIS .1
2nn?2 n2’
n=1 n=1

joten sarja suppenee itseisesti suljetulla vililla [—1, 3] ja hajaantuu sen ulkopuolella.

Ennenkuin oikein voimme hyodyntédéd potenssisarjojen suppenemista koskevaa tu-
losta, osoitamme, ettd suppenemissidde riippuu vain kertoimista (ja niiden avulla
voimme myds maariata suppenemissiteen).

5.8. Lemma. Olkoon R potenssisarjan »_ a,(x — x¢)"™ suppenemisséde.
n=0

Jos luvulle Ry > 0 16ytyy sellainen N € N, jolle

1
\"/|an|§E, kunn > N,
1

niin Ry < R.
Jos

1
Vlan| > R ddrettomén monella n
2

niin Ry > R.
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TobisTus: Jos |z — x| < Ry, niin

|z — x|

|an(x—x0)”|§( 7 ) , kunn>N.
1

[ee]
Siten sarja > a,(x — o)™ suppenee vertailutestin 4.9 nojalla, koska majoroiva geo-

n=0
= (- x0|)n
> (g

metrinen sarja

suppenee, silla

Siten R; < R Lauseen 5.7 nojalla.

oo
Potenssisarjan » a,(x — z¢)"™ hajaantuminen, kun |z — xy| > Ry seuraa, koska
n=0
talloin sarjan termit eivit ldhesty nollaa, koska dérettéméan monella n

x—xol \" Ro\"
i (55 (8 -

Lemman 5.8 avulla saadaan suppenemissidde méaaritetyksi (HT):

o0

5.9. Lause. Olkoon R potenssisarjan Y a,(x — x)" suppenemissdde. Téalloin
n=0

1_

7 klim (sup{/|an|: n>k}).

Erityisesti,

Re lim —~  tai R— lim 1%

n—oo n |0Jn‘ n—00 |an+1|

mikéli em. raja-arvot ovat olemassa.
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Huomaa, ettd koska

{an] : n>k+1}  {V/]an| : n >k}

on jono (sup{{/|a,|: n > k}) laskeva, joten raja-arvo

Tim (sup{3/fa,] - > ) = Tim (sup{ &/Jael, *V/Jaral, *¥/Jarral, - 1)

on aina olemassa (mahdollisesti = oo jolloin suppenemisside on = 0). Lauseen 5.9
alkuosa seuraa heti Lemmasta 5.8. Loppuosa jéatetdan harjoitustehtavéksi.

Esimerkki. Potenssisarjan
x  _n

Z X
n
n=1

suppenemisside on 1, koska

lim % =1
n—eo —-—
n+1
tai koska
lim {/— =
n—oo n

Lauseen 5.13 alla ja Taylorin polynomien avulla on helppo ndhda, etta

log(1—x) = —Z % kaikilla z €] — 1, 1].

n=1

(o]

5.10. Lemma. Potenssisarjalla > a,(x — x0)" ja derivaattojen sarjalla
n=0

o0
Z na,(r — o))"
n=1

on sama suppenemisséde.
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Tobistus: Koska

(x — z9) 5 na,(x — xo)" E na,(x — xo)",
derivaattasarjan suppenemissidde saadaan Lauseen 5.9 mukaan luvuista

Vnla,| = nt/m iy la,| .

Koska lim,,_,., n'/™ = 1, seuraa tésté, etti

klim (sup{/n|a,| : n>k}) = klim (sup{ V/ni/|a,| : n > k})
= klim (sup{ V/|an| : n > k}),

misté viite seuraa (Lause 5.9).

Seuraava lause selittdé, miksi potenssisarjoja kutsutaan myos Taylor-sarjoiksi (ks.
Lause 2.3).

5.11. Lause. Olkoon R potenssisarjan Y, a,(x — xo)" suppenemisside. Télloin

n=0
funktiolla

oo
E an(x — 20)"

n=0

on kaikkien kertalukujen jatkuvat derivaatat suppenemisvélilld |zo — R,zo + R].
Edelleen derivaatat saadaan derivoimalla sarjan termit,

= Z na,(r —x9)" ' kaikilla x €]xg — R, x0 + R[.

Erityisesti,
f™(x¢) = nla, kaikillan € N.
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TobisTus: Funktion f k. osasumman derivaatta on

k
Sp(z) = Z nay,(x — x0)" .
n=1

Lemman 5.10 nojalla ndmé suppenevat tasaisesti jokaisella suljetulla valilli [a, b] C
Jzo — R, zo + R] kohti véitteen derivaattasarjaa. Siten Lause 3.7 kertoo, ettd f on
derivoituva ja

f(z) = Z na,(x — x9)" ' kaikilla 2 €]xg — R, 79 + R[.
n=1

Sijoittamalla x = z(y saamme tésté

f(wo) = ay.

Loppuosa viitteestd induktiolla (HT). i

Lause 5.11 nayttaa, ettd saman keskuksen zy ympérille kehitetyn potenssisarjan
kertoimet méaraytyvit yksikésitteisesti sarjan arvoista:

5.12. Seuraus. Jos
Z an(x — x0)" = Z bo(z — x0)"  kaikilla x €|xg — R, xo + RJ,
n=0 n=0

niin

a, =b, kaikillan € N.

Esimerkki. Lasketaan sarja

2_n .
n=1
Tutkitaan potenssisarjaa
oo

E n’z" .

n=1
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jonka suppenemissiide on 1, koska V/n? = ({/n)? — 1. Koska potenssiarjalla ja sen
derivaattasarjalla on sama suppenemissidde (Lemma 5.10), sarja voidaan derivoida
ja integroida lauseen 5.11 nojalla termeittéin:

i n*r" =z Z n*x" !l =x i dix(nx")
n=1

missé sarjan laskemiseen kdytettiin esimerkkié lauseen 4.20 jélkeen. Nyt evaluoimalla
sarja pisteessd r = % saadaan

00 TL2

n=1

Lauseen 5.11 mukaan potenssisarjalla esitettdavissa oleva funktio kidyttaytyy tosi
hyvin: sillda on kaikkien kertalukujen jatkuvat derivaatat ja ndmé saadaan derivoi-
malla sarja termeittidin. Kaikkia funktioita, joilla on kaikkien kertalukujen jatkuvat
derivaatat, ei kuitenkaan voi esittdd potenssisarjana, esimerkiksi funktio

1
e 2 josxF#0,
g(x) = { ’

0 , josx =0,

on téllainen: jos silld olisi origo-keskinen potenssisarjaesitys

g@) = 3 ana”,

n=0

niin lauseen 5.11 nojalla kertoimet kaikki havidisivét, silla

=0 kaikillan € N.

Funktio g ei kuitenkaan ole = 0 origon ympéristossé, joten silla ei voi olla potenssi-
sarjaesitysta.
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Taylorin lauseen 2.3 nojalla tieddmme, ettéd jos funktiolla f on kaikkien kertalu-
kujen jatkuvat derivaatat pisteen xy ympéristosséa I, niin kaikilla n € N

_ M)
f(.%’) - meof(l‘) + Rn,xof(x) - Z k! (I xO) + an)f(I) )
k=0 ’

kun z € I. Taylorin polynomeista saatu potenssisarja

) (g
1) =3 T 0 g
k=0 ’

suppenee pisteessd x, jos ja vain, jos jadnnostermeille R, . f pétee
lim R, ., f(z) =0.

Talloin myos

- f(k)(xo) k
fay =3 = )t

k=0

Seuraavassa lauseessa annamme ehdon funktiolle, jotta se voitaisiin esittdda po-
tenssisarjana.

5.13. Lause. Olkoon funktiolla f kaikkien kertalukujen jatkuvat derivaatat véalilla
lzo — r, 29 + r[. Jos on olemassa M > 0, jolle kaikilla n € N pétee

‘f(n)(x)‘ < M™ kaikilla © G]ZL’O — 7, Xy + T[,

niin
. f(n)
f(as) — E f n(!x()) (;E —xo)"  kaikilla x G]xo -7, T+ 7’[

n=0

ja potenssisarjan suppenemissédde on > r.

Tobistus: Edelld olevan perusteella riittdd néyttdd, ettd kaikilla x Taylor-
kehitelmén jédénnostermi R, ., f(x) suppenee kohti nollaa, kun n — oco. Kéyte-

tddn Lagrangen muotoa jadnnostermille 2.7: pisteiden z ja xq vilissd on olemassa
luku &, jolle

(n+1)
| Rz f(2)] = Jzan)i)(x — zo)"H| <

Mn+1|x _ x0|n+1
(n+1)!

(M)t
(n+1)!

< — 0,

kun n — oo. m|
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5.14. Esimerkki. FEksponenttifunktiolle pétee:
c 23 aikilla z € R
et = Z ﬁ alkllla r € R,
n=0

silla o
|d—ez| =] <e" < (")  kaikilla z € [—r,7].
xn

(Lauseen 5.9 avulla potenssisarjan suppenemissiteen niikee helposti olevan co.)

Samaan tapaan nahdéadn (HT), etté

o0 p2ntl
inz = s
sin x HZ:O( ) 2n i)
ja
> r2n
cosT = ;(—1) o)l

mitkd molemmat sarjat suppenevat koko R:ssé.



