2.7 Neliojuuriyhtilo ja -epayhtilo

Neliojuuren midritelmé palautettiin mieleen jo luvun 2.2 alussa. Nelidjuurella on mm. seu-
raavat ominaisuudet.

Vab = \aVb, a>0,b>0

\/Ezﬁ, a>0,.b>0
b b
Va2 = |a|

Na> Vb, a>b>0

Esimerkki 2.13. Sievenni lauseke
V@a-1)3
Va -1

Ratkaisu: Lauseke on méadritelty, kun a > 1, silld juurrettavien pitdé olla ei-negatiivisia ja
nimittdjédn erisuuri kuin nolla.

\/(a—11)3 _ \/(c;—_ll)3 —Va-1P=la-1=a-1,
Va—1

misséd viimeinen yhtdsuuruus seuraa médrittelyehdosta a > 1, jolloina — 1 > 0.

Neliojuuriyhtilon tai -epayhtilon ratkaiseminen perustuu nelidjuuren miiritelméin.
Se ratkaistaan yleensdi siirtdamalld ensin termit niin, ettd juurilauseke jdd yksin omalle puo-
lelleen ja korottamalla sitten yhtilo tai epayhtild puolittain nelioon.

Esimerkki 2.14. Ratkaise yhtilo
x— V43 -3x =11
Ratkaisu:

x— V43 -3x =11
V43 —-3x=x-11

Juurilauseke on miiritelty, kun 43 — 3x > 0, eli kun x < 14%. Koska nelidjuuren arvo on
aina positiivinen tai nolla, on liséksi oltava x — 11 > 0, eli x > 11. Yhdistdmalld ehdot

saadaan 11 < x < 14%, jolloin myds yhtdlon molemmat puolet ovat ei-negatiiviset ja se
voidaan korottaa puolittain neliéon.
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V43 -3x=x-11
P ———— —

>0 >0
43 - 3x = (x—11)2
43 —3x = x* - 22x+ 121
X -19x+78=0
Lo o V(=192 -4-1-78
2.1

197

=—

eli x = 6 tai x = 13. Niistd ehdon 11 < x < 14% toteuttaa vain x = 13. Siten yhtdlon
ratkaisuna on x = 13.

Esimerkki 2.15. Ratkaise epayhtilo
Va2 +1>x-2

Ratkaisu: Juurilauseke on miiritelty, kun x € R, koska x> + 1 > 0.

X

Kun epéyhtilon oikea puoli on negatiivinen: x — 2 < 0, eli kun x < 2, on epiyhtalo tosi,
koska sen vasemman puolen nelidjuuren arvo on aina véhintédin nolla. Siis epidyhtélo toteu-
tuu arvoilla x < 2.

Kun x —2 > 0, eli kun x > 2 ovat epdyhtdlon molemmat puolet ei-negatiiviset, jolloin
suuruusjérjestys sdilyy korotettaessa epayhtilo puolittain nelioon.

Vx24+1>x-2
_— —_—
>0 >0

A+ 1> (x-2)>
¥ Hl1>x—dx+4
4x >3
3

>_
Y7 G

Koska tarkasteluvilind on x > 2 (> 3/4), toteutuu epédyhtélo koko tarkasteluvililla, eli ar-
voilla x > 2. Yhdistamilld timé ensimméiseen tarkasteluun saadaan, ettd epayhtilo toteu-
tuu kaikilla x € R, eli sen ratkaisuna on kaikki reaaliluvut x.

3 Analyyttistd geometriaa

3.1 Suora

Suoran suunnan (kaltevuuden, jyrkkyyden) ilmoittaa sen kulmakerroin

ﬂz)’z—)ﬁ
Ax  x,—x,

X1 F X
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kuva puuttuu

Jos k > 0, suora on nouseva.

Jos k < 0, suora on laskeva.

Jos k = 0, suora on vaakasuora.
(pystysuora suora: ei kulmakerrointa)

Suorat ovat yhdensuuntaiset, jos niilld on sama kulmakerroin. Kaksi suoraa ovat kohti-
suorassa toisiaan vastaan, jos niiden kulmakertoimien tulo on —1 (tai toinen suora on
pystysuora ja toinen vaakasuora).

kuvia puuttuu

Suoran suunnan ilmoittaa my0ds sen suuntakulma a, joka on suoran ja positiivisen x-
akselin vélinen suunnattu kulma, —90° < @ < 90°. Suuntakulma on positiivinen, kun suora
on nouseva ja negatiivinen, kun suora on laskeva.

kuvia puuttuu

Suoran kulmakertoimen ja suuntakulman vilinen yhteys on
tana = k, a # 90°.

Jos suora kulkee pisteen (xg, yo) kautta ja sen kulmakerroin on k, suoran yhtilé on

_ Ay

y=Yo =k(x—xp) (k—Ax

(jos suoralla ei ole kulmakerrointa, sen yhtilo on x = x)

Suoran yhtilo esitetddn yleensi ratkaistussa muodossa
y=kx+b,

missé vakio b ilmoittaa suoran ja y-akselin leikkauskohdan.
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Esimerkki 3.1. Maéritd yhtalo suoralle, joka kulkee pisteen (2, 3) kautta ja jonka kulma-
kerroin on %

Ratkaisu:

3 1( 2)

—_ = —(x—

Y 2

1
y—3=§x—l
! +2

=—x

Y=3

Suoran yhtdld voidaan esittdd myos yleisessd muodossa
ax+by+c=0,

missd a, b, ¢ € R ja ainakin toinen vakioista a ja b on nollasta poikkeava. Edellisen esimer-
kin suoran yhtalo yleisessd muodossa:

1

y:§x+2
! +2=0
—X — —
5 y
x=2y+4=0

Huomaa, ettd jokainen muotoa ax + by + ¢ = 0, a # 0 tai b # 0, oleva yhtilo esittdi aina
suoraa xy-koordinaatistossa.

3.2 Lineaarinen yhtilo- ja epayhtaloryhma

Ensimmadisen asteen yhtialopari muodostuu kahdesta suoran yhtilosta:

ax+by+c; =0
a2x+b2y+c2=0.

Sen ratkaisun on toteutettava molemmat parin yhtdlot, mikd tarkoittaa graafisesti sitd, ettd
etsitddn suorien leikkauspiste. Ensimmdiisen asteen yhtidloparilla voi olla ratkaisuja yksi, ei
yhtéddn tai ddrettdbméin monta.

kuvia puuttuu
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Esimerkki 3.2. Ratkaise yhtidlopari
3x+y=6
4x +3y=28.

Ratkaisu: Tapa 1. (sijoituskeino) Ratkaistaan ensin toinen muuttuja toisen suhteen jom-
masta kummasta parin yhtdlostéd ja sijoitetaan saatu tulos ko. muuttujan paikalle toiseen
parin yhtiloon.

3x+y=6
y=-3x+6

Tehdéin sijoitus parin toiseen yhtdloon:

4x +3(-3x+6)=8

dx—-9x+18 =8
-5x=-10
x=2

Kun x = 2, niiny = -3 -2 + 6 = 0. Yhtél6parin ratkaisuna on siis x = 2, y = 0.

Tapa 2. (yhteenlaskukeino) Kerrotaan yhtdlot puolittain luvuilla, joilla toisen muuttujan
kertoimiksi saadaan vastaluvut ja lasketaan yhtélot puolittain yhteen.

3x+y=6
4x+3y=28
—9x-3y=-18
4x+3y=28

Lasketaan saadut yhtél6t puolittain yhteen, jolloin saadaan —5x + 0 = 10, eli x = 2. Toiste-
taan menettely muuttujalle x:

4x+3y =28
Fn+@:m

{3x+y=6

-12x -9y =-24

Laskemalla yhtilot puolittain yhteen saadaan —5y = 0, eli y = 0. Huomaa, ettd y olisi voitu
ratkaista my0s sijoittamalla yll& saatu x:n arvo jompaan kumpaan alkuperiisistd yhtiloista.

Lineaarinen yhtéiloryhmaé, jossa on m yhtilo4 ja n tuntematonta xi, xs, . . . , X, On muo-
toa
anx; +apxt+ apixs +...+aux, = b]

ar X; + ax»nxy+ apxz + ...+ dyXx, = bz

A1 X1 + X2t Qp3X3 + ..o+ QX = bm >
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missd a;;, b; €R,i=1,2,...,mjaj=12,...,n

Yhtdloryhmén ratkaisun on toteutettava kaikki ryhmén yhtélot. Edelli esitellyt yhtidloparin
ratkaisumenetelmait toistettuna useaan kertaan soveltuvat myos lineaarisen yhtdloryhmin
ratkaisemiseen. Ratkaiseminen alkaa tosin olla tyoldstd, kun yhtiloitd on paljon. Matriisi-
laskennan avulla lineaarisen yhtidloryhmén ratkaiseminen onnistuu kétevésti. Talld kurssil-
la ei kuitenkaan kisitelld matriisilaskentaa.

Suora ax + by + ¢ = 0, missd a # 0 tai b # 0, jakaa tason kahteen osaan, jossa toisessa
toteutuu epayhtilo ax+by+c < 0 ja toisessa epayhtilo ax+by+c > 0. Lineaarinen epéayh-
taloryhmai koostuu useasta edellisen kaltaisesta epdyhtélosti ja sen ratkaisun muodostavat
ne tason pisteet, jotka toteuttavat kaikki ryhmin epéayhtalot.

Esimerkki 3.3. Miiritd ne tason pisteet, jotka toteuttavat epayhtdloryhmin

2x—-y+12>0
x+2y-4<0
-2x+3y+32>0.

Ratkaisu: Ratkaistaan ensin y jokaisesta epayhtdlosti:

y<2x+1
y<—3x+2
yZ%x—l

Ehto y < 2x + 1 toteutuu suoralla y = 2x + 1 ja sen alapuolella. Toinen ehto y < —%x +2
toteutuu suoralla y = —%x + 2 ja sen alapuolella. Viimeinen ehto y > _%x — 1 toteutuu suo-
rallay = %x — 1 ja sen yldpuolella. Epdyhtidloryhmén ratkaisujoukon muodostavat ne tason
pisteet, jotka toteuttavat kaikki kolme ehtoa:

KUVA PUUTTUU

3.3 Lineaarinen optimointi

Ongelmaa, jossa etsitidéin lausekkeen suurinta tai pienintd arvoa tiettyjen rajoitusten olles-
sa voimassa, sanotaan optimointitehtaviaksi. Tarkastellaan kahden muuttujan lineaarista
optimointitehtéivia, jossa optimoitava lauseke on lineaarinen ja rajoitukset ensimmaéisen
asteen epayhtiloita.
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Esimerkki 3.4. Madritd lausekkeen 2x + y suurin arvo alueessa

x>0

y=0
x—=2y+4>0
2x+3y—-12<0

Ratkaisu: Esitetddn ensin tasossa alue, jonka pisteet toteuttavat epayhtdloryhmén

x>0
y=>0
x=2y+4>0
2x+3y—-12<0
eli
x>0
y=0
yS%x+2
y<—3ix+4

Ratkaisujoukon selvittiminen tehdi4in samaan tapaan kuin esimerkissi 3.3.

KUVA PUUTTUU

Merkitddn lausekkeen 2x + y arvoa kirjaimella ¢, jolloin saadaan suora 2x +y = ¢, ja

selvitetddn, missd alueen pisteessd ¢ saa suurimman arvonsa.

Suoran 2x + y = ¢ yhtdlo ratkaistussa muodossa on y = —2x + ¢. Siten suora leikkaa y-
akselin pisteessd (0, ¢) ja ¢ saa suurimman arvonsa, kun leikkauspiste on mahdollisimman
korkealla y-akselilla. Yhdensuuntaisten suorien y = —2x + ¢ kulmakerroin on —2. Kuvan
avulla havaitaan, ettd ¢ saa suurimman arvonsa, kun suora y = —2x + ¢ kulkee pisteen A

kautta.

KUVA PUUTTUU
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Piste A saadaan yhtiloparista

y=0
2x+3y-12=0,

jonka ratkaisuna on y = 0 ja x = 6. Siten piste A on (6, 0) ja lausekkeen 2x + y suurin arvo
on2-6+0=12.

Huomautus 3.5. Voidaan osoittaa, etti rajoitetussa monikulmiossa, jonka kirkipisteet kuu-
luvat ratkaisualueeseen, annetun lineaarisen lausekkeen suurin tai pienin arvo saadaan jos-
sakin kédrkipisteessé.

3.4 Ympyri

Ympyri on niiden tason pisteiden joukko, jotka ovat siteen etdisyydelld ympyrén keski-
pisteestd. Ympyrin yhtdlo keskipistemuodossa on

(x = x0)* + (y—yo)* =17,

missd r on ympyrin side ja (xg, yo) keskipiste. Suorittamalla potenssiinkorotukset ympyrin

yhtilo saadaan ns. yleiseen muotoon. Huomaa, ettii origokeskisen ympyriin yhtild on x> +

V=2

Esimerkki 3.6. Tarkastellaan ympyrii (x — 2)* + (y + 3)> = 10. Sen keskipiste on (2, —3)
ja side V10. Ympyrin yhtil6 yleisessd muodossa on

(x=2P%+@Hy+3)?*=10
X —dx+4+yP+6y+9=10
K —4x+y +6y+3=0

Kun suoralla ja ympyrélld on kaksi yhteistd pistettd, sanotaan suoran olevan ympyrén se-
kantti. Jos suoralla ja ympyrilld on yksi yhteinen piste, suora on ympyrin tangentti.
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