4 Reaalifunktiot

4.1 Funktion monotonisuus

Olkoon funktion f maéirittelyjoukkona reaalilukuvili (erityistapauksena R). Jos kaikilla
madrittelyjoukon luvuilla x; ja x, on voimassa ehto:

"jos x; < xp, miin f(x1) < f(x2)",
funktio on kasvava
(eli muuttujan x arvojen kasvaessa myos funktion arvot kasvavat)

"jos x1 < xp, niin f(x1) < f(x2)",
funktio on aidosti kasvava

"jos x; < xp, niin f(x1) = f(x2)",
funktio on viihenevia
(eli muuttujan x arvojen kasvaessa funktion arvot sen sijaan vihenevit)

"jos x1 < x, miin f(x1) > f(x2)",
funktio on aidosti viheneva

kuvia puuttuu

Funktio on monotoninen, jos se on koko méirittelyjoukossaan pelkistiddn kasvava tai vi-
henevi. Funktio on aidosti monotoninen, jos se on koko maérittelyjoukossaan pelkéstdian
aidosti kasvava tai aidosti vihenevi.

Huomautus 4.1. Aidosti monotoninen funktio saa kunkin kunkin arvonsa vain kerran, eli

f(x1) = f(x,) tdsmdlleen silloin, kun x; = x;

4.2 Yhdistetty funktio ja kidinteisfunktio

Esimerkki 4.2. Olkoon f(x) = x*> + x ja g(x) = 2x — 1. Muodosta funktiot
a) f(g(x)) jab) g (f(x)).

Ratkaisu: a) Sijoitetaan funktion f lausekkeeseen muuttujan x paikalle funktion g lause-
ke.
flgx) = fex—1)=Q2x-1+Q2x-1)
=4x* —dx+1+2x—1=4x" - 2x
b) Sijoitetaan funktion g lausekkeeseen muuttujan x paikalle funktion f lauseke.
(D) =g +x) =2(x"+x) -1
=2x" +2x— 1
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Olkoot A, B, C C R reaalilukujen osajoukkoja. Funktioiden f: A — Bjag: B —» C
yhdistetty funktio

gof=g(f(x)

on joukossa A miiritelty funktio, jonka lauseke saadaan sijoittamalla funktion g lausek-
keeseen muuttujan paikalle funktion f lauseke. Yhdistetyssi funktiossa g (f(x)) funktio f
on siséifunktio ja funktio g ulkofunktio.

Myohemmin, kun derivoidaan ja integroidaan on usein osattava tulkita funktio sopivana
yhdistettynd funktiona.

Esimerkki 4.3. Tulkitse seuraavat funktiot yhdistettyini funktioina.

a) h(x) = (* +3x-2) b)i(x) = V2x*+5

¢) j(x) = m d) k(x) = sin(2x — 3)
e) I(x) = 23 f) m(x) = 2V°3

Ratkaisu: a) 2(x) = (x* + 3x — 2)? = g(f(x)), missi sisifunktiona on f(x) = x> + 3x — 2 ja
ulkofunktiona g(x) = x°.

b) i(x) = V2x* + 5 = g(f(x)), missi f(x) = 2x* + 5 ja g(x) = Vx.

c) j(x) = = (5x* + 1)™* = g(f(x)), missd f(x) = 5x* + 1 ja g(x) = x*.

1
G5x2+ 1)
d) k(x) = sin(2x — 3) = g(f(x)), misséd f(x) = 2x — 3 ja g(x) = sin x.

e) [(x) = 253 = g(f(x)), missd f(x) = x> + 3 ja g(x) = 2*.

f) m(x) = 2 V43 = g(f(x), missd f(x) = Va2 + 3 ja g(x) = 2. Huomaa, ettd yhdiste-
tyn funktion g(f(x)) sisdfunktio f voidaan edelleen tulkita yhdistettyni funktiona v(u(x)),
missd u(x) = x* + 3 jav(x) = Vx.

Huomautus 4.4. Edellisen esimerkin funktiot voidaan tulkita yhdistetyiksi funktioiksi eri
tavoin. Derivoinnin ja integroinnin kannalta sopiva tulkinta on yleensd myos ilmeisin.

Olkoot A, B C R reaalilukujen osajoukkoja. Funktiot f: A — Bja g: B — A ovat tois-
tensa kéifnteisfunktioita, jos kaikilla x € A on g(f(x)) = xjakaikillay € Bon f(g(y)) = y.

kuvia puuttuu
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Funktiota g sanotaan funktion f kiinteisfunktioksi ja sille kiiytetdin merkintdd f~!. (Ti-
mi on vain merkintitapa, eikd se liity mitenk&dédn potenssilaskuihin.) Huomaa, ettd samal-
la myos f on funktion g kiifinteisfunktio. Kéinteisfunktion f~! médrittelyjoukko on sama
kuin funktion f arvojoukko, eli M, = A;. Vastaavasti kédnteisfunktion /! arvojoukko
on sama kuin funktion f méérittelyjoukko, eli A1 = M;.

kuva puuttuu

Kiinteisfunktion f~! kuvaaja saadaan peilaamalla funktion f kuvaaja suoran y = x suh-
teen.

kuva puuttuu

Annetaan esimerkki funktiosta, jolla ei ole kd#nteisfunktiota.

Esimerkki 4.5. Olkoon f: R — [1,00); f(x) = x> + 1. Funktio f kuvaa luvun 2 luvuksi 5,
jolloin kiddnteisfunktion olisi kuvattava luku 5 Iuvuksi 2. Funktio f kuvaa myds luvun -2
luvuksi 5, jolloin kéénteisfunktion olisi kuvattava luku 5 myos luvuksi —2. Tdm4 on risti-
riidassa luvussa 1.6 annetun funktion mééritelmén kanssa: "Funktio on sddnto, joka liittdd
jokaiseen méérittelyjoukon alkioon tdsmiélleen yhden maalijoukon alkion." Toisin sanoen
sama luku ei voi kuvautua kahdeksi eri luvuksi, joten funktiolla f ei voi olla kéznteisfunk-
tiota f~': [1,00) — R.

Huomautus 4.6. Jos funktio f: M; — A, on aidosti monotoninen, silld on olemassa kéin-
teisfunktio.

Edellisen esimerkin funktiolla on maalijoukkona sen arvojoukko [1, o). Rajoitetaan funk-
tion midrittelyjoukkoa, jolloin siitd tulee aidosti monotoninen.

Esimerkki 4.7. Olkoon funktio f: [0, 00) — [1, 0); f(x) = x* + 1. Miériti funktion kii#in-
teisfunktio f~'.

Ratkaisu: Funktiolla f: M; — A, on olemassa kidnteisfunktio, koska se on aidosti kasva-
va koko méirittelyjoukossaan [0, o) (eli f on aidosti monotoninen). Miéritetddn kidnteis-
funktion lauseke:

Ratkaistaan yhtilé y = x? + 1 muuttujan x suhteen.

y=x>+1
¥=y-1

x=x4/y—-1
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Koska x € [0, o), antaa positiivinen ratkaisu kiénteisfunktion lausekkeen. Funktion f
ki#nteisfunktio on siis f~!(y) = 4/y — 1. Sen méidrittelyjoukkona on funktion f arvojoukko
[1, 00) ja arvojoukkona funktion f médrittelyjoukko [0, o0).

Merkitiin vield kiinteisfunktion muuttujaa kirjaimella x, jolloin saadaan f~': [1,c0) —

[0,00); f7'(x) = Vx - L.

4.3 Potenssi- ja juurifunktio

Parillinen potenssifunktio on muotoa f(x) = x", misséd eksponentti n = 2,4,6,... Sen
midrittelyjoukkona on reaalilukujen joukko: My = R ja arvojoukkona ei-negatiiviset reaa-
liluvut: Ay = [0, c0).

kuva puuttuu

Pariton potenssifunktio on muotoa f(x) = x", missd eksponentti n = 1,3, 5, ... Sen mii-
rittelyjoukkona ja arvojoukkona on reaalilukujen joukko: My = R ja A; = R. Pariton
potenssifunktio on aidosti kasvava ja se saa kunkin arvonsa tdsmilleen kerran.

kuva puuttuu

Kun 7 on parillinen (erityistapauksena n = 2, eli nelidjuuri), on yhtdlolld x" = a, a > 0,
kaksi ratkaisua: x = +</a. (Jos a = 0, yhtdlolld on yksi ratkaisu: x = 0 ja jos a < 0, yhti-
16114 ei ole ratkaisua.)

Kun 7 on pariton, yhtdlolld on aina tdsméilleen yksi ratkaisu, joka on luvun a n:s juuri

n

X = va.

Esimerkki 4.8. a) V=27 = -3, koska (-3)* = =27 b) V16 = 2, koska 2* = 16

c) /100000 = 10, koska 10° = 100000 d) V=112 eiole mairitelty

Yleisille juurille on voimassa vastaavat laskusddannét kuin nelidjuurillekin (luvun 2.7 alus-
sa). Huomaa kuitenkin, ettid

J a,  kun n pariton
a't =
lal, kun n parillinen

Juurifunktio f(x) = <{/x on potenssifunktion kéinteisfunktio. Kun n on parillinen, juu-
rifunktion médrittelyjoukko M; = [0, o) ja arvojoukko Ay = [0, co). Kun n on pariton,
juurifunktion méirittelyjoukko My = R ja arvojoukko Ay = R.
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Juurifunktioiden kuvaajat voidaan hahmotella potenssifunktioiden kuvaajien avulla, koska
kadnteisfunktioina niiden kuvaajat ovat symmetriset suoran y = x suhteen. Huomaa, etti
tapauksessa n on parillinen, jotta juurifunktio ja potenssifunktio ovat toistensa kéinteis-
funktiot, on potenssifunktion médrittelyjoukko rajoitettava vilille [0, co).

kuvia puuttuu

Juurifunktio on aidosti kasvava molemmissa tapauksissa: n parillinen tai n pariton.

Luvussa 1.2 tarkasteltiin potenssimerkintéa ja potenssin laskusdéntdjd eksponentin ol-
lessa luonnollinen luku, eli positiivinen kokonaisluku. Lisidksi médriteltiin tapaukset, joissa
eksponenttina on nolla tai negatiivinen kokonaisluku:

a® =1, missi a # 0
ja
1 1\
a‘”:—:(—) , missd a # 0
a

Tarkastellaan seuraavaksi murtopotenssia, jolloin eksponenttina on rationaaliluku.

Kun kantalukua > 0jan € N, m € Z, on

S
&)

Il
S
3

a

Erityisesti ar = fa, a>0.
Huomautus 4.9.
=VoI=(C1) =i =-12=VI=1
Esimerkki 4.10. ,
3 3
a) 8% = V82 = Vo4 = 4

b) 2577 = ! !

258 V25
Eksponenttina voi my0s olla irrationaaliluku. Silloinkin kantaluvun on oltava positiivinen.
Irrationaalipotenssien likiarvoja voidaan laskea laskimella. Edelld mééritellyille potensseil-

le on voimassa vastaavat laskusidinnot kuin mité luvussa 1.2, jolloin eksponenttina oli luon-
nollinen luku.

1
5
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Maidritellddn nyt yleinen potenssifunktio, joka on muotoa
f)=x,
missd eksponentti » € R on jokin reaaliluku.
Madrittelyjoukkona on reaalilukujen joukko R, jos 7 on luonnollinen luku eli positiivinen
kokonaisluku.
Jos r on nolla tai negatiivinen kokonaisluku, miérittelyjoukkona on reaalilukujen joukko

paitsi nolla.
Jos r on rationaali- tai irrationaaliluku, méirittelyjoukkona on vili (0, co).

4.4 Eksponentti- ja logaritmifunktio

Eksponenttifunktio on muotoa

f(x)=ad',
missd kantaluku a > 0 ja funktion muuttuja on eksponentissa. Eksponenttifunktion méérit-
telyjoukko My = R ja arvojoukko A = (0, o).

kuvia puuttuu

Eksponenttifunktio on aidosti kasvava, jos kantaluku a > 1. Jos 0 < a < 1, eksponent-
tifunktio on aidosti vihenevd. Jos a = 1, niin f(x) = a* = 1* = 1 kaikilla muuttujan x
arvoilla, eli kyseessd on vakiofunktio.

Derivoinnin kannalta tdrkein eksponenttifunktio on e*, missd kantaluku e on ns. Neperin
luku. Se on irrationaaliluku, jonka likiarvo on 2, 71828.

Luvun b > 0 g-kantainen logaritmi (¢ > 0 ja a # 1), jota merkitién log, b, on eks-
ponentti x, joka toteuttaa yhtdlon a* = b. Logaritmi log, b on méidritelty vain positiivisilla
luvuilla b, koska eksponenttifunktio saa pelkéstdédn positiivisia arvoja.

Esimerkki 4.11. a) log, 16 = 2, koska 4> = 16 b) log, V2 = 1, koska 22 = V2
Logaritmin méaéritelmén perusteella sille on voimassa seuraavat laskusddnnét (a > 0,a # 1)
log,a” = p
log, 1 =0, koska a’ = 1
log,a =1, koska a' =a
a%%* =x (x>0)
Liséksi potenssien laskusdéntdjen avulla voidaan johtaa: (x > 0,y > 0jaa > 0,a # 1)

log, xy = log, x + log,y
log, o log, x —log,y
y

log, x” = plog, x
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Laskimet siséltivit yleensd vain 10- ja e- kantaiset logaritmifunktiot. Niistd 10-kantaista
logaritmia merkitédin log,, x = Ig x (vaikka laskimissa jostain kumman syysti: log). Luon-
nollista logaritmia, jossa kantalukuna on Neperin luku e, merkitédin log, x = In x.

Miki tahansa a- kantainen logaritmi voidaan ilmoittaa kantalukua vaihtamalla 10- kantais-
ten tai luonnollisten logaritmien avulla, jolloin sen likiarvo saadaan laskimella:

log, x

log, x = ,
log, a

missix >0,a>0,a#1jak>0,k#1.

Esimerkki 4.12. a)In! =Ine' = —1-Ine=-1 b)lg50+1g2 = 1g(50 - 2) = 1g 100 =
1g10% =2

Koska logaritmi log, y on se muuttujan x arvo, jolla eksponenttifunktio a* saa arvon y, on
logaritmifunktio eksponenttifunktion kéadnteisfunktio. Siten logaritmifunktion maédrittely-
joukko on eksponenttifunktion arvojoukko (0, o) ja sen arvojoukko on eksponenttifunk-
tion médrittelyjoukko R. Funktioiden kuvaajat ovat symmetriset suoran y = x suhteen.

kuvia puuttuu

Logaritmifunktio on aidosti monotoninen, joten se saa kunkin arvonsa tdsmilleen kerran.
Jos a > 1, logaritmifunktio on aidosti kasvava. Jos 0 < a < 1, logaritmifunktio on aidosti
vihenevd. Huomaa, ettd erityisesti Ig x ja In x ovat aidosti kasvavia.

Esimerkki 4.13. Ratkaise yhtilo

4x — Sx—l
Ratkaisu: Tapa 1.
4x — 8x—1
@) =@)"
22x — 23(x—1)
2x=3(x-1)
2x=3x-3
x=3
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Tapa 2.

4% = g
In4* = In8"!
xInd=(x—-1)In8
xIn4 =xIn8—-1In8

xIn8 —xIn4 =1n8

x(In8 —1In4) =1n8

xIn2 =1In8
In8
= — = 3
Ty
Esimerkki 4.14. Ratkaise yhtilo
2°=3

Ratkaisu: Tapa 1.

Logaritmin médritelmén mukaan 2* = 3 tdsmélleen silloin, kun x = log, 3. Tekemadlld
kantaluvun vaihto saadaan, ettd

In3
=—=1,5849...~ 1,58
STy
Tapa 2.
2=3
In2*=1n3
xIn2 =1n3
In3
=—=1,5849...~ 1,58
* T2

4.5 Trigonometriset funktiot

Terdvin kulman « € (0, 90°) trigonometriset funktiot méiritelldéin suorakulmaisen kolmion
sivujen suhteina (kuva kolmiosta puuttuu):

kulman « vastaisen kateetin pituus

. . a
sina = - sina = —
hypotenuusan pituus c

kulman « viereisen kateetin pituus b

cosa@ = - cosa = —
hypotenuusan pituus c

kulman « vastaisen kateetin pituus a

tana = — — tana = —
kulman « viereisen kateetin pituus b

Muistikolmioiden avulla osataan laskea trigonometristen funktioiden tarkat arvot joillekin
kulmille @. Kaikille kulmille saadaan laskimella trigonometristen funktioiden likiarvot. Jos
suorakulmaisessa kolmiossa kahden sivun suhde tiedetidin, saadaan kulmat laskimella tri-
gonometristen funktioiden kiinteisfunktioiden avulla.
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Esimerkki 4.15. a) sin45° = ‘/Li b) cos45° = \/LE c) tana = 14, jolloin a =~ 85,9°
Esimerkki 4.16. Puun varjon pituus on 9, 3 metrid, kun aurinko paistaa 39° asteen kulmas-
sa. Laske puun korkeus.

Ratkaisu: .
tan39° = —,
an 93

josta saadaan puun korkeudeksi: x = 9,3 - tan 39° = 7, 5 metrid.

Kulman suuruus voidaan ilmoittaa myo6s kédyttden ns. absoluuttista kulmanyksikkod eli ra-
diaania. Kulman suuruus radiaaneina on kaaren pituuden ja séteen suhde.

b
a=- kuva puuttuu
r

Niin ollen asteiden ja radiaanien vililld on vastaavuus 180° = x (rad), josta saadaan 1° =
755 (rad), miké ilmoittaa yhden asteen radiaaneina. Toisaalta 1 (rad) = 18”00 , mikd puolestaan
ilmoittaa yhden radiaanin asteina.

bis n 37 3m 180° 3 - 180°
Esimerkki 4.17. a)60° =60 — = - b) — = —- =
simerkki 4.17. 2) 80 3 2 2 =« 2
Yleistetddn seuraavaksi trigonometristen funktioiden maédritelmét koskemaan kaikkia
kulmia. Terdvien kulmien tapauksessa méadritelméat yhtyvét suorakulmaisen kolmion sivu-

jen suhteisiin perustuviin médritelmiin.

=270°

Olkoon (x, y) yksikkoympyréin (keskipiste (0, 0) ja sdde 1) piirrettyd suunnattua kulmaa
(alkukylkend positiivinen x- akseli) vastaava kehépiste, eli loppukyljen ja ympyréin kehén
leikkauspiste.

Kulman « sini on kulman kehépisteen y- koordinaatti eli sin @ = y.

Kulman « kosini on kulman kehépisteen x- koordinaatti eli cos @ = x.

, L e y _ sina
Kulman « tangentti on kulman sinin ja kosinin osamééri eli tana = = = ,
X cosa

missd cosa # 0.

kuvia puuttuu

Seuraavassa taulukossa on mééritelmien perusteella katsottu yksikkoympyristd joidenkin
kulmien trigonometristen funktioiden tarkat arvot.
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a | Kulma asteina | Vastaava kehipiste | sina | cosa | tana
- | —180° (-1,0) 0 -1 0
-7 -90° ©,-1) -1 0 ei ole madr.
1 T
0| o 1,0) 0 1 0
AES B rEE N
7 90° 0,1) 1 0 ei ole médr.
m | 180° (-1,0) 0 -1 0
37” 270° ©O,-1 -1 0 ei ole madr.
2r | 360° 1,0) 0 1 0
3m | 540° (-1,0) 0 -1 0

Esimerkiksi taulukkokirjassa on lisdi trigonometristen funktioiden tarkkoja arvoja. Likiar-
vot saadaan laskimella. Kun laskimella miiritetdin radiaaneina ilmaistun kulman sinin,
kosinin tai tangentin arvoa, on muistettava asettaa laskin radiaanitilaan.

Huomautus 4.18. Merkitddn kulmaa « kirjaimella x ja kdytetddn kulman yksikkoni radiaa-
nia. Talloin yksikkdympyréédn perustuvat médritelmét antavat kaikilla reaaliluvuilla mééri-
tellyt (M = R ja M, = R) sini- ja kosinifunktiot:

f(x) =sinx ja g(x) =cosx

joiden arvojoukkona on vili [-1, 1] (A; = [-1, 1] ja A, = [-1, 1]). Muun muassa tistd on
kurssin kotisivulla asiaa hyvin havainnollistava GeoGebra-esitys. Huomaa, ettd muuttuja
x, eli kulma radiaaneina on yksinkertaisesti reaaliluku (esimerkiksi — on irrationaaliluku,
jonka likiarvo on —3, 14159). Tangenttifunktio tan x = % on midritelty kaikilla reaali-
luvuilla paitsi niilld, joilla nimittdjd cos x = 0. Tangenttifunktio on siten midritelty, kun
X F g +n-m, missd n € Z. Huomaa, ettd tangenttifunktio voi saada kaikki reaaliarvot, joten

sen arvojoukkona on R.

Kun tiedetddn mihin yksikkoympyrin neljannekseen kulman x loppukylki kuuluu, voidaan
sen trigonometristen funktioiden merkit péatella.

kuvia puuttuu

Yksikkdympyrén avulla ndhddédn myos trigonometristen funktioiden jaksollisuus ja sym-
metriaominaisuudet:

kuvia puuttuu
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sinx=sin(x+n-2n),n €7z
cosx=cos(x+n-2n),ne’
tanx =tan(x+n-m),nez
sin(—x) = —sin x
cos(—x) = cos x
tan(—x) = —tan x
sin(r — x) = sinx
cos(m— x) = —cosx

tan(r — x) = —tan x

Koska kulmaa x vastaava kehipiste (cos x, sin x) on origokeskiselld yksikkoympyrilld, to-
teuttaa se timin ympyrin yhtilon: x> + y* = 1. Siten

(cos x)* + (sinx)* = 1,
missi sinin ja kosinin potenssit ilmoitetaan yleensi ilman sulkeita, jolloin merkitddn
cos” x + sin® x = 1.

Lisdksi hyodyllisid trigonometrisia kaavoja ovat mm. kaksinkertaisen kulman kaavat sinill-
le ja kosinille:

sin2x = 2sin xcos x

cos 2x = cos® x — sin® x

Trigonometriset yhtilot:
sin x = sina

x=a+n-2n tai x=(m—a)+n-2n, n€Z

COSx = CoS

x=a+n-2rm tal x=—a+n-2n, n€Z
tan x = tan
X=a+n-w ne€’

Esimerkki 4.19. a) sinx =1 b) cos3x— % =0 ¢)sind5x =2

Ratkaisu:
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sinx =1

. . T
sin x = sin =
2

T . s .
X:§+I’l'2ﬂ' tai x:ﬂ—§+}’l'2ﬂ', joten

x:g+n~27r, missi n € Z.
b)

1
cos3x——=0

V2

cos3x = —

V2

T
cos3x = cos —

4
3x:%+n-2ﬂ tai 3x=—%+n-2n, eli
n + 2n tai n + 2n missin € Z
X=—+n-— X=—+n-— n .
12 3 12 3’

¢) Yhtilolla sin 5x = 2 ei ole ratkaisua, koska —1 < sin 5x < 1 kaikilla x € R.
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