5 Differentiaalilaskentaa

5.1 Raja-arvo
EsimerkKki 5.1. Rationaalifunktiota

X4+x-2

8(0) = ——7

ei ole médritelty nimittdjdan nollakohdassa eli, kun x = 1. Funktio on kuitenkin méiéritelty
kohdan x = 1 ldheisyydessd. Tutki, mitd funktion g arvoille tapahtuu, kun muuttuja x 14-

hestyy lukua 1.

Ratkaisu: Lasketaan funktion g arvoja kohdan x = 1 molemmin puolin:

x [0,8]10,910,99 0,999 1 1,001 | 1,01 | 1,1 | 1,2
g(x)12,8(2,912,99]2,999 | eiolemddr. | 3,001 | 3,01 | 3,1 |3,2

Taulukon perusteella funktion g arvot ndyttdisivit ldhestyvén lukua 3, kun muuttuja x
lahestyy lukua 1 sekd oikealta, ettd vasemmalta. Itse asiassa funktion g arvot tulevat
miten ldhelle tahansa lukua 3, kunhan muuttujan x arvot ovat riittavin ldhelld lukua 1.

Edellisen esimerkin funktiolla g on kohdassa x = 1 raja-arvo 3, merkitdin
limg(x) =3.

Yleisesti funktiolla f on kohdassa x = x raja-arvo a, merkitdédn
lim f(x) = a,

jos funktion arvot f(x) lahestyvit lukua a, kun muuttuja x ldhestyy lukua xy. Raja-arvoa
voidaan merkitd myos: f(x) — a, kun x — xy. Huomaa, ettd funktion ei tarvitse olla mié-
ritelty kohdassa xy.

Raja-arvon olemassaolo vaatii, ettd vasemman- ja oikeanpuoleiset raja-arvot ovat
yhtd suuret. Funktion f vasemmanpuoleinen raja-arvo kohdassa x = xj, merkitdin

lim f(x),

X—X0—

tarkoittaa sitd, ettd muuttuja x ldhestyy lukusuoralla lukua x, sen vasemmalta puolelta.
Vastaavasti oikeanpuoleisen raja-arvon tapauksessa, merkitiin

lim f(x),

X—x0+

muuttuja x ldhestyy lukua x, sen oikealta puolelta. Raja-arvon olemassaololle voidaan ndin
ollen muotoilla ehto:
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lim f(x) = a tdsmilleen silloin, kun

X— X0

lim f(x)=aja lim f(x)=a.
X—X0— X—Xxp+

Jos funktion arvot kasvavat rajatta lahestyttdessi sekid vasemmalta ettd oikealta lukua x,
on funktiolla kohdassa x = x, epioleellinen raja-arvo co. Vastaavasti, jos arvot vihenevit
rajatta, on epdoleellisena raja-arvona —co. Huomaa, ettii funktion raja-arvoa voidaan tutkia
jonkin kohdan sijaan myds ddrettomyydessi, jolloin x — oo tai x — —oo.

Raja-arvolle on voimassa laskusidintdjd, joita 10ytyy muun muassa lukion pitkdn mate-
matiikan oppikirjoista ja luentomonisteesta Kaija Hiakkinen: Matematiikan propedeuttinen
kurssi. My6s luennolla jaettu "raja-arvokaavio" auttaa raja-arvojen laskemisessa.

Esimerkki 5.2. Laske raja-arvot

X+x=2 X -

a) }Cl_rg G +x>=x) b) }cl—r}ll
Ratkaisu:
a) Raja-arvo voidaan laskea suoraan sijoittamalla:
£il>1%(5x3+x2—x):5-23+22—2:42

b) Rationaalifunktiota ei ole méaéritelty nimittdjin nollakohdassa x = 1. Koska my6s osoit-
taja on nolla kohdassa x = 1, pyritdéin supistamaan rationaalilauseketta niin, ettd voidaan
nomin jakaminen tekijoihin nollakohtien avulla kéytiin luennolla korkeamman asteen yh-
talon yhteydessd).

X+x-2=0

-1+ 12-4-1-(-2)

= 21 .

mistd saadaan nollakohdiksi x = 1 ja x = —2. Siten

21 x-2 1o(x=1)- (x+2
fim =2y LD D) 14223,
x—1 x—l x—1 )C—l x—1

c) Jalleen sekd nimittédjid ettd osoittaja ovat nollia kohdassa, jota ldhestytiddn. Pyritdédn su-
pistamaan niin, ettd voidaan tehda sijoitus. Tdllad kertaa lavennetaan funktiota liittolausek-
keella, eli erotusta /x — 2 vastaavalla summalla /x + 2, mink jilkeen voidaan supistaa ja
tehdi sijoitus x = 4.
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x=4 (VX +2)(x—4)
o4 \x—2 o (VE+2)(VE-2)
(VX2 - 4)

" (-2
(VX2 4)
=lim—

x—4 x—4

:ljn}(\/}+2): Vi+2=4

. . .1 1 PN | 1 1
Esimerkki 5.3. a) }Cl_r}a— (: @) =00 b) lim 3™ = lim — (: e = —) =0

x2 x—00 x—00 32)‘

Esimerkki 5.4. Olkoon
x, kunx<0
Sx) =

1, kunx>0.

Tutki raja-arvoa lir% f(x).

Ratkaisu: Jos funktiolla f on olemassa raja-arvo lirra f(x), on vasemman- ja oikeanpuoleis-
X
ten raja-arvojen oltava samat. Lasketaan toispuoleiset raja-arvot.

Jigp S0 = Jig 5 =0
ja
Jig S0 = iy 1=

Koska li%l fx)=0%#1= 1iI(§1 f(x), ei funktiolla f ole raja-arvoa kohdassa x = 0.
x—0- x—0+

5.2 Jatkuvuus

Funktio f on jatkuva kohdassa x = x, jos
lim f(x) = f(xo) eli, jos
X— X0

xgg(}_ Jx) = xE?(L J(x) = f(xo).

Muutoin funktio f on epédjatkuva kohdassa x = x; ja tilloin kohtaa x = xy kutsutaan funk-
tion f epéajatkuvuuskohdaksi.

Funktion jatkuvuus edellyttdd, ettd funktion arvo ja raja-arvo (oltava olemassa) kohdassa
X = Xxo ovat yhtd suuret. Funktion jatkuvuudesta kohdassa x = x; voidaan puhua vain, jos
funktio on médritelty kohdassa x = xj.
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Mairittelyjoukossaan jatkuvia funktioita ovat
- polynomifunktio P(x)
- rationaalifunktio %, missd P ja Q ovat polynomifunktioita
- juurifunktio {/x, missin = 2,3,4,...
- potenssifunktio x”", missd r € R
- eksponenttifunktio a* (a > 0)
- logaritmifunktio log, x (a >0, a# 1)
- trigonometriset funktiot sin x, cos x ja tan x

Jos funktiot f ja g ovat jatkuvia ja ¢ on vakio, niin funktiot cf, f + g, fg, |fl, ’éja go fovat
jatkuvia méirittelyjoukossaan.

Esimerkki 5.5. a) Funktio f(x) = 5x% — 4x + 3 on polynomifunktiona jatkuva.
b) Funktio f(x) = 1/x on rationaalifunktiona jatkuva.

¢) Funktio f(x) = sine* on jatkuva, koska se on jatkuvien funktioiden g(x) = sinx ja
h(x) = e yhdistetty funktio g o h.

Huomautus 5.6. Esimerkin 5.5 b)-kohdassa on jatkuva funktio f(x) = 1/x, jonka kuvaaja
on epidyhtendinen. Kuitenkin myos funktion méérittelyjoukko "katkeaa" kohdassa x = 0.
Jos funktion médrittelyjoukko on jokin vili (yhtendinen), on jatkuvan funktion kuvaaja aina
yhteniinen, katkeamaton kéyra.

Bolzanon lause: Olkoon funktio f jatkuva suljetulla vililld [a, b]. Jos funktio saa vilin
paitepisteissd erimerkkiset arvot, niin funktiolla on avoimella vililld (a, b) ainakin yksi
nollakohta.

kuva puuttuu

Huomaa, ettd vililld [a, b] jatkuvan funktion f kuvaaja on katkeamaton, eli se ei voi "hypétd
x-akselin yli". Bolzanon lauseen avulla voidaan midirittdd likiarvoja funktion nollakohdille
kaventamalla vilid, jolta nollakohta 16ytyy, halutulle tarkkuudelle.
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Esimerkki 5.7. Yhtilolld x° + x = 1 on tismilleen yksi juuri. Etsi juuren yksidesimaalinen
likiarvo.

Ratkaisu: Kirjoitetaan yhtilé muotoon x> +x—1 = 0, jolloin yhtil6n ainoa juuri on funktion
f(x) = X + x — 1 nollakohta. Funktio f on polynomifunktiona jatkuva kaikkialla, eli koko
reaalilukujen joukossa R. Sovelletaan Bolzanon lausetta:

X f(x) nollakohta vililla
-1<0
1 1>0 | (0,1
0,5 - (0.5,1)
0,75 - (0.75,1)
0,85 + (0.75,0.85)

Funktion f nollakohdan yksidesimaalinen likiarvo on 0, 8 ja siten yhtilon x° + x = 1 juuren
yksidesimaalinen likiarvo on x = 0, 8.

5.3 Derivaatta

Funktion f keskiméiariista kasvunopeutta kohtien x, ja x vililld kuvaa sekantin (eli
funktion kuvaajan pisteiden (xg, f(xp)) ja (x, f(x)) kautta kulkevan suoran) kulmakerroin.

Ay _Af @)= fG)

= X # X
Ax  Ax X — X 0

s

kuvia puuttuu

Lyhentdmalla tarkasteluvélid, eli antamalla kohdan x ldhestyéd kohtaa x,, sekantin kulma-
kerroin kuvaa paremmin funktion kasvunopeutta kohdassa x,. Télloin sekantti ldhestyy
kohtaan x, funktion kuvaajalle piirrettyd tangenttia (eli sivuajaa) ja sekantin kulmakerroin
ks 1dhestyy tangentin kulmakerrointa k,. Siis

k = lim k, = lim 29 =/ ()
=0 x-x X — X

Kurssin kotisivulta 16ytyy asiaa havainnollistava GeoGebra-esitys.

x)— f(x ) e et . .
Lauseketta M, X # Xp, sanotaan funktion f erotusosaméiriksi kohtien x; ja x
X — X
vililld. Erotusosaméirin raja-arvo

lim L&) = f(x0)
m-—-

X=X X — Xp

on funktion f derivaatta kohdassa x; ja sitd merkitddn f”(xo).
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