6 Integraalilaskentaa

6.1 Integraalifunktio

Funktion f integraalifunktioksi sanotaan funktiota F, jonka derivaatta on f. Siis
F'(x) = f(x)

miirittelyjoukon jokaisella muuttujan arvolla x. Merkitdédn F(x) = f f(x)dx.

Integraalifunktion médrittamistd (eli derivoinnin kdinteistoimitusta) sanotaan integroin-
niksi. Integraalimerkinnissi d:n jiljessd oleva kirjain ilmoittaa muuttujan, jonka suhteen
integroidaan.

Huomautus 6.1. Funktiolla on dédrettomin monta integraalifunktiota. Jos funktio F on funk-
tion f integraalifunktio, niin kaikki funktiot, jotka ovat muotoa F(x) + ¢, missd ¢ € R on
jokin vakio, ovat myos funktion f integraalifunktioita:

D(F(x)+c¢) = DF(x)+ Dc = F'(x) + 0 = f(x).

Toisaalta, funktion f kaikki integraalifunktiot ovat muotoa F(x) + ¢, missi ¢ € R on jokin
vakio. Vakiota ¢ sanotaan funktion integroimisvakioksi.

Esimerkki 6.2. Olkoon f(x) = 2x + 3.

a) Médritd funktion f integraalifunktiot.
b) Maéiritd funktion f se integraalifunktio, jonka kuvaaja kulkee pisteen (1, 2) kautta.

Ratkaisu: a)
F(x) = ff(x)dx = f(2x+ 3)dx = x> +3x+c¢,

koska
F'(x) = D(x* +3x+¢) = 2x + 3 = f(x).

b) Koska integraalifunktion F' kuvaaja kulkee pisteen (1, 2) kautta, on F(1) = 2, eli

’+3-1+c¢c=2
c=-2

Niin ollen F(x) = x> + 3x — 2.

Integroimissaintoji

Derivoimissddnnoistd voidaan johtaa seuraavat integroimissddnndét. Oletetaan, ettd funk-
tioilla f ja g on integraalifunktiot ja a € R on vakio.

1. f adx = ax+ ¢ (vakion integrointi)
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2. f xX'dx = ?x’” +c, missd r € R, r # =1 (potenssifunktion integrointi)
r

3. [af(x)dx =a [ f(x)dx (vakion siirto)

4. f (f(x) + g(x)) dx = f f(x)dx + f g(x)dx (summan integrointi)

Esimerkki 6.3. Integroi polynomifunktio p(x) = 3x* — 3x> + 7x — 2.

Ratkaisu:

fp(x) dx = f(3x4 -3x% +7x—-2)dx
1 1 2+1 1

:3'_4+1_ L +7. 1+1_2+
A+1 2+1° T+1 e
3 7
:gxs—x3+§x2—2x+c

Tarkistetaan vastaus derivoimalla:

3 7 3 7
D(gxs—x3+§x2—2x+c)=g-5x5_1—3x3_1+§-2x2_1—2=3x4—3x2+7x—2

Edella ollut potenssifunktion integroimissddnto ei sovellu tapaukseen r = —1. Tarkas-

tellaan seuraavaksi funktion f(x) = — = x™!, x # 0, integroimista. Koska
X
1
Dlnx=- (x>0
X
. . 1 1 . . .
on potenssifunktion f(x) = — = x7°, x # 0, integraalifunktiot muotoa
X
1
F(x)= | —dx=In|x|+¢, ceR, x#0.
X

1 1
(Huomaa, ettd kun x < 0, on In |x| = In(—x), jolloin DIn(-x) = — - (=1) = —)
-X X

Eksponenttifunktion ja trigonometristen funktioiden integroimissdinnét seuraavat suoraan
niiden derivoimissadnnoist:
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fexdxzex+c

X ax
a dx:ln +c,a>0,a+#1
a

fcosxdx =sinx+c¢
fsinxdx =-cosx+c
Yhdistetyn funktion integrointi ei aina ole kovinkaan helppoa, eikid onnistu alkeisfunk-
tioiden integroimissdéntdjen avulla. Seuraavissa yhdistetyn funktion integroimissdannoissa
on aina sisdfunktion derivaatta kertojana.
Koska D (h(x))"™*' = (r + 1) (h(x))" - ' (x), niin
1
f(h(x))’ W (x)dx = 1 (h(x)™ +¢, r+-1.
r

Koska De"® = "™ . p’(x), niin

f "1 (x)dx = " + c.

Koska D1n (h(x)) = ﬁ W (x) = Z((j)) niin
Y R R
f ) dx = fh(x) W (x)dx = In|h(x)| + ¢, h(x) # 0.

Koska D sin (h(x)) = cos (h(x)) - I'(x), niin
f cos (h(x)) - I (x) dx = sin (h(x)) + c.
Koska D cos (h(x)) = — sin (h(x)) - /(x), niin
f sin (h(x)) - H'(x) dx = — cos (h(x)) + c.

Talld kurssilla yhdistetyn funktion integroimisessa toimii hyvin apuna seuraava kahdeksan
kohdan ohje:

1. Tunnista yhdistetty funktio.
2. Miki on sisédfunktio? Miké on sen derivaatta?

3. Onko sisdfunktion derivaatta kertojana? Kyll& olisi muuten, mutta vakio on vééra.
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4. Siirrd vaidrd vakio integraalin eteen.

5. Lisdd oikea vakio ja korjaa se ulkopuolella.

6. "Peitd" sisdfunktion derivaatta ja integroi ulkofunktio.
7. Sievennd tulos.

8. Tarkista derivoimalla (TD).

Esimerkki 6.4. Integroi funktiot
a) f(x) = 4xe® b) g(x) = cos 5x

¢) h(x) = % d) i(x) = (x = D +2x)

Ratkaisu:

1
ff(x)dx:f4xex2dx=4fxexzdx=5-4f2xex2dx:2ex2+c
1 1
fg(x)dx=fc055xdx=ngCOSSxdx:581n5x+c

4x 1 1 5 5
fx2+1dx=5-4f2x-x2+1dx=2ln|x +1l+c=2In(x"+1)+c¢

a)

b)

C)

d) Koska tulolle ei ole erityistd integroimissdintdd, niin kerrotaan sulut auki.

i) =(x—=DEP+2x) =x* =¥ +2x% - 2x

1 1 2
fi(x)dx= f(x4—x3+2x2—2x)dx= §x5—2x4+§x3—x2+c

Esimerkki 6.5. Integroi funktiot
a) f(x) = 3xsin x> b) g(x) = 3xsinx
Ratkaisu:
a)
. 2 1 .9 3 5 3 )
3xsinx“dx = 3 3 | 2xsinx“dx = 3 (—cosx)+c = —zcosx +c
b) ?
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b)-kohdan funktion integrointiin sopii hyvin ns. osittaisintegrointi, joka ei kuulu tent-
tialueeseen, vaan kisitellddn kurssilla "ylimééridisend", tulevia opintoja ajatellen varmasti
hyodyllisend integroimiskeinona.
*, Osittaisintegrointi

Tulon derivoimissadnnon mukaan

Df(x)g(x) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x),

joten

f (f'(0gx) + f(x)g'(x)) dx = f(x)g(x) + c.

Integroidaan summa erikseen ja siirretdén toinen integroitavista yhtdlon oikealle puolelle,
jolloin saadaan osittaisintegroimissaianto:

f J'(0g(x) dx = f(x)g(x) - f J0g' (x) dx.

Ratkaistaan nyt esimerkin 6.5 b)-kohta: f sin x-3x dx "valitsemalla" f’(x) = sinxja g(x) =

3x. Talloin f(x) = —cos x ja g’(x) = 3. Osittaisintegroimalla:
fsinx-3xdx =—-cosx-3x— f—cosx-3dx
= -3xcosx+3 fcosxdx

= -3xcosx+3sinx+c¢
Tarkistus:
D (-3xcosx+3sinx+c¢)=-3cosx+3xsinx+3cosx =3xsinx
Huomaa, ettd jos olisi valittu alussa f’(x) = 3x ja g(x) = sin x, niin osittaisintegrointikaa-

van kiytosti ei olisi ollut hy6tyd, silld yhtdlon oikealle puolelle olisi jadnyt integroitavaksi
funktio 3x? cos x.

6.2 Maiaritty integraali

Olkoon f integroituva vililld [a, b]. Funktion f miéritty integraali a:sta b:hen on raja-
arvo

lim Z Fx)Ax
n—oo —

b
f f(x)dx.
5

6

ja sitd merkitiin



Summaa Y}, f(x)Ax = f(x1))Ax + f(x2)Ax + ... + f(x,)Ax sanotaan vilisummaksi (kat-
so kurssin kotisivulta aiheeseen liittyvd GeoGebra-demo). Vili [a, b] on jaettu n:ddn yhta
pitkéddn osaviliin ja kunkin osavilin pituus on

b-a
-

Ax =

Pisteet x1, x,, ... x, kuuluvat vastaaville osavileille. Huomaa, ettd kun n — oo, niin Ax —
0.

Jos funktio f on jatkuva ja ei-negatiivinen vilill [a, b], antaa vélisumma arvion funktion

kuvaajan ja x-akselin vilisen alueen pinta-alalle A vélilld [a, b] (kava puuttuu). Kun osa-
vilien lukuméiri n kasvaa, pinta-alan arvio paranee ja

n b
lim Z Fx)Ax = f f(x)dx = A.
n—oo P a
Olkoon funktio f jatkuva ja a < b. Télloin

b
f f(x)dx =A, kun f(x) > 0 kaikilla x € [a, b].

b
f f(x)dx = —-A, kun f(x) <0 kaikilla x € [a, b].
Lukuja a ja b sanotaan integroimisrajoiksi: a on alaraja ja b on yliraja.

EsimerkKi 6.6. Laske maaritty integraali

3
f f(x)dx, kun f(x)=6—2x.
0
Ratkaisu:

Koska f(x) > 0 kaikilla x € [0, 3], niin

3 3
f f(x)dx = f 6-2x)dx=A
0 0

(kuva puuttuu) ja x-akselin ja laskevan suoran y = —2x + 6 rajoittama alue vililla [0, 3]
on suorakulmainen kolmio, jonka pinta-ala A on

_3'6_
===

3
f f(x)dx=09.
0
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Miirityn integraalin ominaisuuksia
Olkoot f ja g integroituvia vélilld [a, b] ja k € R vakio.

1. fa “ f(x)dx =0 (integroimisrajat yhtd suuret)

2. fa b f)dx =- fbu f(x)dx (integroimisrajojen vaihto)

3. [ kfxydx =k [ f(x)dx (vakion siirto)

4. ["(f) +g00) dx = [ f(x)dx + [ g(x)dx (summan méritty integraali)

5. fa ‘ Jf)dx+ fc b f(x)dx = fa b f(x)dx (maédrityn integraalin yhteenlaskuominaisuus)

Seuraava tulos yhdistdd toisiinsa miérdtyn integraalin ja integraalifunktion kisitteet.
Sen avulla pystytiddn laskemaan helposti muidenkin funktioiden maéérittyja integraaleja
kuin vain sellaisten erikoistapausten (esimerkki 6.6), jotka saadaan geometrisesti pinta-
alana.
Analyysin peruslause

b b
f fWdx = [ F(x)= F(b) - F(a),

missd F on funktion f jokin integraalifunktio.

b
Huomautus 6.7. Merkintd / F(x) luetaan "sijoitus a:sta b:hen Fx" ja tarkoittaa siis, ettd va-
a

hennetdin toisistaan ylédraja ja alaraja sijoitettuina integraalifunktion lausekkeeseen. Siten
myds integroimisvakio ¢ supistuu sijoituksessa pois, eli kidytdnnossd voidaan valita ¢ = 0.

Méirityn integraalin laskeminen analyysin peruslauseella on ndin ollen kaksivaiheinen.

Ensin médritetddn funktion jokin integraalifunktio (eli helpoin: ¢ = 0), jonka jilkeen teh-
déén sijoitus, eli lasketaan integraalifunktion arvojen erotus.

EsimerkKi 6.8. Lasketaan esimerkin 6.6 maaritty integraali analyysin peruslauseella:
3 3
f(6—2x)dx=/ (6x-x)=6-3-3"-(6-0-0?)=18-9=0.
0 0

e 1
Esimerkki 6.9. Laske mairitty integraali f] —dx.
X

Ratkaisu:

el ”
f —dx=/ Injx=lne—Inl=1-0=1.
X 1

1
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Pinta-alan laskeminen
1. Funktion kuvaajan ja x-akselin rajoittama alue

Aiemmin jo todettiin, ettd funktion f kuvaajan, x-akselin sekd suorien x = aja x = b
rajoittaman alueen pinta-ala

b
A= f f(x)dx, jos f(x)> 0 kaikilla x € [a, b].

kuva puuttuu

Jos f(x) < O kaikilla x € [a, b], niin méiritty integraali fa ’ f(x) dx on negatiivinen ja
itseisarvoltaan yhté suuri kuin funktion kuvaajan ja x-akselin vélilld [a, b] rajoittaman alu-

een pinta-ala. Siis
b
A=-— f f(x)dx.

kuva puuttuu

Esimerkki 6.10. Mériti funktion f(x) = 2x> — 8x kuvaajan ja x-akselin rajoittaman kak-
siosaisen alueen pinta-ala.

Ratkaisu:

Ratkaistaan funktion f nollakohdat:

2 = 8x=0
2x(x* —4) =0,
josta saadaan ratkaisuksi x = O tai x = +2. Koska jatkuva funktio f voi vaihtaa merkkidén

vain ohitettaessa nollakohta, voidaan aina testipisteiden avulla selvittdd funktion merkki eri
nollakohtien vililla:

f-H)=6>0ja f(1)=-6<0

59



Siten

0 2
A:A1+A2:f f(x)dx—f f(x)dx
-2 0

0 2
= f (2x° — 8x)dx — f (2x* - 8x)dx
-2 0

- /fz(%x“ —42) - /i(%x“ — 42)
Loaeodcopoa oy
=50 -4 0 - (2" -4-(-2))

1 1
—(5-24—4-22)+(§-04—4-02)

=-8+16-8+16=16

2. Kahden funktion kuvaajan rajoittama alue

Maidridtyn integraalin avulla voidaan laskea myos kahden funktion kuvaajan rajoittaman
alueen pinta-ala. Jos vililld [a, b] on voimassa f(x) > g(x), niin funktioiden f ja g kuvaajien
sekd suorien x = a ja x = b rajoittaman alueen pinta-ala (kuva puuttuu)

b
A=f(f(X)—g(X))dX-

Huomaa, etti jos on vain annettu kaksi funktiota f ja g, on ensin tutkittava kumpi kuvaajista
on ylempind ja kumpi alempana milloinkin. Sen perusteella integroitava lauseke on eri
osavileilld joko f(x) — g(x) tai g(x) — f(x).

Esimerkki 6.11. Miriti kilyrien y = x> — 2x — 1 jay = —2x* — 4x rajoittaman alueen
pinta-ala.

Ratkaisu:

Ratkaistaan kidyrien leikkauskohdat. Saadaan yhtélopari

{y=x2—2x—1

y = -2x* —4x
jonka ratkaisuna on x = —1 tai x = §. Merkitdin f(x) = x* - 2x — 1 ja g(x) = —2x* — 4x.
Koska alaspiin aukeava paraabeli g(x) = —2x> — 4x on ylempini kuin ylospiin aukeava

paraabeli f(x) = x> —2x— 1 leikkauskohtien vililli (g(0) = 0 > £(0) = —1), on paraabelien,
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eli funktioiden f ja g kuvaajien rajoittaman alueen pinta-ala

A= f3(g(x) — f(x))dx = fs(—zx2 —4x —(x* =2x—1))dx
-1 -1

3
:f (—2x% —dx — % + 2x + 1)dx
-1

1
3
= f (=3x* = 2x + 1) dx
-1
1
= /il(—x3 — x>+ x)
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