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. Tarkastellaan ké&yrén

1. a) Osoita, ettd kappaleen tilavuus saadaan kaavasta

1 ~
V ==qpr-NdS,
9
jossa T on paikkavektori ja S on kappaleen pinta.
b) Osoita Gaussin lain perusteella, ett4

j{jwﬁdv =<]§f>¢l\]ds.

Vihje: Sovella Gaussia vektorikenttadn F = ¢¢, jossa ¢ on mielivaltainen
vakiovektori.

Laske pintaintegraali <ﬁ>(2xyiA+3y]+ 22I2)~d§ , jossa D on koordinaattitasojen
D

x=0,y=0ja z=0 jatason x+y+z=1 rajoittama alue.
(Vastaus: 11/12.)

r=./x*+y* =cosu,
T

Z=sin2u, -ESUS—.
2 2

muodostamaa pydrahdyskappaletta eli kappaletta,
joka syntyy, kun kayra pyoréhtad z-akselin ympaéri.

Laske kappaleen tilavuus

v [ o

kappale

Gaussin lain avulla.

Vihjeita: Huomaa, ett yksinkertaisin valinta vektorikentaksi on F = ZK.
Pintaintegraalin laskemiseksi anna pinnalle parametriesitys, jossa



parametreina ovat u ja pyorahdyskulma 6 (0<60<2r). Esita
pintaintegraalissa esiintyvé pinta-alkio dS suureen dudé avulla.
(Vastaus: 7°/2 )

4. Tarkastellaan yksikkdpalloa X% + y2 + 2% <1. Laske Gaussin lausetta
hyvaksi kayttaen tilavuusintegraali

|=j£jz2dv.

Ohje: Taaskin kannattaa valita vektorikentaksi F yksinkertaisin vaihtoehto.
(Vastaus: 47 /15.)

5. Olkoon vektorikentta
F=(z-2y)i +(3x—4Yy)] +(z +3y)k.
Laske Stokesin teoreeman avulla kdyraintegraali
95 F.dr,
C
kun kéyra C on

a) tasossa z = 2 oleva yksikkdympyra,

b) sellaisen kolmion reuna, jonka karjet ovat pisteissa (1,0,0), (0,1,0) ja
(0,0,2).

(Vastaukset 57 tai -5z ja9/2 tai-9/2.)
6. Laske vektorikentén
F=@E—y)i+(’+x°)]+ek
kayraintegraali pitkin kayréa
F=costi+sintj+sin2tk  (0<t<2x).

Vihje: Stokes-hommia. Huomaa, etté kdyré on tasossa z = 2xy trigonometrian
tutun kaavan mukaan.

(Vastaus: 37 /2 tai -37/2.)



