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7. Tilavuusintegraalit

Funktion f(X,y,z) tilavuusintegraali yli kolmiulotteisen alueen
V on raja-arvo summasta

> (% y,2)AV

kun tilavuusalkiot AV = AxAyAz — 0. Tarkastellaan ensin tdman
integraalin suorittamista karteesissa koordinaatistossa ja sen
jalkeen kéyraviivaisissa koordinaatistoissa, kuten sylinteri- ja
pallokoordinaatistoissa.

Oletataan, ettd alue, jonka yli integroidaan, on sé&nnollinen z-
suunnassa. Silloin voidaan ensin integroida z-suunnassa alueen

pohjapinnasta z = ¢,(X, y) Kansipintaan z =¢,(x,y) (ks. kuva) ja
sen jalkeen x:n ja y:n suhteen yli xy-tasossa olevan alueen
projektion G:

[[Jav ey =] dxdy¢2(fY)dz f(X,Y,2).
Y G #(

X,Y)

jokin x:n ja y:n funktio

-
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Voi myos ensin tehda pintaintegraalin alueen poikkipinnan G(z)
yli ja sitten integroida z:n yli niin, ettd koko alue tulee kaydyksi
lapi:

def(x,y,Z)=sz [ dxdy f (x,y,2).

a  G(2)

-/

jokin z:%ffunktio

Pintaintegraaliosat voidaan suorittaa niin kuin aikaisemmin
opimme.

***k

Esimerkki: Olkoon V alue, jota rajoittavat tasot

x=0,y=0ja z=2sekd pintaz=x"+y* jajossa x>0 jay>0.
Lasketaan funktion f(Xx,y,z) = x tilavuusintegraali tdméan alueen
yli.

Kuvasta voi paatella, ettd integroimisalue V on se, jossa
koordinaateille on voimassa ehdot

0<x<+/2,

0<y<2-X%°,

X*+y?<z<2.

Integraali on silloin
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Harjoitustehtavaksi jatetdaan laskea integraali niin, etta
ensimmaisena suoritetaan x-integrointi.

***

Adamsin kirjassa on luvussa 14.5 useita hyvia esimerkkejé.
Katso ainakin esimerkit 2, 3 ja 4.

Muuttujanvaihto tilavuusintegraalissa. Tehd&én

muuttujanvaihto

X = Xx(u,v,w),

y =y(u,v,w),
z=1z(u,v,w).
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Kuten jo pintaintegraalien yhteydessa totesimme,
muuttujanvaihdossa differentiaalinen integroimisalkio yleensa
muuttuu kooltaan. Meidéan pitéaa siis selvittdd, mika on dudvdw
avulla ilmaistuna se uvw-avaruuden alue, joka vastaa
alkuperéisen tilavuusintegraalin tilavuusalkiotadV = dxdydz .

Tilavuusalkio on suuntaissarmio, jonka virittaa paikkavektorin ¥
infinitesimaalinen muutos df = idx + jdy + kdz. S&rmion sivujen
pituudet ovat dx, dy ja dz ja tilavuus on siten dV = dxdydz .
Sivulla 52 tarkastelimme, millainen muutos aiheutuu
paikkavektoriin ¥ =r(x(u,v,w), y(u,v,w), z(u,v,w)) , kun
esimerkiksi parametrin u arvoon tehdaan infinitesimaalinen
muutos du eli u — u+du . Muutos on vektori

@
ou

vy QU= iAaX+]ay+I262 du=a.
v ou " ou OU J ey vw)

Z—\r/ W) dv = 6, O_I’ dw = C.

Paikkavektorin infinitesimaalinen muutos parametrien avulla
esitettynd on ketjusddnnon mukaan

r r

dr = o du + or

ou ov

jossa (u,v,w) ovat pistettd (x,y,z) vastaavat parametriarvot.

Edelld olevat kolme vektoria virittavat xyz-avaruuteen
infinitesimaalisen suuntaissarmion dV, jonka tilavuus on

or
A~ | (uv,w) dW’

dv +

(u,v,w) (u,v,w)

75



76

dV:‘é-(BxE)‘
b, b |b b |b b,
=|a, +a, +a,
c, ¢ c, C c, C,
ox oy oz
a, a, a, gu gu gu
—lb, b, b|=]|Z & Zlgudvdw
y oV OV oV
O &y G ox oy oz
OW OW OW
a(x,y,2)

dudvdw =|J (u, v, w)|dudvdw.

o(u,v,w)

Jacobin determinantin
itseisarvo

Muuttujanvaihto siis skaalaa tilavuuselementit seuraavasti:

dV =dxdydz = oxy.2) dudvdw.

o(u,v,w)

Funktion f(X,y,z) tilavuusintegraali karteesisen xyz-avaruuden
alueen D yli voidaan siis esittda seuraavalla tavalla kdyraviivaisia
koordinaatteja uvw kayttaen:

o(X,Y,2)

dudvdw,
o(u,v,w)

ij(x Y, z)dxdydz—.mf(u V,W)|————=

jossa H on se uvw-parametriavaruuden alue, joka kuvautuu
muuttujanvaihdossa xyz-avaruuden alueeksi D, ja

f(u,v,w) = f(x(u,v,w), y(u,v,w),z(u,v,w)).
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*k*k

Esimerkki: Lasketaan integraali

Iijdxdydz(zxz_y+éj,

jossa

D={(x,y,z)|xely/21+y/2],ye[0,4],2[0,3]}.
Tehdaan muuttujanvaihto, joka yksinkertaistaa
integroimisaluetta:

2X—Y Vzlwzi
) 21 .

2 3

Helposti ndhdééan, ettéd integroimisalueeksi uvw-avaruudessa
tulee

u=

H = {(uv.w)lu <[0.1],v (0,2 we[0.1}

Muuttujanvaihdon Jacobin determinantti on (huom.
X=U+V,y=2V,Z=3wW)

ox oy oz

ou ou ou 10 0
u,v,w V

x oy oz| 1903

OW OW Ow

Tilavuusintegraali on



/8

ﬂ]m@wu(zx‘y+§)
:j“dudvdw (u \i/w; (U +w)

:j _[ jdudvdw|6|(u+w)

u=0v=0 w=0
~6[u? 2] [V [w], + 6[ul, V] [w* /2]
=6+6=12.

A16.7

Jos oletamme, ettd uudet muuttujat (u,v,w) ovat suorakulmaisen
kayraviivaisen koordinaatiston koordinaatteja,
muuttujanvaihtoon liittyva Jacobin determinantti on helppo

madrittad. Silloin nimittain edella maaritellyt vektorit a, b ja €
ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan ja niiden kolmitulo

a-(bxc)|=[a]plle
_|eF], |oF|, |oF
RETEY
=h,hh,dudvdw,

du dv dw

jossa h,, h, ja h, ovat aiemmin maarittelemiamme

skaalaustekijoita (ks. s. 61). Suorakulmaisessa kayréviivaisessa
koordinaatistossa tilavuusintegraali on siis

f“f“yJNmWh—ﬁfHuvmhmhmmmw
=dV
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Sylinterikoordinaatistossa

2 2

X = pCOS @, P=+/X+Yy
y = psing,
=1,

tilavuuselementti on (ks. s. 62)
dV =h h,h.d pd¢dz = p d pdgdz.

Tama nahdaan myos geometrisesti
oheisesta kuvasta.

Pallokoordinaatistossa

X = rsin 6 cos g, r=xt+y?+7°
y =rsindsin g,
Z=1rcosd,

vastaavasti

dV =h.h,h,drddd¢ = r’sing drdod¢.

Myds tdimén ndkee geometrisesti kuvasta.
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